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Avant-propos 


et ouvrage a été rédigé du point de vue d'un mathématicien dont l'intérét pour les équa- 

tons différentielles est parfois complétement théorique, parfois plutót pratique, et 

la plupart du temps entre les deux. Nous avons cherché à élaborer un exposé solide 
et précis (mais non abstrait) sur la théorie élémentaire des équations différentielles tout en 
insistant sur les méthodes de résolution et l'analyse des solutions. 

Ce manuel s'adresse d'abord aux étudiants du 1*' cycle en mathématiques, en sciences ou en 
ingénierie, lesquels suivent généralement un cours sur les équations différentielles pendant leur 
premiére ou deuxiéme année d'études. En guise de préalable, il est essentiel que les étudiants 
aient acquis une connaissance pratique du calcul différentiel et intégral durant un cours de deux 
ou trois sessions (ou l'équivalent). 

Un bon manuel doit pouvoir s'adapter à diverses stratégies d'enseignement. Cela implique 
au moins deux choses. Premièrement, le professeur doit pouvoir choisir les sujets qu'il désire 
traiter et l'ordre dans lequel il souhaite le faire. Deuxiémement, le manuel doit étre utile aux 
étudiants qui ont accés à une grande variété de technologies. 

Le présent manuel permet cette souplesse, car nous nous sommes efforcés, dans la mesure 
du possible, de rendre chaque chapitre indépendant l'un de l'autre. Ainsi, aprés avoir enseigné 
les résultats élémentaires des trois premiers chapitres (soit les sections 1.1 à 1.3, 2.1 à 2.5 et 3.1 
à 3.6), le professeur pourra choisir l'ordre dans lequel il présentera les différents sujets à l'étude 
et la facon dont il veut les analyser. En effet, les chapitres 4 à 8 sont essentiellement indépen- 
dants les uns des autres. Il y a donc de nombreuses façons d'organiser la matière. 

En ce qui a trait à la technologie, nous soulignons à plusieurs reprises dans le manuel que 
les ordinateurs sont extrémement utiles dans l'étude des équations différentielles et de leurs 
solutions et qu'un tel traitement est fort approprié pour de nombreux problémes. Cependant, le 
contenu du manuel est indépendant de toute plateforme matérielle ou d'un logiciel particulier. 

En effet, les ordinateurs sont fort utiles pour au moins trois raisons dans un cours sur 
les équations différentielles. Premiérement, ils permettent de traiter rapidement de grandes 
quantités de nombres et de générer ainsi des approximations numériques justes des solutions. 
Deuxiémement, ils permettent de réaliser des manipulations symboliques qui seraient longues 
et fastidieuses si elles étaient faites à la main. Finalement, et c'est peut-étre le plus important, 
ils permettent de transposer les résultats de calculs numériques ou symboliques sous une forme 
graphique, ce qui permet de visualiser facilement le comportement des solutions. Les pro- 
blémes spécialement marqués du symbole © font généralement appel à une ou plusieurs de ces 
fonctions. Toutefois, le symbole © ne sert que de guide. En effet, bon nombre des problèmes 
identifiés par ce symbole peuvent étre résolus, du moins en partie, sans support informatique, 
et on peut utiliser un ordinateur pour résoudre efficacement de nombreux problémes qui n'af- 
fichent pas ce symbole. 

Du point de vue de l'étudiant, les problèmes donnés en travaux pratiques et qui sont matière 
à examen sont au cœur de ce cours. Nous croyons que la caractéristique la plus remarquable de 
ce manuel est le nombre de problémes (de méme que leur variété et leur étendue) qu'il contient : 
il y a beaucoup de problémes faciles, d'autres relativement difficiles et certains assez ouverts 
pour servir de base à des projets étudiants. Le manuel comprend beaucoup plus de problémes 
qu'il n'est possible d'en résoudre dans un cours. Cela permet au professeur de personnaliser son 
cours de plusieurs façons afin d'atteindre ses propres objectifs et de répondre aux besoins des 
étudiants. 

Les équations différentielles servent avant tout à étudier des processus physiques et à les 
modéliser. Méme les équations différentielles les plus simples sont issues de modéles physiques 


concrets comme la croissance et la décroissance exponentielles, les systémes masse-ressort 
ou les circuits électriques. On réussit généralement à comprendre un processus naturel com- 
plexe en combinant des modèles plus simples ou en se basant sur ceux-ci. Voilà pourquoi nous 
croyons qu'il faut d'abord connaitre de facon approfondie ces modéles, les équations qui les 
décrivent ainsi que leurs solutions pour en arriver à résoudre des problémes complexes. 

Nous décrivons en détail la démarche de modélisation dans les sections 1.1, 1.2 et 2.5. Des 
constructions soignées de modéles apparaissent aussi dans les sections 2.6 et 3.8, ainsi que 
dans les annexes du chapitre 8. Des équations différentielles obtenues gráce à la démarche de 
modélisation apparaissent fréquemment tout au long du manuel, surtout dans les ensembles de 
problémes. 

Dans le présent manuel, nous accordons une grande attention aux applications et à la modé- 
lisation mathématique parce que nous voulons convaincre l'étudiant que cette modélisation 
méne souvent à des équations différentielles qui servent à analyser des problémes dans une 
grande variété de domaines. Nous voulons ainsi souligner que les connaissances mathéma- 
tiques sont transposables : quand on maîtrise bien une méthode de résolution particulière, on 
peut l'appliquer dans tout autre domaine qui requiert une équation différentielle. 

Pour résoudre des problémes qui sortent de l'ordinaire, on doit souvent recourir à une 
variété d'outils tant analytiques que numériques, et combiner le papier et le crayon avec l'ordi- 
nateur. Les résultats et les graphiques quantitatifs, souvent produits par un ordinateur, servent 
à illustrer et à clarifier des conclusions qui pourraient étre embrouillées par des expressions 
analytiques complexes. Également, pour appliquer une procédure numérique efficace, on doit 
réaliser une bonne analyse préliminaire. Une telle analyse a pour but de déterminer les carac- 
téristiques qualitatives de la solution afin d'orienter les calculs, d'étudier les cas limites ou 
spéciaux ou de découvrir les intervalles des variables ou des paramétres qui peuvent requérir 
une attention particulière. Par conséquent, pour résoudre un probléme complexe, les étudiants 
ont intérét à se rendre compte qu'ils doivent mener une bonne analyse, effectuer des calculs 
et choisir avec discernement l'outil le plus approprié. Ils doivent aussi être conscients que les 
résultats peuvent étre présentés sous différentes formes. 

Nous croyons qu'il est important que les étudiants comprennent que la solution d'une équa- 
tion différentielle n'est pas une fin en soi. On résout plutót l'équation dans le but d'obtenir un 
aperçu du comportement ou du processus que l'équation modélise. Ainsi, nous avons inséré 
dans le texte de nombreux problémes et exemples qui invitent à tirer des conclusions au sujet 
de la solution. Parfois, il s'agit de trouver la valeur de la variable indépendante pour laquelle 
la solution posséde une certaine propriété ou de déterminer le comportement à long terme 
de la solution. D'autres problémes demandent de décrire l'effet des variations d'un paramétre 
ou de déterminer la valeur critique d'un paramétre pour laquelle la solution subit un change- 
ment important. De tels problémes apparaissent typiquement dans l'application des équations 
différentielles et, en fonction des objectifs du cours, le professeur peut proposer un petit ou un 
grand nombre de ces problémes à ses étudiants. 


William E. Boyce 
Grafton, New York 
Le 13 mars 2012 


Modifications apportées à cette 2° édition 


* Dans plusieurs chapitres, nous avons développé ou réécrit les dérivations et les démons- 
trations de facon à fournir plus de détails. 

* Sous la forme d'un théoréme, dans les sections 3.3 et 5.4, nous avons montré que les par- 
ties réelles et imaginaires de la solution complexe d'un probléme à valeurs réelles sont 
aussi des solutions. 

* Dans la section 5.8, nous avons développé la discussion des vecteurs propres généralisés 
tant dans le corps du texte que dans les problémes. 

* Tout au long du manuel, nous avons ajouté des problèmes et nous en avons révisé certains 
autres. 

* Nous avons modifié la plupart des figures, principalement en ajoutant de la couleur pour 
rendre plus évidente leur caractéristique essentielle. Nous avons également amélioré de 
nombreuses légendes de facon que le lecteur voie clairement l'objectif de la figure sans 
devoir examiner le texte qui l'entoure. 

* Nous avons ajouté plusieurs notes historiques en bas de page et nous en avons développé 
d'autres. 

* Dans les sections 5.10 et 5.11, nous avons abordé quelques sujets nouveaux comme la 
stabilité des systémes d'équations différentielles et la linéarisation des systémes non 
linéaires. Dans la section 8.1, nous avons rédigé une bréve classification des équations 
aux dérivées partielles linéaires à coefficients constants. 

* Plutót que de les présenter sommairement dans les problémes, nous avons développé 
dans le corps du texte les sujets suivants: 

— les équations différentielles homogènes du premier ordre (dans la section 2.1); 

— l'équation de Bernoulli (dans la section 2.3); 

— les équations non linéaires du deuxiéme ordre réductibles à des équations du premier 
ordre (dans la section 3.1). 


Table des matières 


Chapitre 1 


Chapitre 2 


Chapitre 3 


Chapitre 4 


Chapitre 5 


Introduction .............................................. 1 
11 Quelques modèles mathématiques importants - les champs 

de direction................................................. 1 
1.2 Les solutions à quelques équations différentielles .................. 9 
13 La classification des équations différentielles ...................... 17 
1.4 Quelques remarques historiques ................................ 23 


Les équations différentielles du 


premier ordre ........................................... 27 
2.1 Les équations à variables séparables ............................ 27 
2.2 Les équations exactes et les facteurs intégrants ................... 37 
2.3 Les équations linéaires et l'équation de Bernoulli ................... 44 
2.4 Les différences entre les équations linéaires et non linéaires ......... 57 
2.5 La modélisation mathématique et les équations du premier ordre ...... 65 
2.6 Les équations autonomes et les dynamiques des populations ........ 81 
Les équations linéaires du deuxième огаге ...... 97 
3.1 Généralités sur les équations différentielles du deuxième ordre. ....... 97 
3.2 Les équations homogènes à coefficients constants ................. 101 
3.3 La théorie des équations homogènes linéaires du deuxième ordre ..... 107 
3.4 Les racines complexes de l'équation caractéristique ................ 118 
3.5 Les racines de multiplicité deux - la réduction d'ordre ............... 126 
3.6 Les équations non homogènes - la méthode des 

coefficients indéterminés...................................... 134 
3.7 La méthode de variation des paramètres.......................... 143 
3.8 Les oscillations mécaniques et les circuits électriques ............... 149 
3.9 Les oscillations forcées ....................................... 162 
Les équations linéaires d'ordre supérieur ........ 175 
4.1 La théorie générale des équations linéaires d'ordre п................ 175 
4.2 Les équations homogènes à coefficients constants ................. 181 
4.3 La méthode des coefficients indéterminés ........................ 189 
4.4 La méthode de variation des paramètres ......................... 193 


Les systémes d'équations linéaires du 


premier оғгакге............................................ 197 
bb UntrotllletlOfi» x dum rio Sp ee espe e ero fe em ПЫШ e Re eee 197 
5.2 Résultats élémentaires sur les matrices .......................... 205 
5.3 Les systèmes d'équations algébriques linéaires .................... 213 
5.4 La théorie fondamentale sur les systèmes d'équations linéaires 

du premier ordre ............................................ 224 
5.5 Les systèmes linéaires homogènes à coefficients constants .......... 229 
5.6 Les valeurs propres complexes ................................. 239 
5.7 Les matrices fondamentales ................................... 251 
5.8 Les valeurs propres multiples .................................. 259 
5.9 Les systèmes linéaires non homogènes .......................... 268 
5.10 Le plan de phase - les systèmes linéaires ......................... 276 


5.11 Les équations différentielles non linéaires et la stabilité . ............. 287 


VIII Table des matières 


Chapitre 6 Les transformées de Laplace ....................... 303 
61 Définition de la transformée de Laplace .......................... 303 
6.2 La solution aux problèmes de valeur initiale. ....................... 310 
6.3 Les fonctions unités échelons .................................. 321 
6.4 Les équations différentielles avec des fonctions discontinues ......... 328 
6.5: Les fonctions IMPUISION ТТГ ТТГ 335 
6.6 Le produit de convolution ..................................... 341 


Chapitre 7 Les solutions en série aux équations linéaires 


du deuxième ordre ..................................... 349 
71 Rappel sur les séries de puissances ............................. 349 
7.2 Les solutions en série prés d'un point ordinaire - premiére partie ...... 355 
7.3 Les solutions en série prés d'un point ordinaire - deuxiéme partie ..... 364 
7.4 Les équations d'Euler - les points singuliers réguliers ............... 371 
7.5 Les solutions en série prés d'un point singulier 

régulier - première partie ....................................... 379 
7.6 Les solutions en série près d'un point singulier 

régulier – deuxième partie ..................................... 385 
77 l'équation dé Bessel ss ocio зе ке ркы та рат Pd es 392 


Chapitre 8 Les équations aux dérivées partielles 


et les séries de Fourier ............................... 403 
81 Généralités sur les équations aux dérivées partielles ................ 403 
8.2 Les problèmes de valeur limite en deux points ..................... 407 
8.3 Les séries de Fourier ......................................... 413 
8.4 Le théorème de convergence de Fourier.......................... 423 
8.5 Les fonctions paires et impaires ................................ 429 
8.6 La conduction de la chaleur dans une tige ........................ 437 
8.7 Quelques problèmes additionnels sur la conduction de la chaleur ...... 444 
8.8 L'équation d'onde - la corde vibrante ............................ 453 
8.9 l'équation de Laplace......................................... 466 
Annexe А l'équation de la conduction de la chaleur ................... 475 
Annexe B l'équation d'onde ...................................... 478 
Réponses aux problèmes ............................................ 481 
паеха 530 


CHAPITRE 1 


Introduction 


ans ce chapitre, nous aborderons l'étude des équations différentielles selon différents 

points de vue. Deux problémes seront d'abord introduits pour illustrer certaines idées 

fondamentales sur lesquelles nous reviendrons pour les étudier en détail. Ensuite, nous 
verrons comment classer les équations afin d'établir une structure organisationnelle pour ce 
manuel. Finalement, nous présenterons quelques tendances et personnages importants dans le 
cadre du développement historique du sujet. L'étude des équations différentielles a attiré l'atten- 
tion de plusieurs grands mathématiciens du monde entier au cours des trois derniers siècles. 
Néanmoins, les équations différentielles demeurent encore aujourd'hui un sujet de recherche de 
pointe et elles laissent de nombreuses questions d'intérét sans réponse. 


ЕД Quelques modeles mathématiques 
importants - les champs de direction 


Avant d'amorcer l'étude des équations différentielles, il convient de se faire une idée des avan- 
tages apportés par le contenu de ce cours. Pour certains étudiants, l'intérét intrinséque du sujet 
est une motivation suffisante mais, pour la plupart, c'est l'application de cette matiére à d'autres 
domaines qui rend cette étude intéressante. 

Bon nombre de principes et de lois qui sous-tendent le comportement du monde naturel 
sont des énoncés ou des relations mettant en jeu des taux exprimant la variation ou le rapport 
entre deux grandeurs. En termes mathématiques, ces relations sont des équations et ces taux 
sont des dérivées. Les équations qui impliquent des dérivées sont appelées équations différen- 
tielles. Par conséquent, il est préférable d'avoir des connaissances en équations différentielles 
si on veut comprendre et étudier des problèmes portant, par exemple, sur la mécanique des 
fluides, le flux d'un courant dans un circuit électrique, la dissipation de la chaleur dans un objet 
solide, la propagation et la détection d'ondes sismiques ou encore l'augmentation ou la diminu- 
tion de la taille d'une population. 

Une équation différentielle qui décrit un processus physique est un modèle mathématique 
du processus. Plusieurs modéles seront introduits tout au long de ce manuel. Dans la présente 
section, deux modèles impliquant des équations faciles à résoudre sont présentés. Il convient de 
souligner que même les équations différentielles les plus simples constituent des modèles utiles 
pour décrire d'importants processus physiques. 


Un objet en chute libre 
Supposez qu'un objet est en chute libre dans l'atmosphére prés du niveau de la mer. Formulez une 
équation différentielle décrivant ce mouvement. 

On commence par représenter différentes quantités pertinentes pour ce probléme à l'aide de 
lettres. Puisque le mouvement évolue dans un certain intervalle de temps, on utilise t pour noter le 
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P temps. Ensuite, on utilise v pour représenter la vitesse de l'objet. Comme la vitesse variera en fonction 
du temps, on considère v comme une fonction de t. En d'autres mots, t est la variable indépendante et v 
la variable dépendante. Le choix des unités de mesure est arbitraire, et rien dans l'énoncé du probléme 
n'indique les unités appropriées. Donc, on est libre de faire un choix raisonnable. Pour étre plus précis, 
on mesure le temps f en secondes et la vitesse v en métres par seconde. De plus, on suppose que v est 
positif vers le sol. 

La loi physique qui régit le mouvement des objets est la deuxième loi de Newton. Selon cette loi, la 
masse d'un objet multipliée par son accélération est égale à la force nette agissant sur l'objet. En termes 
mathématiques, on exprime cette loi par l'équation 


F-ma. (1) 


Dans cette équation, m est la masse de l'objet, a son accélération et F la force nette exercée sur l'objet. 
Afin d'obtenir des unités cohérentes, on mesure m en kilogrammes, a en métres par seconde carrée et 
F еп newtons. Bien sûr, a est relié à v selon l'équation a = dv/dt. Donc, on peut réécrire l'équation (1) 
sous la forme: 


Е = m(dvldt). (2) 


Maintenant, considérons la force qui agit sur l'objet quand il tombe. La gravité exerce une force égale 
au poids de l’objet, soit mg ой g est l'accélération due à la gravité. Avec les unités choisies, on a déter- 
miné de manière expérimentale que g est environ égale à 9,8 m/s? prés de la surface de la Terre. Il 
existe aussi une force due à la résistance de l'air (la force de trainée), qui est plus difficile à modéliser, 
mais le propos de cet exemple n'est pas de discuter en détail de force. Cependant, on suppose souvent 
que celle-ci est proportionnelle à la vitesse. Ainsi, la force de trainée est de magnitude yv oü y est une 
constante appelée le coefficient de traînée. 

Pour décrire la force nette F, on doit se rappeler que la gravité agit toujours vers le bas (elle est 
alors positive), tandis que la trainée agit vers le haut (elle est alors négative), comme le montre la 
figure 1.1.1. Par conséquent, 


F-mg-yv (3) 
et l'équation (2) devient 
dv 
— = mg — yv. 4 
m di mg -—yv (4) 


L'équation (4) est un modèle mathématique du comportement d'un objet en chute libre dans Pat- 
mosphére près du niveau de la mer. П faut noter que le modèle contient les trois constantes m, g et у 
Les constantes m et y dépendent largement de l'objet en chute libre et, en général, elles diffèrent selon 
l'objet. On les appelle des paramétres, car elles peuvent prendre diverses valeurs selon le contexte. 
D'un autre cóté, la valeur de g est la méme pour tous les objets. 


yv 
Qm 


mg 


Schéma d'application des forces s'exercant sur un objet en chute libre. 


Pour résoudre l'équation (4), on doit trouver une fonction v — v(f) qui satisfait à l'équation. 
Ce processus sera présenté dans la prochaine section. Pour le moment, considérons ce qu'on 
peut apprendre sur les solutions sans méme les identifier. La táche est légérement simplifiée si 
on assigne des valeurs spécifiques à m et à y, mais la démarche est la même, peu importe les 
valeurs choisies. Donc, on suppose que т = 10 kg et que у= 2 kg/s. Si les unités pour y semblent 
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particulières, il convient de se rappeler que уу doit admettre comme unités des kg- m/s?. Ainsi, 
on peut réécrire l'équation (4) comme 


dv у 
---9,8--. 5 
dt 5 6) 


Un objet en chute libre (suite) 
Étudiez le comportement des solutions à l'équation (5) sans les trouver. 

Commençons par observer l'équation (5) d'un point de vue géométrique. Supposons que v a une 
certaine valeur. Ensuite, en évaluant le second membre (à droite) de l'équation (5), on peut trouver la 
valeur correspondante de dv/dt. Par exemple, si у = 40, alors dv/dt = 1,8. Cela signifie que la pente 
d'une solution у = v(f) ala valeur 1,8 en tout point où v = 40. On peut présenter cette information sous 
la forme d'un graphe dans le plan fv en traçant de courts segments de droite ou des flèches ayant une 
pente de 1,8 en différents points sur la droite v = 40. De la méme manière, si v = 50, alors dv/dt = —0,2. 
Donc, on trace des segments de droite ayant une pente de —0,2 en différents points sur la droite v — 50. 
On obtient la figure 1.1.2 en procédant de la méme manière avec d'autres valeurs de v. La figure 1.1.2 
est un exemple de ce qu'on appelle un champ de direction ou un champ de pente. 
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Champ de direction pour l'équation (5): dv/dt = 9,8 — (v/5). 


L'importance de la figure 1.1.2 réside dans le fait que chaque segment de droite est une droite tan- 
gente au graphe d'une solution à l'équation (5). Ainsi, méme si on n'a pas trouvé de solution et qu'aucun 
graphique de solution n’apparaît dans la figure, оп peut néanmoins tirer des conclusions qualitatives 
sur le comportement des solutions. Par exemple, si v est inférieure à une certaine valeur critique, alors 
tous les segments de droite ont des pentes positives, et la vitesse de l'objet augmente à mesure qu'il 
tombe en chute libre. D'un autre cóté, si v est supérieure à la valeur critique, alors les segments de 
droite ont des pentes négatives, et l'objet ralentit à mesure qu'il tombe en chute libre. Quelle est cette 
valeur de v qui sépare les objets dont la vitesse augmente de ceux dont la vitesse diminue ? En se repor- 
tant une fois de plus à l'équation (5), on doit se demander quelle valeur de v fera en sorte que dv/dt soit 
nulle. La réponse est v = (5)(9,8) = 49 m/s. 

En fait, la fonction constante v(f) = 49 est une solution à l'équation (5). Pour vérifier cet énoncé, on 
pose v(f) - 49 dans l'équation (5) et on note que chaque membre de l'équation est égal à zéro. Puisque 
la solution ne change pas avec le temps, on dit que v(f) = 49 est une solution d'équilibre. Il s'agit 
de la solution qui correspond à un équilibre entre la gravité et la traînée. À la figure 1.1.3 de la page sui- 
vante, on montre la solution d'équilibre v(f) = 49 superposée au champ de direction. À partir de cette 
figure, on peut tirer une autre conclusion, à savoir que toutes les autres solutions semblent converger 


vers la solution d'équilibre quand т augmente. » 
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| Figure 1.13 | Champ de direction et solution d'équilibre pour l'équation (5): 


dvldt = 9,8 — (v/5). 


On peut utiliser l'approche illustrée dans l'exemple 2 avec l'équation (4), plus générale, ой 
les paramètres т et y sont des nombres positifs non spécifiés. Les résultats sont essentiellement 
identiques à ceux de l'exemple 2. La solution d'équilibre à l'équation (4) est v(t) = mg/y Les 
solutions qui se trouvent au-dessous de la solution d'équilibre augmentent avec le temps, celles 
qui se trouvent au-dessus diminuent avec le temps et toutes ces solutions s'approchent de la 
solution d'équilibre quand t croit. 


Les champs de direction Les champs de direction sont des outils pratiques dans l'étude des 
solutions aux équations différentielles de la forme 


dy _ 


où f est une fonction qui dépend des variables t et y. Cette fonction est parfois appelée la fonc- 
tion de taux. L'équation de l'exemple 2 est plus simple, car elle contient f; qui est une fonction 
de la variable dépendante seulement. On peut tracer un champ de direction pour des équations de 
la forme générale (6) en évaluant f en chaque point d'une grille rectangulaire composée d'au 
moins quelques centaines de points. Ensuite, en chaque point de la grille, on trace un court 
segment de droite dont la pente est la valeur de f en ce point. Ainsi, chaque segment de droite 
est tangent au graphe de la solution passant par ce point. Un champ de direction tracé sur une 
grille assez fine offre une bonne image du comportement général des solutions à une équation 
différentielle. La construction d'un champ de direction représente souvent une première étape 
utile dans l'étude d'une équation différentielle. 

Deux observations méritent d'étre mentionnées. Premiérement, pour tracer un champ de 
direction, il n'est pas nécessaire de résoudre l'équation (6), mais il faut évaluer plusieurs fois 
la fonction f(t, y) donnée. On peut alors aisément tracer un champ de direction, méme pour 
des équations qui sont assez difficiles à résoudre. Deuxiémement, l'évaluation répétée d'une 
fonction est une táche qui nécessite l'utilisation d'un ordinateur. En général, celui-ci devrait étre 
utilisé pour tracer un champ de direction. Tous les champs de direction illustrés dans le présent 
manuel ont été tracés à l'aide d'un ordinateur. 


Les mulots etles hiboux Voici un autre exemple assez différent. On considére une popu- 
lation de mulots qui habite une certaine région rurale. En l'absence de prédateurs, on suppose 
que la population de mulots augmente à un taux proportionnel à la population actuelle. Cette 
hypothése n'est pas une loi de physique bien définie (comparativement à la loi de Newton dans 
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l'exemple 1), mais il s'agit d'une hypothése! initiale courante dans l'étude de la croissance d'une 
population. Si on note le temps f et la population de mulots p(t), alors on peut exprimer l'hypo- 
thése sur la croissance de la population par l'équation 

dp 

a (7) 
ой le facteur de proportionnalité ғ est le taux de croissance. Si on suppose que le temps est 
mesuré en mois et que le taux de croissance r a la valeur de 0,5/mois, alors chaque terme de 
l'équation (7) admet comme unités le nombre de mulots par mois. 

Maintenant, on suppose que des hiboux vivent dans la même région et qu'ils tuent 15 mulots 
par jour. Pour ajouter cette information au modéle, on doit inclure un autre terme à l'équation 
différentielle (7). On obtient alors 

ай gapas. (8) 
dt 
On doit noter que le terme correspondant à la prédation est —450 plutót que —15, car le temps 
est mesuré en mois et on veut un taux de prédation mensuel. 


| Exemple3 | Étudiez graphiquement les solutions à l’équation (8). 


La figure 1.1.4 présente un champ de direction pour l'équation (8). À partir de la figure ou direc- 
tement à partir de l'équation (8), on peut voir que dp/dt est positive pour des valeurs suffisamment 
grandes de p. Donc, les solutions sont croissantes. D'un autre cóté, pour de petites valeurs de p, l'inverse 
se produit. Une fois de plus, la valeur critique de p qui sépare les solutions croissantes des solutions 
décroissantes est celle pour laquelle dp/dt est nulle. En posant dp/dt égale à zéro dans l'équation (8) 
puis en faisant la résolution afin de trouver p, on obtient la solution d'équilibre p(t) = 900 pour laquelle 
le terme exprimant la croissance et le terme exprimant la prédation dans l'équation (8) sont parfaite- 
ment équilibrés. La figure 1.1.4 illustre aussi la solution d'équilibre. 
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| Figure 1.1.4 | Champ de direction pour l'équation (8): dp/dt 2 0,5p — 450. 


Comparons cet exemple avec l'exemple 2. On note que dans les deux cas, la solution d'équilibre 
sépare les solutions croissantes des solutions décroissantes. Cependant, dans l'exemple 2, les solutions 
convergent vers la solution d'équilibre ou elles sont attirées par elle, tandis que dans l'exemple 3, les 
solutions divergent de la solution d'équilibre ou elles sont repoussées par elle. Dans les deux cas, la 
solution d'équilibre est trés importante pour comprendre le comportement des solutions à l'équation 
différentielle. Au fil du temps, un observateur pourrait voir des populations beaucoup plus grandes ou 
beaucoup plus petites que la population d'équilibre, mais la solution d'équilibre elle-même ne sera pas, 
dans les faits, observée. Quoi qu'il en soit, dans les deux cas, la solution d'équilibre est trés importante 
pour comprendre le comportement des solutions à l'équation différentielle. 


1. On discute un meilleur modéle de croissance de la population à la section 2.6. 


6 O og CHAPITRE 1 » Introduction 


Une version plus générale de l'équation (8) est 


4р _ 


—К, 9 
r’ (9) 


où le taux de croissance r et le taux de prédation k sont deux paramètres. Les solutions à 
cette équation se comportent de manière semblable à celles de l'équation (8). La solution 
d'équilibre à l'équation (9) est p(t) = k/r. Les solutions qui se trouvent au-dessus de la solu- 
tion d'équilibre sont croissantes, tandis que celles qui se trouvent au-dessous sont décroissantes. 

Il convient de rappeler que les deux modéles discutés dans la présente section ont leurs 
limites. Le modèle (5) de l'objet en chute libre n'est plus valide dés que l'objet touche le sol 
ou que quelque chose ralentit ou arréte sa chute (l'objet n'étant alors plus en chute libre). Le 
modèle de population (8) finit par prédire des quantités négatives de mulots (si p « 900) ou des 
quantités trés grandes (si p > 900). Ces deux prédictions n'étant pas réalistes, ce modèle devient 


inacceptable aprés un intervalle de temps assez court. 


La construction de modèles mathématiques Lorsqu'on applique des équations diffé- 
rentielles à des domaines dans lesquels elles sont utiles, il est d'abord nécessaire de formuler 
l'équation différentielle appropriée qui décrit ou modélise le probléme étudié. Dans la présente 
section, on a observé deux exemples de ce processus de modélisation, l'un tiré de la physique 
et l'autre de l'écologie. Lorsque vous construirez vous-méme des modéles mathématiques, vous 
devrez reconnaitre que chaque probléme est différent et qu'une bonne modélisation n'est pas 
une habileté qu'on peut réduire à l'observation d'un ensemble de règles spécifiques. En effet, la 
construction d'un modéle efficace est parfois la partie la plus difficile du probléme. Voici donc 
la liste des étapes qui font partie du processus : 


1. Déterminez la variable indépendante et la variable dépendante et assignez-leur des 
lettres pour les représenter. La variable indépendante est souvent le temps. 


2. Choisissez les unités de mesure pour chaque variable. Dans un sens, le choix des unités 
est arbitraire, mais certains choix peuvent étre plus judicieux que d'autres. Par exemple, 
on choisit de mesurer le temps en secondes dans l'exemple de l'objet en chute libre et en 
mois dans l'exemple sur la population des mulots. 


3. Expliquez le principe de base qui sous-tend ou régit le probléme étudié. Il peut s'agir 
d'une loi de physique trés connue, comme la loi du mouvement de Newton, ou d'une 
hypothèse plus spéculative basée sur votre propre expérience ou vos observations. Dans 
tous les cas, cette étape risque de ne pas étre purement mathématique, mais elle exige 
la connaissance du domaine d'application du probléme. 


4. Exprimez le principe ou la loi en fonction des variables choisies à l'étape 1. Cette opéra- 
tion est parfois plus facile à dire qu'à faire. Elle peut exiger l'introduction de constantes 
ou de paramétres (comme le coefficient de trainée de l'exemple 1) et la détermination 
des valeurs appropriées pour ceux-ci. Ou encore, l'opération peut exiger qu'on utilise 
des variables auxiliaires ou intermédiaires qui doivent alors étre reliées aux variables 
primaires. 


5. Assurez-vous que chaque terme de l'équation admet les mémes unités physiques. Dans 
le cas contraire, l'équation est erronée et vous devez tenter de la corriger. Si les unités 
concordent, alors l'équation est au moins cohérente sur le plan des unités, bien qu'elle 
puisse avoir d'autres défauts que ce test ne révèle pas. 


6. Dans les problémes considérés ici, le résultat de l'étape 4 est une équation différentielle. 
Celle-ci constitue le modéle mathématique souhaité. Rappelez-vous, cependant, que dans 
des problémes plus complexes, le modéle mathématique résultant peut étre beaucoup 
plus complexe et contenir un systéme de plusieurs équations différentielles, par exemple. 
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Problémes 


ш Pour les problèmes 1 à 6, tracez un champ de direction pour l'équation différentielle. En vous basant 
sur le champ de direction, déterminez le comportement de y quand т — ee. Si ce comportement dépend 
de la valeur initiale de y quand t — ce, décrivez cette dépendance. 


© 1. у-3-2у © 2. у-2у-3 
© 3. у-3-2у © 4. y =-1-2y 
5. y =1+2y © 6. у-у-2 


E Pour les problèmes 7 à 10, écrivez une équation différentielle de la forme dy/dt = ау + b dont les solu- 
tions ont le comportement souhaité quand t — ce. 


7. Toutes les solutions s'approchent de y = 3. 
8. Toutes les solutions s'approchent de y — 2/3. 
9. Toutes les autres solutions divergent de y = 2. 


10. Toutes les autres solutions divergent de y = 1/3. 


ш Pour les problèmes 11 à 14, tracez un champ de direction pour l'équation différentielle. En vous basant 
sur le champ de direction, déterminez le comportement de y quand t — ee. бі ce comportement dépend 
de la valeur initiale de y quand т = 0, décrivez cette dépendance. Vous devez noter que dans ces pro- 
blèmes, les équations ne sont pas de la forme y” = ay + b et le comportement de leurs solutions est plus 
compliqué que celui des équations de la présente section. 


© 11. у=у(4- у) Ф12. у= -у(5 – у) 
(513. у= y? © 14. у =у(у- 2)? 


Е Considérez les équations différentielles ci-dessous, dont certaines ont produit les champs de direction 
des figures 1.1.5 à 1.1.10. Pour les problémes 15 à 20, indiquez l'équation différentielle qui correspond 
au champ de direction donné. 


a) у-2у-1 b) у-2-у 
, СА 
с) у-у-2 d) у =у(у+3) 
, ^ 
е) y'2y(y-3) f y =1+2y 
т АСАН Ра 
D y ey h) y -»8-») 
. ГА э ^ 
i) у-1-2у D y =2-y 
15. Le champ de direction de la figure 1.1.5. 16. Le champ de direction de la figure 1.1.6. 
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| Figure 1.1.5 | Problème 15. | Figure 1.1.6 | Problème 16. » 
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> 17. Le champ de direction de la figure 1.1.7. 


18. Le champ de direction de la figure 1.1.8. 
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ВТЕ Д Problème 17. ЕРТЕСІНЕ” Problème 18. 


19. Le champ de direction de la figure 1.1.9. 


20. Le champ de direction de la figure 1.1.10. 


| Figure 11.9 Problème 19. 
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ЭТТЕ Probléme 20. 


Un étang comprend au départ 1000000 gal d'eau et une quantité inconnue d'un produit chimique 
indésirable. De l'eau contenant 0,01 g de ce produit chimique par gallon s'écoule dans l'étang à un 
taux de 300 gal/min. Le mélange sort de l'étang au même taux, donc la quantité d'eau présente dans 
l'étang reste constante. Supposez que le produit chimique est réparti uniformément dans l'étang. 


a) Posez une équation différentielle dont la solution exprime la quantité de produit chimique 
présente dans l'étang au temps 7. 

b) Quelle quantité de produit chimique se trouvera dans l'étang aprés une trés longue période ? 
Cette quantité limite dépend-elle de la quantité qui s'y trouvait au départ ? 


Une goutte de pluie sphérique s'évapore à un taux proportionnel à sa surface. Posez une équation 
différentielle pour le volume de la goutte de pluie en fonction du temps. 


La loi du refroidissement de Newton énonce que la température d'un objet varie selon un taux 
proportionnel à la différence entre la température de l’objet lui-même et la température de son 
environnement (la température de l'air ambiant dans la plupart des cas). 


Supposez que la température ambiante est de 70 °F et que le taux constant est 0,05 (min)-!. Posez 
une équation différentielle exprimant la température de l'objet au temps 1. Notez que l'équation 
différentielle est la méme, que la température de l'objet soit au-dessus ou au-dessous de la tempé- 
rature ambiante. 


Un médicament est administré par intraveineuse à un patient d'un hópital. Un fluide contenant 
5 mg/cm? de ce médicament s'infiltre dans le sang du patient à un taux de 100 cm?/h. Le médi- 
cament est soit absorbé par les tissus corporels, soit éliminé du sang à un taux proportionnel à la 
quantité présente, et ce, à un taux constant de 0,4 (h) !. 


a) En supposant que le médicament est toujours distribué uniformément dans le sang du patient, 


posez une équation différentielle exprimant la quantité de médicament présente dans le sang 
au temps f. 


b) Quelle quantité de médicament est présente dans le sang aprés une longue période ? 


1.2 Les solutions à quelques équations différentielles „э 00ДҘ0 


р (025. Pour un petit objet qui tombe lentement en chute libre, l'hypothése selon laquelle la force de traí- 
née est proportionnelle à la vitesse s'applique. Pour un plus gros objet qui tombe plus rapidement, 
on suppose que la force de traînée est proportionnelle au carré de la vitesse?. 


a) Posez une équation différentielle exprimant la vitesse d'un objet en chute libre de masse т si 
la force de traînée est proportionnelle au carré de la vitesse. 

b) Déterminez la vitesse limite aprés une longue période. 

€) Sim = 10 kg, trouvez le coefficient de traînée de sorte que la vitesse limite soit de 49 m/s. 

d) En utilisant les données fournies à la partie c), tracez un champ de direction et comparez-le 
avec celui de la figure 1.1.3. 


ш Pour les problèmes 26 à 33, tracez un champ de direction pour l'équation différentielle. En vous basant 
sur le champ de direction, déterminez le comportement de y quand t — ee. Si ce comportement dépend 
de la valeur initiale de y lorsque t = 0, décrivez cette dépendance. Vous devez noter que les seconds 
membres de ces équations dépendent de г et de y. Par conséquent, leurs solutions peuvent être plus 
complexes que celles de la présente section. 


(026. у--2-1-у (27. у= te?! - 2y 
(028. у=е'+у © 29. у/-і--2у 

© 30. у= 3 ѕіпі+1+у @31. у= 21-1 - y? 
032. у= (21+ у)/2у © 33. y=iy -yir 


11.2 | Les solutions à quelques équations 


différentielles 


Dans la section précédente, on a obtenu les équations différentielles 


т mg - yv (1) 
et 

dp 

—— = үр- К. 2 

Т (2) 


Ces équations modélisent respectivement le déplacement d'un objet en chute libre et l'évolution 
de la taille d'une population de mulots chassée par des hiboux. Elles admettent la forme générale 

dy — 

dt 
ойа et b sont deux constantes. On a tiré des conclusions qualitatives sur le comportement des 
solutions aux équations (1) et (2) en considérant les champs de direction. Cependant, pour 
répondre aux questions de nature quantitative, on doit trouver les solutions elles-mémes. Une 
facon de procéder est décrite ci-après. 


| Exemple1 | Les mulots et les hiboux (suite) 


Considérez l'équation 


ay — b, (3) 


dp 

---0,5р-450, 4 

2 p (4) 
qui décrit l'interaction de certaines populations de mulots et de hiboux (voir l'équation (8) à la 
section 1.1). Trouvez les solutions à cette équation. > 


2. Voir l'article suivant: Lyle N. Long et Howard Weiss, «Тһе Velocity Dependence of Aerodynamics Drag: A Primer 
for Mathematicians », Amer. Math. Monthly, vol. 106, n? 2, 1999, p. 127-135. 
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» Pour résoudre l'équation (4), on doit trouver les fonctions p(t) аш, lorsqu'on les substitue dans 
l'équation, permettent de la réduire à une identité évidente. Voici une façon de procéder. Premièrement, 
on réécrit l'équation (4) sous la forme 


dp 
— = 0,5p — 450, 5 
di p (5) 
ou, si p # 900, 
dpldt 1 
EL L, 6 
р-900 2 © 


Puisque, selon la règle de la dérivée en chaine, le premier membre de l'équation (6) est la dérivée de 
In |p — 900| par rapport à г, on a 


d 1 
--Шір-900|--. 7 
4 Inl» - 900|- 7 (7) 
Ensuite, en intégrant les deux membres de l'équation (7), on obtient 
1 
In|p - 900|- 7 +С, (8) 


oü C est une constante d'intégration. Par conséquent, en prenant l'exponentielle des deux membres de 
l'équation (8), on obtient 


Ір-900|- e"? *€ = ece"?, (9) 
ou 
р-900- есе?) (10) 
et finalement, 
p - 9004 ce?, (11) 


où c = te^ est aussi une constante arbitraire (non nulle). On note que la fonction constante p = 900 est 
aussi une solution à l'équation (5) et qu'elle fait partie de l'expression (11) si on pose c égale à zéro. La 
figure 1.2.1 illustre les graphiques de l'équation (11) pour différentes valeurs de c. 


| Figure 12:1 Graphiques de l'équation p = 900 + ce? pour différentes valeurs de c. Il s'agit 
des solutions de dp/dt = 0,5p — 450. 


Dans ces graphiques, on trouve les caractéristiques déjà observées en se basant sur le champ de 
direction de la figure 1.1.4. Par exemple, les solutions qui se trouvent dans un membre ou l'autre de la 
solution d'équilibre p — 900 ont tendance à diverger de cette solution. 


1.2 Les solutions à quelques équations différentielles ›„ пт 


Dans l'exemple 1, on a trouvé une infinité de solutions à l'équation différentielle (4), ce qui 
correspond à l'infinité de valeurs que la constante arbitraire c de l'équation (11) peut admettre. 
Ceci refléte ce qui se produit quand on résout une équation différentielle. La méthode de réso- 
lution implique une intégration qui introduit une constante arbitraire dont les valeurs possibles 
engendrent un ensemble infini de solutions. 

En général, on cherche à considérer un seul élément de l'ensemble infini de solutions en 
précisant la valeur de la constante arbitraire. Le plus souvent, on y arrive indirectement en pré- 
cisant au préalable un point qui doit appartenir à la courbe-solution. Par exemple, pour déter- 
miner la constante c dans l'équation (11), la population doit avoir une taille spécifique à un 
certain temps, par exemple la valeur 850 au temps t = 0. En d'autres mots, le graphique de la 
solution doit passer par le point (0, 850). Symboliquement, on peut exprimer cette condition 
ainsi: 

p(0) - 850. (12) 
Ensuite, en posant t = 0 et p = 850 dans l'équation (11), on obtient 
850 = 900 + c. 
Par conséquent, c — —50 et, en insérant cette valeur dans l'équation (11), on obtient la solution 
р-900-50е7. (13) 


La condition additionnelle (12) qu'on a utilisée pour déterminer c est un exemple de condition 
initiale. L'équation différentielle (4) et la condition initiale (12) constituent un probléme de 
valeur initiale. 

Maintenant, on considére le probléme général constitué de l'équation différentielle (3) 


dy _ 


Sb 
de À: 


avec la condition initiale 
(0) = у, (14) 


ой y, est une valeur spécifique. On peut résoudre ce probléme selon Іа méme méthode que celle 
qui a été utilisée à l'exemple 1. Si a + 0 et y + b/a, alors on peut réécrire l'équation (3) comme 


dyldt | @ (15) 
y- (bla) 
En intégrant les deux membres, on obtient 
In|y- (b/a)| 7 at 4 C, (16) 


oü C est une constante arbitraire. Ensuite, en prenant l'exponentielle des deux membres de 
l'équation (16) et en isolant y, on obtient 


у= (bla) * ce“, (17) 


ойс- te^ est aussi une constante arbitraire. On note que c = 0 correspond à la solution d'équi- 
libre y = b/a. Finalement, la condition initiale (14) implique c = y, — (b/a). Donc, la solution au 
probléme de valeur initiale (3) avec la condition initiale (14) est 


у= (bla) * [y, — (b/a)]e" . (18) 


Pour a + 0, l'expression (17) renferme toutes les solutions possibles à l'équation (3). Une 
telle expression est appelée solution générale. La représentation géométrique de la solution 
générale (17) est un ensemble infini de courbes appelées courbes-solutions. Chaque courbe- 
solution est associée à une valeur particuliére de c et correspond au graphique de la solution 
correspondant à cette valeur de c. Satisfaire à une condition initiale revient à déterminer la 
courbe-solution passant par le point initial donné. 
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Pour relier la solution (18) à l'équation (2) qui modélise la population de mulots, on doit 
remplacer a par le taux de croissance ғ et b par le taux de prédation k. Donc, la solution (18) 
devient 


р= (kir) * [p = (k/r)]e" (19) 


où p, est la taille initiale de la population de mulots. La solution (19) confirme les conclu- 
sions déduites en se basant sur le champ de direction et sur l'exemple 1. Si p, = k/r, alors, de 
l'équation (19), il s'ensuit que p = k/r pour tout t; il s'agit de la solution constante ou solu- 
tion d'équilibre. Si p, = k/r, alors le comportement de la solution dépend du signe du coef- 
ficient p, — (k/r) dans le terme exponentiel de l'équation (19). Si p, > k/r, alors p croit de manière 
exponentielle avec 1. Par contre, si p, < k/r, alors p décroit et tend vers zéro, ce qui correspond 
à l'extinction de la population de mulots. Les valeurs négatives de p, bien qu'elles soient admis- 
sibles dans l'expression (19), n'admettent aucun sens dans le contexte de ce probléme particulier. 

Pour écrire l'équation (1) de l'objet en chute libre sous la forme (3), on remplace a par —y/m 
et b par —g. En effectuant ces substitutions dans la solution (18), on obtient 


у= (mgly)*[v, = (mgly)e "^, (20) 


ой v, est la vitesse initiale. Une fois de plus, cette solution confirme les conclusions déduites à 
la section 1.1 en se basant sur le champ de direction. Il existe une solution d'équilibre ou solu- 
tion constante v = mg/y, et toutes les autres solutions tendent vers cette solution d'équilibre. La 
vitesse de convergence vers la solution d'équilibre est déterminée par l'exposant —y/m. Ainsi, 
pour une masse donnée т, la vitesse s'approche plus rapidement de la solution d'équilibre à 
mesure que le coefficient de trainée y augmente. 


| Exemple2 | Un objet en chute libre (suite) 


Comme dans l'exemple 2 de la section 1.1, supposez que l’on considère un objet en chute libre de masse 
m — 10 kg et un coefficient de trainée y — 2 kg/s. Alors, l'équation du mouvement (1) devient 


S dat (21) 


Supposez maintenant qu'on laisse tomber cet objet d'une hauteur de 300 m. Trouvez la vitesse de cet 
objet au temps t. Combien de temps l'objet prendra-t-il pour atteindre le sol et quelle sera sa vitesse au 
moment de l'impact? 

La première étape consiste à définir une condition initiale appropriée pour l'équation (21). 
Puisqu'on laisse tomber l'objet, sa vitesse initiale est de zéro; alors on pose comme condition initiale 


v(0) = 0. (22) 
On peut trouver la solution à l'équation (21) en substituant les valeurs des coefficients dans la solu- 


tion (2), mais on résout plutôt l'équation (21) de manière directe. Premièrement, si v + 49, on réécrit 
l'équation comme 


dvldt " l (23) 
у-49 5 
En intégrant les deux membres de l'équation, on obtient 
з - 49|- -2-«C, (24) 
et la solution générale à l'équation (21) est 
у= 49 ce, Q5) 


ой c est une constante arbitraire. Pour déterminer c, on pose t = 0 et v = 0 dans l'équation (25). Il en 
découle que c = —49. Ensuite, la solution au probléme de valeur initiale (21), si on tient compte de la 
condition initiale (22), devient 


у= 49(1— e"), (26) 


1.2 Les solutions à quelques équations différentielles „з 


» L'équation (26) donne la vitesse de l'objet en chute libre еп tout temps (avant qu'il n'atteigne le sol, 
bien entendu). 

La figure 1.2.2 présente les graphiques de la solution (25) pour différentes valeurs de c, la solu- 
tion (26) étant indiquée par la courbe en noir. Il est clair que toutes les solutions tendent vers la solution 
d'équilibre v — 49. Ceci confirme les conclusions déduites à la section 1.1 en se basant sur les champs 
de direction des figures 1.1.2 et 1.1.3. 


14 
100 
80 
60 
B (10,51; 43,01) 
20 v=49(1 - e) 
2 4 6 8 10 ГЕ 


| Figure 12.2 Graphiques de la solution (25), v = 49 + ce", pour différentes valeurs de с. La 
courbe noire correspond à la condition initiale v(0) — 0. 


Pour trouver la vitesse de l'objet quand il atteint le sol, on doit connaitre le temps auquel l'impact 
se produit. En d'autres mots, on doit déterminer le temps que l'objet prendra pour parcourir 300 m. 
Pour ce faire, on note que la distance x parcourue par l'objet est reliée à sa vitesse v selon l'équa- 
tion v = dx/dt ou 


d. 

dote) (27) 
dt 

Par conséquent, 


х-49:-245е +c, (28) 


ой с est une constante arbitraire. L'objet commence à chuter au temps т = 0. Donc, оп sait que x = 0 
quand г = 0. À partir de l'équation (28), il s'ensuit que c = —245. Alors, la distance parcourue par l'objet 
dans sa chute au temps t est donnée par 


х= 491+ 245e '? — 245. (29) 


Soit T le temps auquel l'objet touche le sol. Alors, x = 300 quand f = Т. En posant ces valeurs dans 
l'équation (29), on obtient l'équation 


49T +245e 1^ — 545 = 0. (30) 


On peut facilement calculer une approximation de la valeur de Т satisfaisant à l'équation (30) à l'aide 
d'une méthode numérique sur une calculatrice scientifique ou un ordinateur. On obtient alors 
T = 10,51 s. А ce temps, la vitesse correspondante v, à partir de l'équation (26) est у, = 43,01 m/s. Le 
point (10,51 ; 43,01) est aussi identifié dans la figure 1.2.2. 


Quelques remarques additionnelles sur la modélisation mathématique Jusqu'à 
maintenant, on a établi un lien entre la discussion sur les équations différentielles et les modéles 
mathématiques concernant un objet en chute libre et une relation hypothétique entre des mulots 
et des hiboux. La construction de ces modéles semble plausible, mais on doit se rappeler que 
le dernier test d'un modéle mathématique consiste à vérifier si les prédictions concordent avec 
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les observations ou les résultats expérimentaux. On ne dispose pas ici d'observations ou de 
résultats expérimentaux réels qu'on peut utiliser à des fins de comparaison. Toutefois, il existe 
plusieurs sources de désaccords possibles. 

Dans le cas de l'objet en chute libre, le principe physique sous-jacent (la loi du mouvement de 
Newton) est bien établi et largement applicable. Cependant, l'hypothése selon laquelle la force de 
trainée est proportionnelle à la vitesse est moins certaine. Méme si cette hypothése est correcte, la 
détermination du coefficient de trainée y par des mesures directes présente des difficultés. En effet, 
on trouve parfois indirectement le coefficient de trainée, par exemple, en mesurant le temps de la 
chute à partir d'une hauteur donnée, puis en calculant la valeur de у qui permet de prédire ce temps. 

Le modéle de la population de mulots comporte beaucoup d'incertitude. La détermina- 
tion du taux de croissance г et du taux de prédation К dépend des observations effectuées sur 
les tailles des populations réelles qui sont sujettes à des variations considérables. L'hypothèse 
selon laquelle r et k sont des constantes est aussi discutable. Par exemple, un taux de prédation 
constant devient plus difficile à maintenir quand la population diminue. De plus, le modéle pré- 
dit qu'une population supérieure à la valeur d'équilibre augmentera de maniére exponentielle. 
Ceci diverge du comportement des tailles des populations réelles. Pour en savoir davantage sur 
le sujet, reportez-vous à la discussion à la section 2.6. 

Méme si un modéle mathématique est incomplet ou en quelque sorte inexact, il peut néan- 
moins servir à illustrer les caractéristiques qualitatives du problème étudié. Le modèle peut 
aussi étre valable dans certaines circonstances précises. Par conséquent, il convient de toujours 
utiliser le bon sens quand il est question de construire des modéles mathématiques et d'utiliser 
les prédictions qui en découlent. 

Si les différences entre les observations réelles et les prédictions d'un modèle mathéma- 
tique sont trop importantes, vous devez alors penser à perfectionner le modèle, à faire des 
observations plus soignées, ou peut-étre les deux. Il y a presque toujours un compromis à faire 
entre l'exactitude et la simplicité. Ces deux qualités sont recherchées, mais un gain de l'une 
entraine généralement une perte de l'autre. Cependant, méme si un modéle mathématique est 
incomplet ou quelque peu inexact, il peut néanmoins servir à expliquer les caractéristiques 
qualitatives du probléme étudié. Il peut aussi donner des résultats satisfaisants dans certaines 
circonstances, mais pas dans d'autres. Par conséquent, vous devriez toujours faire preuve d'un 
jugement sûr et de bon sens quand vous devez construire des modèles mathématiques et utiliser 
les prédictions qui en découlent. 


Problémes 


© 1. Résolvez chacun des problèmes de valeur initiale suivants et tracez le graphique des solutions 
pour différentes valeurs de y,. Ensuite, décrivez briévement en quoi les solutions se ressemblent 
ou différent les unes des autres. 
a) dyldt = —y +5, у(0)-у, 
b) dy/ldt = —2y +5, у(0)-у, 
с) dy/dt — —2y + 10, У(0) = у, 
© 2. Suivez les instructions données au probléme 1 pour résoudre les problèmes de valeur initiale : 
a) dyldz2y-5, у(0)-у, 
b) dy/ldt = 2у- 5, y(0) = y, 
с) dy/dt = 2y — 10, y(0) 2 y, 
3. Considérez l'équation différentielle 
dyldt = —ay + b, 
où a et b sont deux nombres positifs. 


a) Résolvez l'équation différentielle. 
b) Tracez le graphique de la solution sous diverses conditions initiales. 


10. 


11. 
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с) Décrivez en quoi les solutions changent sous chacune des conditions initiales suivantes : 
i) a augmente. 
ii) b augmente. 
iii) a et b augmentent, mais le ratio b/a demeure le même. 
Considérez l'équation différentielle dy/dt = ay — b. 


a) Trouvez la solution d'équilibre y . 

b) Posez Y(t) = y =Y; par conséquent, YO représente l'écart par rapport à la solution d'équilibre. 
Trouvez l'équation différentielle satisfaite par Y(t). 

Coefficients indéterminés Voici une autre manière de résoudre l'équation 


dy/dt = ay — b. () 


a) Résolvez l'équation plus simple 
dy/dt — ay. (ii) 


Notez la solution у (£). 


b) Vous devez noter que la seule différence entre les équations (i) et (ii) est la constante —b dans 
l'équation (1). Par conséquent, on peut supposer que les solutions à ces deux équations ne 
différent que par une constante. Mettez cette hypothése à l'épreuve en tentant de trouver une 
constante К de sorte que y = y, (0) + k soit une solution à l'équation (i). 


€) Comparez la solution de la partie b) avec la solution donnée dans le manuel pour l'équation (17). 


Remarque : On peut aussi utiliser cette méthode dans certains cas oü la constante b est remplacée 
par une fonction g(t). Vous y parviendrez si vous pouvez déterminer la forme générale de la solu- 
tion. Cette méthode est décrite en détail à la section 3.6 concernant les équations du deuxiéme ordre. 


Utilisez la méthode présentée au probléme 5 pour résoudre l'équation 
dyldt = —ay + b. 
La population de mulots de l'exemple 1 satisfait à l'équation différentielle 
dpldt = 0,5р — 450. 


a) Trouvez le temps auquel la population s'éteint si p(0) — 850. 

b) Trouvez le temps de l'extinction si p(0) = p,, où 0 < p, < 900. 

c) Trouvez la population initiale p, si la population doit s'éteindre au bout d'un an. 

Considérez une population p de mulots qui augmente à un taux proportionnel à la population 
actuelle, de sorte que dp/dt = rp. 

a) Trouvez la constante de vitesse r si la population double en 30 jours. 

b) Trouvez ғ si la population double en N jours. 

L'objet en chute libre de l'exemple 2 satisfait au probléme de valeur initiale 


dvldt — 9,8 — (v/5), v(0) = 0. 


a) Trouvez le temps qui doit s'écouler pour que l'objet atteigne 98 % de sa vitesse limite. 

b) Quelle distance l'objet a-t-il parcourue au temps trouvé à la partie a) ? 

Modifiez l'exemple 2 en considérant que l'objet en chute libre n'est pas soumis à la résistance 
de l'air. 

a) Écrivez le probléme de valeur initiale modifié. 

b) Déterminez le temps nécessaire pour que l'objet atteigne le sol. 

c) Déterminez la vitesse de l'objet au moment de l'impact. 

Considérez l'objet en chute libre d'une masse de 10 kg de l'exemple 2, mais supposez maintenant 
que la traînée est proportionnelle au carré de la vitesse. 


a) Si la vitesse limite est de 49 m/s (1а même que dans l'exemple 2), montrez que l'équation du 
mouvement devient 


dvldt = [(49)} — у2/245. 


Voyez aussi le probléme 25 de la section 1.1. 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


b) Si v(0) - 0, trouvez une expression pour v(f) au temps 1. 

с) Représentez graphiquement votre solution de la partie b) et la solution (26) de l'exemple 2 dans 
le méme plan cartésien. 

d) En vous appuyant sur vos graphiques de la partie c), comparez l'effet d'une trainée quadra- 
tique avec l'effet d'une trainée linéaire. 

e) Trouvez la distance x(t) parcourue par l'objet durant le temps t. 

f) Trouvez le temps T qu'il faut à l'objet pour chuter de 300 m. 

Une matière radioactive, comme l'isotope 234 du thorium, se désintègre à un taux proportionnel 


à la quantité présente. Si Q(t) est la quantité présente au temps т, alors dQ/dt = —rQ, où r > 0 est 
le taux de désintégration. 


a) Si 100 mg de thorium 234 se désintègrent jusqu'à 82,04 mg en 1 semaine, déterminez le taux 
de désintégration r. 

b) Trouvez une expression pour exprimer la quantité de thorium 234 présente au temps 1. 

с) Trouvez le temps nécessaire à la disparition de la moitié de la quantité initiale de thorium 234. 
La demi-vie d'une matière radioactive est le temps nécessaire à la disparition de la moitié de la 
valeur initiale d'une quantité de cette matiére. Montrez que, pour toute matiére radioactive qui se 
désintègre selon l'équation Q’ = —rQ, la demi-vie т et le taux de désintégration r satisfont à l'équa- 
tion r7 = In 2. 


Le radium 226 a une demi-vie de 1620 ans. Trouvez la période au bout de laquelle une quantité 
donnée de cette тайеге est réduite du quart. 


D'aprés la loi du refroidissement de Newton (voir le probléme 23 de la section 1.1), la tempéra- 
ture u(f) d'un objet satisfait à l'équation différentielle 


du 
л -k(u- T), 
dt 
où Т est la température ambiante constante et k est une constante positive. Supposez que la tem- 
pérature initiale de l'objet est и(0) = и,. 
a) Trouvez la température de l'objet au temps t. 
b) Posez т, le temps au bout duquel la différence de température initiale и, — T a été réduite de 
moitié. Trouvez la relation entre k et 7. 


Supposez qu'un immeuble perd de la chaleur conformément à la loi du refroidissement de Newton 
(voir le probléme 15) et que le taux constant К a une valeur de 0,15 !. Supposez que la tempé- 
rature intérieure est de 70 “Е lorsque le systéme de chauffage tombe en panne. Si la température 
extérieure est de 10 °F, en combien de temps la température intérieure atteindra-t-elle 32 °F? 


Considérez un circuit électrique contenant un condensateur, une résistance et une pile (voir la 
figure 1.2.3). La charge Q(t) sur le condensateur satisfait à l'équation? 


22,8. 


V, 
dt C 


où R est la résistance, C la capacitance et V la tension constante fournie par la pile. 


C 


| Figure 1.2.3 Circuit électrique correspondant au probléme 17. 


3. Cette équation découle des lois de Kirchhoff, qui seront discutées à la section 3.8. 


1.3 La classification des équations différentielles „хт 


а) Si Q(0) = 0, trouvez Q(t) au temps 1, puis tracez le graphique de О en fonction de 1. 
b) Trouvez la valeur limite О, vers laquelle Q (f) tend après une longue période. 


c) Supposez que Q(t) = О, et qu'on гейге la pile du circuit au temps г = г. Trouvez О(7) lorsque 
і>і, et tracez son graphique. 


© 


18. Au départ, un étang contenant 1 000 000 gal d’eau ne contient aucun produit chimique indésirable 
(voir le probléme 21 de la section 1.1). De l'eau contenant 0,01 g/gal de produit chimique s'écoule 
dans l'étang à un taux de 300 gal/h, et l'eau s'écoule de l'étang au méme taux. 


a) Soit Q(t) la quantité de produit chimique dans l'étang au temps f. Posez un probléme de valeur 
initiale pour déterminer Q(t). 

b) Résolvez le probléme de la partie а) pour déterminer Q(t). Quelle quantité de produit chimique 
se trouve dans l'étang au bout d'un an? 

€) Au bout d'un an, on retire la source du produit chimique de l'étang. Depuis, de l'eau pure coule 
dans l'étang et le mélange en sort au méme taux qu'avant. Posez un probléme de valeur initiale 
qui décrit cette nouvelle situation. 

d) Résolvez le probléme de valeur initiale de la partie c). Quelle quantité de produit chimique 
reste-t-il dans l'étang aprés une année additionnelle (2 ans depuis le début du probléme) ? 

e) Combien de temps faut-il pour que Q(t) soit réduit à 10 g? 

f) Tracez le graphique de Q(t) en fonction de 1 sur une période de 3 ans. 

19. Votre piscine de 60 000 gal d'eau a été contaminée par 5 kg de teinture non toxique qui laisse aux 
baigneurs un affreux film vert sur la peau. Le systéme de filtration de la piscine aspire l'eau de la 
piscine, retire la teinture et retourne l'eau dans la piscine à un taux de 200 gal/min. 


a) Posez un probléme de valeur initiale décrivant le processus de filtration. Soit q(t) la quantité 
de teinture dans la piscine au temps 1. 
b) Résolvez le probléme posé à la partie a). 


с) Vous avez invité une dizaine d'amis à venir se baigner chez vous et ils doivent arriver dans 
4 heures. Vous avez aussi déterminé que l'effet de la teinture n'est pas perceptible si sa concen- 
tration est inférieure à 0,02 g/gal. Votre systéme de filtration est-il capable de réduire la 
concentration de teinture à ce niveau en l'espace de 4 heures ? 


d) Trouvez le temps Т au bout duquel la concentration de teinture atteint d'abord la valeur de 
0,02 g/gal. 
e) Trouvez le taux d'écoulement suffisant pour obtenir une concentration de 0,02 g/gal en 4 heures. 


La classification des équations 
différentielles 


Ce manuel a pour principal objectif de discuter certaines propriétés des solutions aux équations 
différentielles et de décrire diverses méthodes qui se sont révélées efficaces dans la recherche 
de solutions ou de calculs de leurs approximations. Afin de structurer notre présentation, nous 
allons décrire quelques méthodes de classification des équations différentielles. 


Les équations différentielles ordinaires et les équations aux dérivées partielles Une 
des classifications les plus simples consiste à déterminer si la fonction inconnue dépend d'une 
seule variable ou de plusieurs. Dans le premier cas, seules les dérivées ordinaires apparaissent 
dans l'équation différentielle: il s'agit alors d'une équation différentielle ordinaire. Dans le 
second cas, les dérivées sont des dérivées partielles : il s'agit alors d'une équation aux dérivées 
partielles. 
Toutes les équations différentielles discutées dans les sections précédentes sont des équa- 
tions différentielles ordinaires. Voici un autre exemple d'équation différentielle ordinaire : 
2 
LEO Rd00 
dt” dt 


+200) = Е0), (1) 
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pour la charge О(/) appliquée sur le condensateur d'un circuit muni d'une capacitance C, 
d'une résistance R et d'une inductance L. On construira cette équation dans la section 3.8. Des 
exemples typiques d'équations aux dérivées partielles sont l'équation de la chaleur 


Q'u(x,f) ди(х,1) 
2 = 
Е ox! u’ B 


et l'équation d'onde 
> 0 u(x, t) Е д?и(х, t) 
76» а? ` 
Ici о? et а? sont des constantes. L'équation de la chaleur décrit la conduction de la chaleur dans 
un corps solide, et l'équation d'onde apparait dans plusieurs problémes impliquant la propaga- 


tion d'une onde dans un solide ou dans un fluide. On doit noter que dans les équations (2) et (3), 
la variable dépendante и est fonction de deux variables indépendantes x et t. 


(3) 


Les systèmes d'équations différentielles Une autre classification des équations différen- 
tielles est basée sur le nombre de fonctions inconnues. Si une seule fonction doit étre déterminée, 
alors une seule équation suffit. Cependant, si au moins deux fonctions sont inconnues, alors un 
système d'équations est nécessaire. Par exemple, les équations de Lotka-Volterra (ou du modèle 
prédateur-proie) sont importantes dans la modélisation écologique. Elles sont de la forme 


dxldt = ax — аху " 
dyldt = —cy + уху, 
ой x(f) et y(f) sont les populations respectives des deux espèces (les proies et les prédateurs). 
Les valeurs des constantes а, 0), c et y sont basées sur des observations empiriques et dépendent 
des espéces particuliéres étudiées. On discutera des systémes d'équations au chapitre 5. Dans 
certains domaines d'application, les systémes contiennent un grand nombre d'équations. 


L'ordre L'ordre d'une équation différentielle est l'ordre de la dérivée la plus élevée apparais- 
sant dans l'équation. Les équations des sections précédentes sont toutes des équations du pre- 
mier ordre, tandis que l'équation (1) est une équation du deuxiéme ordre. Les équations (2) et (3) 
sont des équations aux dérivées partielles du deuxième ordre. De façon plus générale, l'équation 


F[t, u(t), u(t),...,u? (1) 2 0 (5) 


est une équation différentielle ordinaire du n-iéme ordre. L'équation (5) exprime une relation 
entre la variable indépendante f et les valeurs de la fonction и et ses n premières dérivées и”, 


u^... ,u?. En équations différentielles, il est approprié et habituel d'écrire y pour u(f), et y^, у”,..., 
у“ pour désigner u'(f), и”(0),..., u"(f). Ainsi, on écrit l'équation (5) comme 
F(t, y, y’... YP) 0. (6) 


Par exemple, 
y" + 2e' y" + уу = t? (7) 


est une équation différentielle du troisième ordre où у = u(t). On utilisera parfois d'autres lettres 
au lieu de f et de y pour exprimer les variables indépendante et dépendante. 

On suppose qu'il est toujours possible de résoudre une équation différentielle ordinaire 
donnée en fonction de la dérivée la plus élevée. Ainsi, on obtient 


ұт d f(t.y y^ y^, PT уу, (8) 


Ici, seules les équations de la forme (8) seront abordées. Cette décision permet d'éviter l'ambi- 
guité risquant de survenir quand une équation de la forme (6) peut correspondre à diverses 
équations de la forme (8). Par exemple, l'équation 


(у)? +1y +4у= 0 (9) 


1.3 La classification des équations différentielles „эз 


тепе aux deux équations 


, -tt dU -16y , -t-4t^ -16y (10) 


=== ou PT 
2 2 
Les équations linéaires et les équations non linéaires Une classification très impor- 
tante des équations différentielles consiste à déterminer si elles sont linéaires ou non linéaires. 
L'équation différentielle ordinaire 


F(t, y, y,..., Y) 20 


est linéaire si F est une fonction linéaire des variables y, y,..., у. Une définition semblable 
s'applique aux équations aux dérivées partielles. Ainsi, l'équation différentielle ordinaire li- 
néaire générale d'ordre n est 


а (у +a (y +--+ a, (y= 800). (11) 


La plupart des équations présentées jusqu'à maintenant étaient linéaires. Les équations 
des sections 1.1 et 1.2 qui décrivent un objet en chute libre et une population de mulots en 
sont des exemples. De méme, dans la présente section, l'équation (1) est une équation dif- 
férentielle ordinaire linéaire et les équations (2) et (3) sont des équations aux dérivées par- 
tielles linéaires. Une équation qui n'est pas de la forme (11) est une équation non linéaire. 
L'équation (7) est non linéaire à cause de la présence du terme yy'. De méme, chaque équation 
du systéme (4) est non linéaire à cause des termes comportant un produit xy. 

Le pendule oscillant est un probléme simple en physique qui donne lieu à une équation 
différentielle non linéaire. En effet, l'angle Ө d'un pendule oscillant (de longueur L) (voir la 
figure 1.3.1) satisfait à l'équation (voir les problémes 29 à 31) 

2 
79 | 8 sing- 0. (12) 
dt L 


| Figure 1.3.1| Les oscillations d'un pendule. 


La présence du terme sin 0 rend l'équation (12) non linéaire. 

La théorie et les méthodes mathématiques pour résoudre des équations linéaires sont trés 
élaborées. Par opposition, pour les équations non linéaires, la théorie est plus compliquée et 
les méthodes de résolution sont moins satisfaisantes. Heureusement, de nombreux problémes 
importants mènent à des équations différentielles ordinaires linéaires ou peuvent être réduits, 
par approximation, à des équations linéaires. Par exemple, dans le cas du pendule, si l'angle 0 
est petit, alors sin Ө = O et on peut approximer l'équation (12) par l'équation linéaire 

d? 

dt 
Cette méthode d'approximation d'une équation non linéaire par une équation linéaire s'appelle 
la linéarisation. Cette façon de traiter les équations non linéaires est extrêmement efficace. 


8 
+20 = 0. 13 
L (13) 
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Néanmoins, il existe de nombreux phénoménes physiques qui ne peuvent pas étre représentés 
adéquatement à l'aide d'équations linéaires. 

Pour étudier ces phénoménes, on doit donc considérer les équations non linéaires. Dans 
un manuel de base, on met naturellement l'accent sur les éléments les plus simples. Ainsi, la 
plus grande partie de ce manuel est consacrée aux équations linéaires et à différentes méthodes 
permettant de les résoudre. Toutefois, certaines sections des chapitres 2, 3 et 5 portent sur les 
équations non linéaires. S'il y a lieu, nous expliquerons pourquoi les équations non linéaires 
sont généralement plus difficiles à résoudre et pourquoi de nombreuses techniques permettant 
de résoudre des équations linéaires ne peuvent étre appliquées aux équations non linéaires. 


Les solutions Une solution à l'équation différentielle ordinaire (8) dans l'intervalle 
0 « t « Pest une fonction ó telle que Ø, $,..., 9% existent et satisfont à 


$^" (2 flt, pO, 0 (0, .... SO) (14) 


quel que soit г dans œ < t < В. А moins d'indication contraire, on suppose que la fonction f 
dans l'équation (8) est une fonction scalaire et on désire obtenir des solutions à valeurs réelles 
у= ф(0). 

On doit se rappeler que, dans la section 1.2, оп a trouvé les solutions à certaines équations 
par intégration directe. Par exemple, on a vu que l'équation 


“Р 20,5p—450 (15) 


admet comme solution 
p-900-ce^^, (16) 


oü c est une constante arbitraire. I] n'est pas toujours aussi facile de trouver les solutions aux équa- 
tions différentielles. Cependant, si on trouve une fonction qui peut être la solution potentielle à une 
équation donnée, il est en général assez facile de déterminer si c'est le cas en substituant la fonc- 
tion dans l'équation. Par exemple, on peut montrer que la fonction у (0 = cos 1 est une solution à 


y +y=0 (17) 


quel que soit 1. Afin de confirmer cette assertion, on doit noter que y;(f) = —sin t et que 
y; (f) = cos t. Par conséquent, у” (7) + y,(r) 20. De méme, оп peut aisément vérifier que 
y,(f) = sin t est aussi une solution à l'équation (17). Bien sûr, cette méthode ne permet pas de 
résoudre plusieurs équations différentielles, car il existe beaucoup trop de fonctions pour qu'on 
puisse trouver la bonne solution en faisant un choix arbitraire. Néanmoins, il faut comprendre 
qu'on peut vérifier si une solution proposée est appropriée en la substituant dans l'équation dif- 
férentielle. Pour n'importe quel probléme, cette vérification devrait étre appliquée. 


Des questions importantes En ce qui concerne les équations (15) et (17), bien qu'on 
puisse vérifier si certaines fonctions simples en sont des solutions, il n'existe généralement 
pas de solutions faciles à trouver. Par conséquent, on doit se poser la question fondamentale 
suivante : existe-t-il toujours une solution pour une équation de la forme (8)? La réponse est 
«non ». Le fait d'écrire une équation sous la forme (8) n'assure pas nécessairement l'existence 
d'une fonction y = $(f) qui satisfait à cette équation. Donc, comment peut-on savoir si une équa- 
tion particulière admet une solution ? La réponse réside dans les théorèmes énonçant que sous 
certaines conditions relatives à la fonction f dans l'équation (8), l'équation admet toujours des 
solutions. Cependant, cette question n'est pas purement mathématique pour au moins deux 
raisons. Premiérement, si un probléme n'admet aucune solution, on aimerait le savoir avant d'in- 
vestir inutilement du temps et des efforts pour le résoudre. De plus, si un phénoméne physique 
est modélisé mathématiquement par une équation différentielle, alors l'équation doit admettre 
une solution. Dans le cas contraire, on doit conclure que la modélisation est erronée. Ainsi, un 
ingénieur ou un scientifique doit vérifier si un modéle mathématique est valable. 
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Deuxiémement, si on suppose qu'une équation différentielle admet au moins une solution, 
on doit se demander combien elle en admet et quelles conditions additionnelles doivent étre 
précisées pour obtenir une solution particulière. Il s'agit de la question de l'unicité. En général, 
les solutions aux équations différentielles contiennent une ou plusieurs constantes d'intégration, 
comme c'est le cas de la solution (16) à l'équation (15). L'équation (16) décrit une infinité de 
fonctions correspondant à une infinité de choix possibles pour la constante c. Comme on l'a vu 
à la section 1.2, si p est précisé en un temps 1, cette condition déterminera une valeur spéci- 
fique pour c. On n'a pas encore écarté la possibilité que l'équation (15) puisse admettre d'autres 
solutions qui admettent aussi la valeur de p au temps f. La question de l'unicité a également des 
implications pratiques. Si on arrive à trouver la solution à un probléme donné et si on sait que 
le probléme admet une solution unique, on peut alors étre certain d'avoir complétement résolu 
ce probléme. Si l'existence d'autres solutions était possible, on devrait continuer de les chercher. 

Voici une troisiéme question importante: étant donné une équation différentielle de la 
forme (8), peut-on déterminer une solution et, si c'est possible, de quelle facon? Bien sûr, si on 
trouve une solution à l'équation, on vient par le fait méme de résoudre le probléme d'existence 
d'une solution. Cependant, si on ne connait aucun théoréme confirmant l'existence de solutions, on 
pourrait utiliser un ordinateur pour trouver une approximation numérique d'une « solution » inexis- 
tante. D'un autre côté, même si оп sait qu'une solution existe, il est possible qu'on ne puisse pas 
exprimer cette solution en termes de fonctions élémentaires, c'est-à-dire à l'aide de fonctions poly- 
nomiales, trigonométriques, exponentielles, logarithmiques ou hyperboliques. Malheureusement, 
c'est le cas pour la plupart des équations différentielles. Par conséquent, bien qu'on étudie surtout 
des méthodes élémentaires servant à trouver des solutions à des problémes simples, on doit aussi 
considérer des méthodes plus générales permettant de résoudre des problémes plus difficiles. 


L'utilisation d'un ordinateur pour résoudre les équations différentielles L'ordinateur 
est un outil extrémement utile dans l'étude des équations différentielles. Pendant de nombreuses 
années, on l'a utilisé dans l'application d'algorithmes numériques pour obtenir des approxima- 
tions numériques des solutions aux équations différentielles. Actuellement, ces algorithmes ont 
été ramenés à un niveau de généralité et d'efficacité trés élevé. Quelques instructions, rédigées 
dans un langage de programmation évolué et exécutées (souvent en quelques secondes) sur un 
ordinateur d'un prix accessible, suffisent pour résoudre numériquement beaucoup d'équations 
différentielles. Des programmes plus sophistiqués sont aussi disponibles. Ces programmes per- 
mettent de résoudre des systémes complexes et comportent des fonctions indicatrices qui aver- 
tissent l'utilisateur d'éventuels problémes à mesure que ces derniers adviennent. 

Les résultats d'un algorithme numérique produisent une table de valeurs qui énumére les 
valeurs sélectionnées de la variable indépendante et les valeurs correspondantes de la variable 
dépendante. Avec un logiciel approprié, il est facile de représenter graphiquement la solution 
à une équation différentielle, peu importe que la solution ait été trouvée numériquement ou 
qu'elle soit le résultat d'une méthode analytique quelconque. Une telle représentation graphique 
est souvent beaucoup plus révélatrice et plus utile pour comprendre et interpréter la solution à 
une équation différentielle qu'une table de valeurs ou une formule analytique compliquée. 

Un autre aspect utile de l'ordinateur dans l'étude des équations différentielles est la dis- 
ponibilité de logiciels extrémement puissants pouvant exécuter une grande variété d'opéra- 
tions mathématiques. On peut citer notamment Maple, Derive, Mathematica et MATLAB. 
Ils peuvent exécuter des calculs numériques très complexes et offrent des fonctions graphiques 
polyvalentes. De plus, Maple et Mathematica offrent des fonctions analytiques trés élaborées. 
Par exemple, ils peuvent effectuer les étapes analytiques nécessaires dans la résolution de nom- 
breuses équations différentielles, souvent en réponse à une simple commande. Un étudiant qui 
prévoit étudier les équations différentielles en profondeur devrait se familiariser avec au moins 
un de ces logiciels et explorer ses nombreuses possibilités. 

Ces ressources informatiques ont un effet sur la manière selon laquelle on devrait étu- 
dier les équations différentielles. Pour maîtriser l'utilisation des équations différentielles, il 
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est essentiel de comprendre le fonctionnement des méthodes de résolution, ce qui n'est pos- 
sible qu'en explorant un nombre suffisant d'exemples de maniére approfondie. Cependant, il 
convient de confier les táches routiniéres (souvent répétitives) à un ordinateur, ce qui permet 
de se concentrer sur la formulation du problème et l'interprétation de la solution. En fait, il fau- 
drait toujours essayer d'utiliser les meilleurs outils et méthodes disponibles pour chaque táche. 
La combinaison des méthodes numériques, graphiques et analytiques permet de mieux com- 
prendre le comportement de la solution et le processus modélisé de chaque probléme. On doit 
se rappeler que certaines táches s'effectuent mieux sur papier, tandis que d'autres nécessitent 
l'utilisation d'une calculatrice ou d'un ordinateur. Le choix d'une combinaison judicieuse de ces 
outils reléve du bon sens. 


Problémes 


ш Pour les problèmes 1 à 6, déterminez l'ordre de l'équation différentielle, puis précisez si elle est 
linéaire ou non linéaire. 


азу dy 2.Я?у ау i 
1. 2+1 +2y=sint 2. @(+у?)—+—+у=е 
du + ge» p dt 
ағу Фу а?у dy dy 
3. + T—-—y-l 4. +? = 
d dé d£ di ? de 
d$. e. d'y ау > Қ 
5. ы 6. ЕТ: ++ (cos ђу=1 


ш Pour les problèmes 7 à 14, vérifiez si la fonction est une solution à l'équation différentielle. 


7. y'- yz 0; re’, у›(ї) = cosh t 
8. у”-2у-3у-0; ж-е, »(-е! 
9. ty - y- t^; у=3г+1? 
10. y? - 4y" -3y- t; y(0)213, у,/(0-е +113 
11. 27y"*35/-y-0, — 150; y (02:17, ysr! 
12. Dy'45t/*4y-0, 1>0; же, Jet lr 
13. y"- y-sect, 0<і<л/2; y=(cosf)Incost+tsint 
14. y'-2ty-l pet f dsr 

0 


ш Pour les problèmes 15 à 18, déterminez les valeurs de г pour lesquelles l'équation différentielle admet 
des solutions de la forme y = e". 


15. у +2y=0 16. у - у= 0 
17. y" + y _ 6y = 0 18. у” _ 3y" + 2у = 0 
ш Pour les problèmes 19 et 20, déterminez les valeurs de r pour lesquelles l'équation différentielle admet 
des solutions de la forme y = t” pour t > 0. 
19. 12у” + 41у +2y=0 
20. 12у” – 41у +4у= 0 
ш Pour les problèmes 21 à 24, déterminez l'ordre de l'équation aux dérivées partielles, puis précisez si 
elle est linéaire ou non linéaire. Les dérivées partielles sont indiquées à l'aide d'indices. 
21. u tu, tu, =0 22. и, tu, tuu, tuu, +u=0 
23. иш. T Uyy +u,,, = 0 24. и, tuu, =1+и,, 
ш Pour les problèmes 25 à 28, vérifiez si la fonction est une solution à l'équation aux dérivées partielles. 


25. utu, = 0; u(x, y) = cos x cosh y, u(x, y) = In? + у?) 


1.4 Quelques remarques historiques IIIS 


26. ou, =u,; u (x, f) 2 e * ' sin x, uj (x, t) e *' sin Ах, À une constante 
27. à ае uj (x, t) = sin Ах sin Aat, и,(х, t) = sin(x — at), À une constante 
28. 074. =u; uem t і>0 


29. Suivez les étapes décrites ci-aprés pour obtenir l'équation du mouvement d'un pendule, soit 
l'équation (12) de la présente section. Supposez que la tige est rigide et de poids négligeable, que 
la masse est concentrée en un point et qu'il n'y a pas de friction ou de traînée dans tout le système. 


a) Supposez que la masse est déplacée en une position arbitraire, indiquée par l'angle 0. Tracez 
un schéma d'équilibre illustrant les forces qui agissent sur la masse. 

b) Appliquez la loi du mouvement de Newton dans la direction tangentielle à l'arc circulaire sur 
lequel la masse se déplace. La force de traction dans la tige n'intervient alors pas dans l'équa- 
tion. Vous devez trouver la composante de la force de gravitation dans la direction tangentielle. 
De plus, l'accélération linéaire, par opposition à l'accélération angulaire, est de Ld^6/df^, où L 
est la longueur de la tige. 

c) Simplifiez le résultat de la partie b) pour obtenir l'équation (12). 

30. Une autre facon d'arriver à l'équation du pendule (12) est basée sur le principe de la conservation 
de l'énergie. 


a) Montrez que l'énergie cinétique T du pendule en mouvement est donnée par 


2 
r-lap (2) 
2 dt 
b) Montrez que l'énergie potentielle V du pendule, par rapport à sa position au repos, est donnée 


par 
V= mgL(1 — cos Ө). 


€) Selon le principe de la conservation de l'énergie, l'énergie totale E = T + V est constante. 
Calculez dE/dt, posez cette expression égale à zéro, puis montrez que l'équation résultante se 
simplifie en l'équation (12). 
31. Une troisième façon d'arriver à l'équation du pendule dépend du principe du moment angulaire : le 
taux de variation du moment angulaire autour d'un point quelconque est égal au moment externe 
net autour de ce point. 


a) Montrez que le moment angulaire M, ou moment cinétique, autour du point d'appui est donné 
par M = mL? 40/41. 

b) Posez dM/dt égal au moment de la force gravitationnelle et montrez que l'équation résul- 
tante se simplifie en l'équation (12). Notez que les moments positifs sont orientés dans le sens 
contraire des aiguilles d'une montre. 


1.4 | Quelques remarques historiques 


Si on ne possède pas de notions sur les équations différentielles et leurs méthodes de résolution, 
il est difficile de réaliser l'importance de cette branche des mathématiques. De plus, comme le 
développement des équations différentielles est étroitement lié à celui, en général, des mathé- 
matiques, on ne peut l'en dissocier. Dans une perspective historique, nous discutons ici des 
principales tendances de cette branche et de ses initiateurs les plus reconnus. Les notes en bas 
de page réparties un peu partout dans le manuel et les références à la fin de chaque chapitre 
contiennent d'autres données historiques. 

Le sujet des équations différentielles a vu le jour gráce aux études en calcul différentiel 
et intégral menées par Isaac Newton (1642-1727) et Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) au 
хуп siècle. Newton a grandi dans la campagne anglaise, il a étudié au Trinity College, à 
Cambridge, puis il y est devenu professeur de mathématiques en 1669. Ses découvertes sur le 
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calcul différentiel et intégral et sur les lois fondamentales de la mécanique remontent à 1665. П 
les a communiquées à ses amis mais, comme Newton était très sensible à la critique, il n'a com- 
тепсе à publier ses résultats qu'en 1687 avec la parution de son ouvrage célèbre, Philosophiae 
Naturalis Principia Mathematica. Bien que Newton ait peu étudié les équations différentielles 
comme telles, ses travaux sur le calcul différentiel et intégral et ses justifications des principes de 
base en mécanique ont constitué les fondements de leurs applications au хуш“ siècle. Ces bases 
ont ensuite été reprises particuliérement par Euler. Newton a classifié les équations différentielles 
du premier ordre selon les formes dy/dx = f(x), dy/dx = Ќу) et dy/dx = f(x, y). Pour ce qui est de la 
dernière équation, il a élaboré une méthode de résolution faisant appel à une série infinie quand 
f(x, y) est un polynóme en x et en y. Newton a cessé ses recherches actives en mathématiques au 
début des années 1690. Toutefois, à diverses occasions, il a résolu quelques problémes qu'on lui 
présentait en guise de défi et il a travaillé à la révision et à la publication de résultats de recherche 
obtenus beaucoup plus tót. En 1696, Newton est nommé inspecteur de la Monnaie. Il démissionne 
de son poste de professeur quelques années plus tard. En 1703, il est élu président de la Royal 
Society, fonction qu'il occupera jusqu'à sa mort. Il a été inhumé à l'abbaye de Westminster. 

Gottfried Wilhelm Leibniz est né à Leipzig, en Allemagne. Il a obtenu son doctorat en 
philosophie à l'áge de 20 ans à l'Université d'Altdorf. Tout au long de sa vie, il a poursuivi 
des études dans différents domaines. Il était avant tout un autodidacte, son intérét pour les 
mathématiques s'étant développé quand il était dans la vingtaine. Leibniz en est arrivé seul aux 
résultats fondamentaux du calcul différentiel et intégral, bien qu'un peu plus tard que Newton. 
Toutefois, il a été le premier à les publier en 1684. Leibniz était conscient de la nécessité d'une 
notation mathématique rigoureuse, et on lui doit la notation dy/dx pour la dérivée et le symbole 
d'intégration. Il a découvert la méthode de séparation des variables (voir la section 2.1) en 1691, 
la réduction des équations homogènes à des équations à variables séparables (voir la section 2.1) 
en 1691 également et la démarche permettant de résoudre des équations linéaires du premier 
ordre (voir la section 2.3) en 1694. Il a passé sa vie comme ambassadeur et conseiller de nom- 
breuses familles royales allemandes, ce qui lui a permis de voyager et d'entretenir une impor- 
tante correspondance avec d'autres mathématiciens, surtout avec les fréres Bernoulli. Gráce 
à cette correspondance, il a résolu de nombreux problémes en équations différentielles au cours 
de la dernière partie du хуп° siècle. 

Les fréres Jacques (1654-1705) et Jean (1667-1748) Bernoulli, originaires de Bále, ont lar- 
gement contribué à élaborer des méthodes de résolution des équations différentielles et à élargir 
leurs champs d'application. Jacques est devenu professeur de mathématiques à Bále en 1687, 
et Jean a été nommé au méme poste à la mort de son frére en 1705. Les deux hommes étaient 
querelleurs, jaloux et souvent mélés à des disputes, particuliérement entre eux. Néanmoins, 
ils ont tous deux accompli de grandes réalisations dans diverses branches des mathématiques. 
À partir du calcul différentiel et intégral, ils ont résolu plusieurs problémes en mécanique en 
les formulant en termes d'équations différentielles. Par exemple, Jacques Bernoulli a résolu 
l'équation différentielle у = [a? /(b^y — а?)]'? en 1690, et il a utilisé dans le même exposé le 
mot «intégral » pour la premiére fois dans son sens moderne. En 1694, Jean Bernoulli a réussi 
à résoudre l'équation dy/dx — y/ax. Un probléme auquel les deux fréres ont collaboré et qui est 
devenu la source de nombreuses frictions entre eux est celui qui porte sur le brachistochrone 
(voir le probléme 32 à la section 2.5). Le probléme du brachistochrone a aussi été résolu par 
Leibniz et Newton. On prétend que Newton a recu le probléme tard dans l'aprés-midi aprés une 
épuisante journée au Mint et qu'il l'a résolu le soir même. Il a publié la solution anonymement 
mais, en la voyant, Jean Bernoulli s'est exclamé: « Ah, je reconnais le lion à sa griffe. » 

Daniel Bernoulli (1700-1782), fils de Jean, a émigré à Saint-Pétersbourg alors qu'il était 
encore jeune pour joindre la nouvelle Académie de Saint-Pétersbourg, mais il est retourné à 
Bále en 1733 comme professeur de botanique, puis de physique. Il s'intéressait avant tout aux 
équations aux dérivées partielles et à leurs applications. Par exemple, on lui attribue l'équation 
de Bernoulli en mécanique des fluides. Il a aussi été le premier à aborder les fonctions qui, un 
siècle plus tard, ont été nommées les «fonctions de Bessel » (voir la section 7.7). 
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Le plus grand mathématicien du хуш° siècle, Léonard Euler (1707-1783), a grandi près de 
Bále et était un éléve de Jean Bernoulli. Il a suivi son ami Daniel Bernoulli à Saint-Pétersbourg 
en 1727. Pendant le reste de sa vie, il a collaboré avec l'Académie de Saint-Pétersbourg (1727- 
1741 et 1766-1783) et l'Académie de Berlin (1741-1766). Euler a été le mathématicien le plus 
prolifique de tous les temps. Son œuvre comporte plus de 70 gros volumes. Il s'intéressait à 
tous les domaines des mathématiques et à de nombreux champs d'application. Méme s'il a été 
aveugle durant les 17 derniéres années de sa vie, il a poursuivi son travail jusqu'au jour de sa 
mort. Sa formulation des problémes de mécanique en langage mathématique et l'élaboration de 
méthodes pour les résoudre sont dignes d'intérét. Lagrange a dit du travail d'Euler en méca- 
nique que c'était là «le premier grand travail dans lequel on applique l'analyse à la science du 
mouvement ». Euler a aussi déterminé la condition permettant de vérifier l'exactitude des équa- 
tions différentielles du premier ordre (voir la section 2.2) entre 1734 et 1735. П a développé la 
théorie des facteurs intégrants (voir la section 2.2) dans le même exposé, et il a trouvé la solu- 
tion générale aux équations linéaires homogénes à coefficients constants (voir les sections 3.5, 
3.6, 3.7 et 4.2) en 1743. Euler a appliqué ces derniers résultats aux équations non homogénes en 
1750 et 1751. Vers 1750, il a fréquemment utilisé des séries de puissances (voir le chapitre 7) 
pour résoudre des équations différentielles. П a aussi proposé une méthode numérique en 1768 
et en 1769, il a beaucoup travaillé sur les équations aux dérivées partielles et il a proposé le 
premier traitement systématique du calcul des variations. 

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) est devenu professeur de mathématiques à Turin, sa 
ville natale, à l'áge de 19 ans. Il a succédé à Euler à la présidence de l'Académie de Berlin en 
1766, puis il a adhéré à l'Académie de Paris en 1787. Il est surtout connu pour son ouvrage 
monumental, Mécanique analytique, publié en 1788, un traité élégant et détaillé sur la méca- 
nique newtonienne. En ce qui concerne les équations différentielles élémentaires, Lagrange a 
démontré, entre 1762 et 1765, que la solution générale à une équation différentielle homogène 
linéaire du n-iéme ordre est une combinaison linéaire de n solutions indépendantes (voir les 
sections 3.3, 3.4 et 4.1). Plus tard, entre 1774 et 1775, il a élaboré en profondeur la méthode de 
variation des paramétres (voir les sections 3.7 et 4.4). Lagrange est aussi connu pour son travail 
important sur les équations aux dérivées partielles et sur le calcul des variations. 

Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) a grandi en Normandie, mais il a déménagé à Paris 
еп 1768, ой il a vite fait sa marque dans les cercles scientifiques, gagnant une élection à l'Acadé- 
mie des sciences en 1733. П excellait dans le domaine de la mécanique céleste. Son plus impor- 
tant ouvrage, le Traité de mécanique céleste, a été publié en cinq volumes entre 1799 et 1825. 
L'équation de Laplace est fondamentale dans de nombreuses branches en physique mathéma- 
tique, et Laplace l'a approfondie en ce qui concerne l'attraction gravitationnelle. On a donné le 
nom de ce mathématicien et physicien à la transformée de Laplace (voir le chapitre 6), même si 
son efficacité à résoudre des équations différentielles n'a été reconnue que beaucoup plus tard. 

Vers la fin du хуш° siècle, on a découvert de nombreuses méthodes élémentaires pour 
résoudre des équations différentielles ordinaires. Au хіх? siècle, on s'est intéressé à l'étude de 
questions théoriques d'existence et d'unicité et au développement de méthodes moins élémen- 
taires comme celles qui sont basées sur les développements en séries (voir le chapitre 7). Ces 
méthodes trouvent leur application naturelle dans le plan complexe. Par conséquent, elles ont 
contribué au développement plus ou moins simultané de la théorie des fonctions analytiques 
complexes. Jusqu'à un certain point, ces méthodes ont aussi stimulé ce développement. De 
plus, on a commencé à étudier en profondeur les équations aux dérivées partielles quand on a 
compris leur róle primordial en physique mathématique. À ce propos, plusieurs fonctions appa- 
raissant comme des solutions à certaines équations différentielles ordinaires ressortaient de 
facon répétitive et ont fait l'objet de recherches approfondies. Connues collectivement comme 
des fonctions transcendantes supérieures, bon nombre d'entre elles portent le nom de mathéma- 
ticiens tels que Bessel, Legendre, Hermite, Chebyshev et Hankel. 

Les équations différentielles pour lesquelles on ne pouvait trouver de solution à l'aide de 
méthodes analytiques ont mené à l'étude de méthodes d'approximations numériques. Vers 1900, 
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on a concu des méthodes d'intégration numérique assez efficaces, mais leur mise en applica- 
tion a été restreinte parce qu'il fallait exécuter les calculs à la main. Au cours des 50 dernières 
années, l'avénement des ordinateurs, de plus en plus puissants et polyvalents, a permis d'élargir 
l'étendue des problémes qu'on peut maintenant aborder à l'aide de méthodes numériques. 

Durant cette période, on a développé des intégrateurs trés sophistiqués, robustes et acces- 
sibles. Des versions conçues pour les ordinateurs personnels permettent aux étudiants de 
résoudre un grand nombre de problémes. 

Une autre caractéristique de l'étude des équations différentielles au xx° siècle a été la 
création de méthodes géométriques ou topologiques, surtout pour les équations non linéaires. 
Ces méthodes ont pour objectif d'expliquer au moins le comportement qualitatif des solutions 
d'un point de vue géométrique et analytique. Si on a besoin de plus d'information, on peut en 
général l'obtenir à l'aide de méthodes numériques. Au cours des derniéres années, ces deux 
tendances ont évolué simultanément. Les ordinateurs, et surtout l'infographie, ont donné un 
nouvel élan à l'étude des systèmes d'équations différentielles non linéaires. La découverte de 
phénoménes inattendus tels que les systémes chaotiques, les attracteurs étranges et les fractals 
font l'objet d'études approfondies. Ils ouvrent de nouvelles perspectives importantes dans une 
variété d'applications. Méme si nos connaissances sur le sujet sont importantes, les équations 
différentielles, au xxr? siècle, demeurent une source fertile de problèmes fascinants et irrésolus. 
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CHAPITRE P, 


Les équations 
différentielles du 
premier ordre 


e chapitre portera sur les équations différentielles du premier ordre du type 


dy 

P 7б, у), (1) 
où f est une fonction de deux variables donnée. Toute fonction différentiable y = ф (f) qui 
satisfait à cette équation quel que soit 7 dans un certain intervalle s'appelle une solution. 
On aura pour objectif de déterminer si de telles fonctions existent et, le cas échéant, de déve- 
lopper des méthodes pour les trouver. Malheureusement, pour une fonction arbitraire / 11 n'y 
a pas de méthode générale pour résoudre l'équation en termes de fonctions élémentaires. On 
décrira plutót diverses méthodes, chacune étant applicable à une certaine sous-classe d'équa- 
tions du premier ordre dont les plus importantes sont les équations à variables séparables (voir 
la section 2.1), les équations exactes (voir la section 2.2) et les équations linéaires (voir la 
section 2.3). On discutera de questions théoriques portant sur l'existence et l'unicité des solu- 
tions. Dans la section 2.4, on décrira certaines applications importantes des équations diffé- 
rentielles du premier ordre. 


ГЕ Les équations à variables séparables 


Dans la section 1.2, nous avons utilisé une intégration directe pour résoudre des équations 
linéaires du premier ordre de la forme 


dy 
= Б, 2 
dt ay 2) 


où a et b sont des constantes. Maintenant, nous démontrerons que cette méthode s'applique à 
une classe d'équations beaucoup plus grande. Dans cette section, nous utiliserons x plutót que 
t pour noter la variable indépendante. Nous procéderons ainsi pour deux raisons. D'abord, 
différentes lettres sont souvent utilisées pour noter les variables d'une équation différentielle. 
C'est pourquoi on ne devrait pas prendre l'habitude de toujours se servir des mêmes lettres. Еп 
particulier, x est souvent utilisé comme variable indépendante. Par ailleurs, nous réserverons t 
pour un autre usage qui sera expliqué plus loin dans la présente section. 
La forme générale de l'équation différentielle du premier ordre est 


d 
- = f(x,y). (3) 


Ісі, on considérera une sous-classe d'équations du premier ordre que l'on peut intégrer 
directement. 
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Afin de déterminer cette classe d'équations, on considére le cas oü on peut écrire l'équation (3) 
sous la forme: 
d 
Z= боюну), Ф 
ах 


ой С est une fonction аш dépend seulement de x et H est une fonction qui dépend seulement 


de y. Sous l'hypothése que H(y) +0 et en posant М(х) = -G(x) et N(y) = , on peut ré- 


Hy) 
écrire l'équation (2) sous la forme 


d 
MG) №) = 0. 5 
dx 
Une telle équation est une équation à variables séparables, car si on l'écrit sous la forme 
différentielle 
М(х) dx + Му) dy 0, (6) 


alors les termes contenant chaque variable peuvent étre séparés par le signe d'égalité. La forme 
différentielle (6) est aussi symétrique et tend à réduire la distinction entre la variable indépen- 
dante et la variable dépendante. 

Note: Une équation différentielle d'ordre 1 de variable indépendante x et de variable 
dépendante y est dite à variables séparables si on peut la réécrire sous l'une des trois formes 
suivantes: 


D _ G(x)H(y) 
dx 
dy 
М(х) + N(y)— =0 
dx 


М(х) dx + N(y) dy = 0. 


| Exemple1 | Montrez que l'équation 


(7) 


est une équation à variables séparables, puis trouvez une équation correspondant à ses courbes-solutions. 


En posant G(x) = x? et Н(у) = —— on écrit l'équation (7) sous la forme: 
=y 
d 
= = GG)HQ). 
ах 


Cette équation est de la forme (4) et, par conséquent, il s'agit d'une équation à variables séparables. 
Si on écrit l'équation (7) ainsi: 


dio yi) ag (8) 
dx 


cette équation est alors de la forme (5) et, par conséquent, il s'agit d'une équation à variables sépa- 
rables. Ensuite, on note que le premier terme de l'équation (8) est la dérivée 4е-х2/3 et que le deuxième 
terme est la dérivée par rapport à x de y — y?/3 (si on applique la règle de la dérivée en chaîne). Alors, 
on peut écrire l'équation (8) comme 


ou 
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> Et donc 
x +3y- y =c (9) 


(ой c est une constante arbitraire) est une équation décrivant les courbes-solutions de l'équation (7). 
La figure 2.1.1 illustre un champ de direction et différentes courbes-solutions. On peut trouver l'équa- 
tion de la courbe-solution passant par un point particulier (xy, y,) en substituant respectivement x, et 
yo à x et y dans l'équation (9) et en déterminant la valeur correspondante de c. Toute fonction différen- 
tiable y = ф(х) qui satisfait à l'équation (9) est une solution à l'équation (7). 
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Champ de direction et courbes-solutions de y’ = x?/(1 — y?). 


Essentiellement, on peut suivre la méme démarche avec n'importe quelle équation à variables 
séparables. Si on revient à l'équation (5), on suppose que H, et H, sont des fonctions telles que 


Нү(х)= М(х), | H;i)- Му); (10) 
alors, l'équation (5) devient 
7, , d 
Нух) + H1). = 0. (11) 
dx 
En vertu de la régle de la dérivée en chaine, on a 
dy d 
Н,(у)-----Н,(у). 12 
207, p 20) (12) 
Par conséquent, l'équation (11) devient 
d 
——[Н,(х)+ Н,(у)]= 0. (13) 
ах 
Еп intégrant l'équation (13), on obtient 
HG) + Hy) = с, (14) 


ой c est une constante arbitraire. Toute fonction différentiable y = ф(х) qui satisfait à l'équa- 
tion (14) est une solution à l'équation (5). En d'autres mots, l'équation (14) définit la solution 
sous forme implicite. Les fonctions H, et H, sont respectivement des intégrales indéfinies de M 
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et de N. En pratique, on obtient généralement l'équation (14) à partir de l'équation (6) en inté- 
grant le premier terme par rapport à x et le deuxiéme terme par rapport à y. 
En plus de l'équation différentielle, si on ajoute une condition initiale 


Yo) = yo. (15) 


alors la solution à l'équation (5) qui satisfait à cette condition est obtenue en posant x = x, et 
y = y, dans l'équation (14). On obtient 


c = H (x) + Ну). (16) 


En posant cette valeur de c dans l'équation (13) et en notant que 
н(д-нә-/ Mods no н.о) f мш, 
Xo Yo 
on obtient 
f as f мв)аз=о. (17) 
Xo yo 


L'équation (17) définit implicitement la solution à l'équation différentielle (5) qui satis- 
fait à la condition initiale (15). Afin de déterminer une formule explicite pour la solution, on 
doit résoudre l'équation (17) pour trouver y en fonction de x. Malheureusement, il est souvent 
impossible de le faire de manière analytique ; dans de tels cas, on doit recourir à des méthodes 
numériques pour trouver des valeurs approximatives pour y qui correspondent à des valeurs 
spécifiques de x. 


| Exemple2 | Résolvez le probléme de valeur initiale 


dy 3x «4x42 


dx 2(у-1) , Х0)--іІ, (18) 


puis déterminez l'intervalle dans lequel la solution existe. 
On peut écrire l'équation différentielle comme suit: 


2(y — 1) dy = (3x? + Ax + 2) dx. 
En intégrant le premier membre par rapport à y et le second membre par rapport à x, on obtient 
у= 2у= х? + 222 + 2х + с, (19) 


oü c est une constante arbitraire. Pour déterminer la solution qui satisfait à la condition initiale, on pose 
х= 0 et y = -1 dans l'équation (19) et on obtient c = 3. Ainsi, la solution au probléme de valeur initiale 
est donnée sous forme implicite par 


у= 2у= x + 222 + 2x +3. (20) 


Pour obtenir la solution sous forme explicite, on doit réécrire l'équation (20) avec y en fonction 
de x. Cette démarche est simple, car l'équation (20) est quadratique en y et on obtient 


y=1+Vx+2x7+2x+4. (21) 


L'équation (21) donne deux solutions à l'équation différentielle. Cependant, une seule solution 
satisfait à la condition initiale donnée. Il s'agit de la solution qui correspond au signe négatif de l'équa- 
tion (21). Par conséquent, on obtient finalement 


у= ф(х) =1- үх? +2х2+2х+4 (22) 


comme solution au probléme de valeur initiale (18). Il faut noter que si on avait choisi par erreur le signe 
positif dans l'équation (21), on aurait alors obtenu la solution à l'équation différentielle qui satisfait à 
la condition initiale y(0) - 3. Finalement, pour déterminer l'intervalle dans lequel la solution (22) est 
valide, on doit trouver l'intervalle dans lequel l'expression sous la racine est positive. La seule racine 
réelle de cette expression est x = —2. Donc, l'intervalle recherché est x > —2. La figure 2.1.2 illustre la 
solution au probléme de valeur initiale et d'autres courbes-solutions à l'équation différentielle. Il faut 
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P noter que la limite de l'intervalle de validité de la solution (21) est déterminée par le point (-2, 1), 
ой la droite tangente est verticale. La courbe noire passe par le point (0, —1) et est donc la solution au 
probléme de valeur initiale (18). Notez que la limite de l'intervalle de validité de la solution (22) est 
déterminée par le point (—2, 1), ой la droite tangente est verticale. 


SEN 


| Figure 2.1.2 Courbes-solutions de y’ = (3x? + 4х + 2)/2(у - 1); la solution de la valeur initiale 


y(0) = -1 est donnée sur la courbe noire et est valide pour x > —2. 


Résolvez l'équation 
dy 4х- x? 
dx 4+y 


(23) 


et représentez graphiquement plusieurs courbes-solutions. Trouvez aussi la solution qui passe par le 
point (0, 1) et déterminez son intervalle de validité. 
Еп récrivant l'équation (23) sous la forme 


(4+ у?) dy 2 (Ax — x?) dx, 


en intégrant le premier membre par rapport à y et le second membre par rapport à x, en multipliant 
par 4, puis en réarrangeant les termes, on obtient 


y* *16y x^ - 8x? = с, Q4) 


ой c est une constante arbitraire. Toute fonction différentiable y = @(x) qui satisfait à l'équation (24) 
est une solution à l'équation différentielle (23). Les courbes-solutions de l'équation (24) pour diverses 
valeurs de c sont illustrées dans la figure 2.1.3, à la page suivante. 

Pour trouver la solution particulière qui passe par le point (0, 1), on pose x = 0 et y = 1 dans 
l'équation (24), ce qui permet d'obtenir c — 17. Par conséquent, la solution en question est donnée 
implicitement par 


y! «16y« x* - 8x? 217. (25) 


Cette solution est représentée par la courbe noire dans la figure 2.1.3. Son intervalle de validité 
s'étend de chaque cóté du point initial tant que la fonction demeure différentiable. D'aprés la figure, on 
voit que l'intervalle se termine quand on atteint les points oü la droite tangente est verticale. Il s'ensuit 
de l'équation différentielle (23) que ces points sont les points où 4 + y? = 0, ou y = (4)! = 1,5874. 
D’après l'équation (25), les valeurs correspondantes de x sont x = 3,3488. Ces points sont indiqués 
dans le graphique de la figure 2.1.3. » 
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| Figure 2.1.3 | Les courbes-solutions de y = (4x — х')/(4+ у”). La solution qui passe par le 


point (0, 1) est illustrée par la courbe noire. 


Note 1 : Parfois, une équation de la forme (3) 


dy 
——= (х,у) 

ах 
admet une solution constante y = yọ Une telle solution est généralement facile à trouver, car 
Si f(x, уо) = 0 pour une valeur quelconque y, et pour toutes les valeurs de x, alors la fonction 
constante y — y, est une solution à l'équation différentielle (2). Par exemple, l'équation 


dy (y-3)cosx 
dx 1+2y° 


(26) 


admet la solution constante y = 3. D'autres solutions à cette équation peuvent être trouvées en 
séparant les variables et en intégrant les membres de l'équation. 

Note 2: On peut parfois faciliter l'étude d'une équation non linéaire du premier ordre en 
considérant x et y comme des fonctions d'une troisième variable т. Alors, on a 


dy Е dyldt. (27) 
dx  dxldt 

Si l'équation différentielle est 
dy Еб.) Q8) 
dx Сх, у) 


et si оп compare les numérateurs et les dénominateurs des équations (27) et (28), on obtient le 
systéme d'équations 


dx/dt = G(x, y), dyldt = F(x, y). (29) 


À première vue, il peut sembler invraisemblable de vouloir simplifier un probléme en rem- 
plaçant une seule équation par deux autres. Toutefois, dans certains cas, le système (29) se prête 
mieux à l'examen que la simple équation (28). L'étude des systémes d'équations différentielles 
sera abordée au chapitre 5. 
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Remarque : Dans l'exemple 2, il n'était pas difficile d'exprimer explicitement y en fonction 
de x et de déterminer l'intervalle exact dans lequel la solution existe. Cependant, cette situation 
est exceptionnelle et souvent, il est préférable de laisser la solution sous une forme implicite, 
comme dans les exemples 1 et 3. Ainsi, dans les problémes ci-dessous et dans les autres cha- 
pitres de cet ouvrage, l'expression «résolvez l'équation différentielle suivante » signifiera tou- 
jours de trouver la solution de maniére explicite s'il est raisonnable de le faire ou, dans le cas 
contraire, de trouver une forme implicite. 


А ; : d . ia 
Les équations homogènes de la forme Yg У | Ici on considère une sous-classe 
x x 


d'équations différentielles du premier ordre que l'on peut transformer en équations différen- 
tielles à variables séparables. 
Soit l'équation différentielle de variable indépendante x de la forme 


e f(x,y). (30) 
ах 


Si on peut exprimer le membre de droite de l'équation (30) comme une fonction qui dépend du 
quotient y/x, alors on dit que l'équation est «homogène » de la forme 


dy [у 
Fu (2) . (31) 

On peut toujours transformer de telles équations en équations à variables séparables en 
effectuant un changement de variable approprié. Avant de passer à la résolution de ce type 
d'équations, nous allons présenter une approche pour les identifier. 

Voyons tout d'abord la définition de la fonction homogène de degré и. Une fonction f de 
variables x et y est dite homogène de degré n si f (tx, ty) = t" f(x, y) pour n 2 0,1, 2,... 
Remarque : Si les fonctions M et N sont homogènes de méme degré, alors l'équation différen- 
tielle sous la forme 


Mx, y)* Na, » 0 
dx 


est homogène. 
Pour prouver ce résultat, on note d’abord que les fonctions M et N sont homogènes de degré n. 
Par conséquent, on a M(tx, ty) = 1” М(х,у) et N(tx, ty) = t" N(x, y). 


1 
En posant = —, опа 


DE МҚ М(х, y) = М(х, у) = “м(12) 
х х 


2 
X X 


De façon similaire, on a N(x, y) = мма Ji 
x 


À partir de ces résultats, l'équation différentielle M (x, y) + М(х,у) И = 0 devient 
X 


n ВА ВА 
dy М(х,у) _ ento) ӘРЕ 


ах М(х,у) ZI z) nfi, >) 
x x 
ce qui complète la preuve. 
Pour résoudre l'équation (30), on introduit une nouvelle variable dépendante v telle que 
v=% ош y = xv(x). Après dérivation, on obtient une nouvelle expression de dy/dx en fonction 
x 


de x, de v et de dv/dx: 
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En remplaçant la nouvelle expression de dy/dx dans l'équation différentielle (31), on obtient 
ау dy y 
+X— = — = — |= 
d "dx dx Ө 800) 


ой 


RU sg. (32) 
dx 

Si on suppose que v— g(v) £0, et en divisant les deux membres de l'équation (32) par 

х(у- g(v)), on obtient l'équation à variables séparables 


1 1 dv. 


x v—g(v)dx i 
On peut résoudre cette derniére équation par intégration directe pour déterminer v en fonction 
de x, puis en remplaçant v par y/x, on obtient y, la solution de l'équation originale. 


Exemple 4 


Résolvez l'équation différentielle 


d -4х 
Куыш ч”. (33) 
dx x-y 
En divisant le numérateur et le dénominateur du membre de droite de l'équation (33) par x, on peut la 
réécrire sous la forme 
iB 
х 


: Е: а 
Soit v = y/x ou y = xv(x), on a par dérivation ч = v+ ж, 
ах ах 


dy (ylx)-4 — 
dx 1—(у/х) 


et, par conséquent, l'équation (33) est homogène. 


Ainsi, l'équation (33) devient 


у-4 
уғх--- 
x 1-у 
ou 
Le, ыр 
1-у ах 
ou encore 
2 
-4 d 
Ы x = 0. (34) 
у= 1 ах 


On vérifie aisément que les fonctions constantes у = +2 sont des solutions de l'équation différen- 
tielle en v. Par conséquent, у = +2x sont des solutions triviales à l'équation (33). Pour trouver d'autres 


solutions, on suppose que v? — 4 0 (v + +2), et on divise l'équation (34) par x ы 3 pour obtenir 
-у 


l'équation à variables séparables 


x vi-4dx 


dont la solution est donnée sous la forme implicite par 


1 -1 
y dv ы 


dx (v—1) dv 
L.]———-9. 35 
/ : тат. (35) 
(у-І) dv MA 5 А : 
Pour calculer e on utilise le développement en fractions partielles 
y^— 
= у-І1 а М b сау кар (36) 


2—4 (23042) y-2 v+2 y? 4 
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P où il faut déterminer les coefficients a et b. En égalisant les numérateurs des second et quatrième 
termes de l'équation (36), on obtient 


v—1=a(v+2)+b(v-2) 


et cette équation doit être valide quel que soit v. En particulier, en posant v = 2, on obtient a = 1/4. De 
la méme manière, en posant v = —2, on trouve b = 3/4. On a ainsi 
v-1 1 1 3 1 
жемін + | 
v-4 4у-2 4v+2 


L'équation (34) devient ainsi 
dx 1 dv 3 ау 
+ + = 0. 
x 4 у-2 4 v+2 


in + Linlv—2}+ 2 а у+2ј= С 
4 4 


Par conséquent, 


ou 
1 
4n |v - 2] 31n [v e2p— C - In |x| 
ou encore 
In (v 2[|v-2p0 = асеш( +) 
X 
et donc 


: etC 
lv +2] |v- 2 ES 
X 
oü C est une constante arbitraire. 


Еп remplaçant v par y/x, on obtient 


|у+ 2х[`[у- 2x| Е e*s 


4 4" 
x x 


Finalement, la solution est donnée sous la forme implicite par 
3 
|у+ 2x| |у—2х| = с, 


ой с = e“C est aussi une constante arbitraire. 


Problémes 
ш Pour les problèmes 1 à 8, résolvez l'équation différentielle. 
1. y =x°/y 2. y = х?/у(1 + х3) 
3. y +y sinx=0 4. y =(3x?—1)/(3+2y) 
5. у = (cos? x)(cos? 2y) 6. xy = (1- у2)!? 
7. dy х-е i 8. dy ж 
dx у-е p 
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P в Pour les problèmes 9 à 20, procédez comme suit. 
a) Trouvez la solution au probléme de valeur initiale sous forme explicite. 
b) Tracez le graphique de la solution. 


c) Déterminez (au moins approximativement) l'intervalle dans lequel la solution est définie. 


© 9. у/-(1-2ухуу?”, y(0) 2 -1/6 © 10. y = (1 – 2x)/y, y(1) =-2 

© 11. x dx * ye* dy = 0, y(0)21 © 12. dr/d0 = 7/0, r(1)22 

© 13. у= 2x/(y + xy), y(0) 2-2 © 14. у= ху?(1 + x2) 2, у(0) = 1 

© 15. y =2x/(1+2», 0) =0 © 16. y/-xG^-D/Ay, у(0)= 1/2 
© r.y-QG3-eyQy-5, у(0)=1 © 18. -(e*- ey + 4у),  y(0)=1 


© 19. sin 2x dx + cos Зу dy = 0, у(л/2)-л/3 © 20. y?(1 — 32)? dy = arcsin x dx, у(0)-0 


ш On peut obtenir certains résultats demandés dans les problèmes 21 à 28 soit еп résolvant de manière 
analytique les équations données, soit en traçant le graphique des approximations numériques des 
solutions. Essayez de vous faire une opinion sur les avantages et les inconvénients de chaque approche. 


© 21. Résolvez le problème de valeur initiale 
y-ü-3xyGy-65) — 0-1 
puis déterminez l'intervalle dans lequel la solution est valide. 


Suggestion: Pour trouver l'intervalle de définition, recherchez les points ой la courbe-solution 
admet une tangente verticale. 


(& 22. Résolvez le probléme de valeur initiale 
у = 322/(3у2- 4), у(0)-0 
puis déterminez l'intervalle dans lequel la solution est valide. 


Suggestion: Pour trouver l'intervalle de définition, recherchez les points ой la courbe-solution 
admet une tangente verticale. 


© 23. Résolvez le probléme de valeur initiale 
У =2у+ху,  y09-1 
puis déterminez ой la solution atteint sa valeur minimale. 
© 24. Résolvez le probléme de valeur initiale 
y-Q-eyG-2y, у(0-0 
puis déterminez ой la solution atteint sa valeur maximale. 
(8) 25. Résolvez le probléme de valeur initiale 
у = 2 cos 2x/(3 + 2y), y(0) = -1 
puis déterminez où la solution atteint sa valeur maximale. 
(8) 26. Résolvez le probléme de valeur initiale 
у=2(1+х)(1+у), 020 
puis déterminez ой la solution atteint sa valeur minimale. 
© 27. Considérez le problème de valeur initiale 
y-1t(4-»/3. IO =y 


a) Déterminez en quoi le comportement de la solution dépend de la valeur initiale y, lorsque / 
augmente. 


b) Supposez que y, = 0,5. Trouvez le temps Т auquel la solution atteint pour la première fois la 
valeur 3,98. 
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b @ 28. Considérez le problème de valeur initiale 


у =1у(4- у)/01 +0, у(0-у>0. 
a) Déterminez comment la solution se comporte lorsque f — оо. 
b) Si у, = 2, trouvez le temps T auquel la solution atteint pour la première fois la valeur 3,99. 
с) Trouvez l'ensemble des valeurs initiales pour lesquelles la solution se situe dans Pinter- 


valle 3,99 « y « 4,01 au temps t — 2. 
(8) 29. Résolvez l'équation 


dy ay+b 
dx суға” 
oü a, b, c et d sont des constantes. 
ш Pour les problèmes 30 à 37, procédez comme suit. 


a) Montrez que l'équation est homogène. 
b) Résolvez l'équation différentielle. 


c) Tracez un champ de direction et quelques courbes-solutions. Vous devez vous rappeler que le 
second membre d’une équation différentielle homogène dépend seulement du quotient y/x. Cela 
signifie que les courbes-solutions ont la même pente en tout point sur toute droite donnée qui passe 
par l’origine, même si la pente change d’une droite à l’autre. Par conséquent, le champ de direction 
et les courbes-solutions sont symétriques par rapport à l’origine. Votre graphique met-il en évi- 
dence cette propriété de symétrie ? 


© 30. dy _x tyty’ Өзі. 4у_х?+3у? 
dx x? dx 2xy 
© 32. dy 4)-3х @ эз. dy. 4x*3y 
dx 2х-у dx 2х+у 
@ 34. 27 2213 © 35. (х2 + 3xy + y?) dx - xdy 20 
x x-y 
© 36. dy аА © 37. dy 3y -x° 
dx 2xy dx 2xy 


ЕРІ Les équations exactes et les facteurs 
intégrants 


Pour les équations du premier ordre, il existe des méthodes d'intégration qu'on peut appliquer 
à différentes classes de problémes. Les plus importantes sont les équations à variables sépa- 
rables qu'on a vues précédemment. Dans la présente section, nous allons considérer une classe 
d'équations appelées équations exactes pour lesquelles il existe également une méthode de 
résolution bien définie. Cependant, il faut se rappeler que les équations du premier ordre qu'on 
peut résoudre à l'aide de méthodes d'intégration élémentaires sont particuliéres. La plupart des 
équations du premier ordre ne peuvent être résolues de cette manière. 


| Exemple! | Résolvez l'équation différentielle 


2x + y? + 2хуу = 0. (1) 


L'équation n'est pas à variables séparables, donc la méthode qui convient à ce type d'équations n'est 


pas applicable dans ce cas. Cependant, on note que la fonction y(x, y) = x? + xy? admet la propriété 
selon laquelle 


ду ду 
2x+ y = =— 2ху= ——. 2 
х+у 3r ху T (2) » 
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» Par conséquent, on peut réécrire l'équation différentielle comme suit: 
d 
ду oydy 5 (3) 
ox dy dx 


Supposons que y est une fonction de x. En appliquant la règle de la dérivée en chaîne, on peut 
écrire l'équation (3) sous la forme équivalente 


KoLa ду?) =0. (4) 

Par conséquent, 
V, y) = + xy! = с, (5) 
ой c est une constante arbitraire, est une équation qui définit les solutions à l'équation (1) de manière 


implicite. 


Pour résoudre l'équation (1), la principale étape consistait à reconnaitre qu'il existe une 
fonction y satisfaisant à l'équation (2). De manière plus générale, posons l'équation suivante: 


М(х, y) + NG, у)у = 0. (6) 
Supposons qu'on puisse déterminer une fonction y telle que 
д д 
Б з,у-Мо,у, Зу) = Му), (7) 
дх ду 
et telle que y (x, y) = c définit y = ф (х) de manière implicite comme une fonction différentiable 
de x. Alors, 
MG) Мх,ууу' 299 49V @/ 0 yt gy 
d ve Ox ду dx Ж” ” 
et l'équation différentielle (6) devient 
d 
— yix, ф(х)]= 0. (8) 
ах 


Dans ce cas, on dit que l'équation (6) est exacte. Les solutions à l'équation (6), ou l'équation 
équivalente (8), sont données implicitement par 


VG, y) = с, (9) 


ой c est une constante arbitraire. 
Dans l'exemple 1, il a été relativement facile de voir que l'équation différentielle était exacte 
et de déterminer sa solution en reconnaissant, du moins implicitement, la fonction auxiliaire y 
Pour des équations plus compliquées, il ne sera peut-étre pas possible de le faire si facile- 
ment. Comment peut-on savoir si une équation donnée est exacte, et si elle l'est, comment peut- 
on déterminer la fonction y(x, у) ? Le théorème ci-dessous répond à la première question et sa 
démonstration fournit un moyen de répondre à la seconde. 


Théoréme 2.2.1 


Soit les fonctions M, №, M, et N,, où les indices indiquent des dérivées partielles, continues 
dans la région rectangulaire! R: œ< x < 8 y< y < б. Alors, l'équation (6), 


М(х, y) + М(х, у)у = 0, 


1. П n'est pas essentiel que la région soit rectangulaire; il suffit qu'elle soit simplement connexe, c'est-à-dire que la 
région n'ait pas de trou à l'intérieur. Par exemple, les régions rectangulaires ou circulaires sont simplement connexes, 
mais une région annulaire ne l'est pas. On peut trouver plus d'information à ce sujet dans des manuels d'analyse. 
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est une équation différentielle exacte dans R si et seulement si 
Мух, y) = №, y) (10) 
en tout point de R. Cela signifie qu'il existe une fonction v satisfaisant aux équations (7), 
VG, y) = М(х, у), у(х, y) = №, у), 


si et seulement si M et № satisfont à l'équation (10). 


La preuve de ce théoréme comprend deux parties. Premiérement, on montre que s'il y a 
une fonction y telle que les équations (7) sont vérifiées, alors il s'ensuit que l'équation (10) est 
satisfaite. En calculant M, et N, à partir des équations (7), on obtient 


Мух, у) = у(х, y. NÆ yw y. (11) 


Puisque M, et N, sont continues, il s'ensuit que у, et у, sont aussi continues. Cela nous 
assure de leur égalité, et l'équation (10) en découle. | | 

Maintenant, on montre que si M et N satisfont à l'équation (10), alors l'équation (6) est 
exacte. La démonstration est basée sur la construction d'une fonction y qui satisfait aux équa- 
tions (7), 


у(х, y) = М(х, у), у(х, y) = №, y). 


En intégrant la première des équations (7) en fonction de x et en considérant y constant, on 
obtient 


у(х, y) = Qx, y) + hCy), (12) 


où Q(x, y) est une fonction différentiable quelconque telle que dQ(x, у)/дх = М(х, у). Par 
exemple, on peut choisir 


oy) = f M(s, y) ds, (13) 


ой x, est une certaine constante spécifiée dans l'intervalle o < x, « В. La fonction Л dans l'équa- 
tion (12) est une fonction différentiable arbitraire de y et joue le róle de la constante arbitraire. 
Maintenant, on doit montrer qu'il est toujours possible de choisir A(y) de sorte que la seconde 
des équations (7) est satisfaite, c'est-à-dire que y, — N. En dérivant l'équation (12) par rapport 
à y et en posant le résultat égal à N(x, y), on obtient 


у, (х,у) = EE (у) = №, у). 
Puis, en isolant /'(y), on obtient 
то) = М(х,у)- EE (14) 


Pour déterminer A(y) à partir de l'équation (14), le membre de droite de l'équation, malgré 
son apparence, doit étre une fonction de y seulement. Une facon d'établir ce fait consiste à mon- 
trer que sa dérivée par rapport à x est nulle. Par conséquent, on dérive le membre de droite de 
l'équation (14) par rapport à x et on obtient 


М, 2990 
3x 0» 3; 2 0 (15) 


En inversant l'ordre de dérivation du second terme de l'équation (15), on obtient 


9290 


ON 
do) ы 
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ou, puisque 90/9х- M, 


дм oM 
Эх à, СЭ» 


qui est nul en vertu de l'équation (10). Par conséquent, malgré son apparence, le membre de 
droite de l'équation (14) ne dépend pas, en fait, de x. Ensuite, on détermine /(у) en intégrant 
l'équation (14) et, aprés avoir substitué cette fonction dans l'équation (12), on obtient la fonction 
requise y(x, y). Cela termine la démonstration du théorème 2.2.1. 

Il est possible d'obtenir une expression explicite pour y(x, y) en termes d'intégrales (voir 
le probléme 17), mais pour résoudre des équations exactes spécifiques, il est généralement plus 
facile de simplement répéter le procédé utilisé dans la démonstration précédente. Autrement 
dit, on intègre y, = M par rapport à x, en incluant une fonction arbitraire h(y) plutôt qu'une 
constante arbitraire, puis on dérive le résultat par rapport à y et on pose ce résultat égal à N. 
Enfin, on utilise cette dernière équation pour déterminer A(y). L'exemple ci-dessous illustre 
cette démarche. 


Résolvez l'équation différentielle 
(y cos x + 2xe" ) + (sin x + 32e" — 1)у = 0. (16) 
Il est facile de voir que 
М(х, у) = cos x + 2xe = N (х, y). 
Donc, l'équation est exacte. Ainsi, il existe une fonction y/ (x, y) telle que 
V (x, y) = y cos x + 2xe", 
V. (x, y) = sin x + же? – 1. 
En intégrant la premiére de ces équations, on obtient 
V (x, у) 2 y sin x + xe? + А(у). (17) 
En posant W,= N, on obtient 
V. (x, y) = sin х + re + (у) = sin x + xe" – 1. 


Par conséquent, A'(y) = —1 et h(y) = —y. On peut omettre la constante d'intégration puisque toute 
solution particulière à l'équation différentielle précédente est satisfaisante (on n'a pas besoin de la so- 
lution la plus générale possible). En faisant la substitution de (y) dans l'équation (17), on obtient 


V (x, y) 2 y sin x + xe? — y. 
Ainsi, les solutions à l'équation (16) sont données implicitement par 


y sin x - 32e? - y 2 c. (18) 


| Exemple3 | Résolvez l'équation différentielle 
(Зху + у?) + О? + ху)у = 0. (19) 
Ici, 
MG y)-3x*2y | No у) =2х+у; 


puisque M, # N,, l'équation donnée n'est pas exacte. Pour se convaincre qu'on ne peut pas la résoudre 
à l'aide de la démarche décrite précédemment, cherchons une fonction y telle que 


у(х, у)=3ху+у, у(х, у) = + ху. (20) 
En intégrant Іа premiére des équations (20), on obtient 
3 2 2 
Е о и) (21) 


où h est une fonction arbitraire de y seulement. Pour satisfaire à la deuxième des équations (20), on 
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» calcule y, à partir de l'équation (21) et on le pose égal à N pour obtenir 
512 + 2xy + (у) = x? + xy 
ou 
, 1 2 
h Qc — xy. (22) 


Puisque le second membre de l'équation (22) dépend de x et de y, il est impossible de résoudre 
cette équation pour déterminer A(y). Ainsi, il n'y a pas de fonction у(х, y) qui satisfait aux deux équa- 
tions (20). 


Les facteurs intégrants Parfois, on peut convertir une équation différentielle qui n'est pas 
exacte en une équation exacte en la multipliant par un facteur intégrant approprié. Afin de géné- 
raliser cela, multiplions l'équation 


М(х, y) dx + N(x, у) dy =0 (23) 

par une fonction и, puis essayons de choisir и de sorte que l'équation résultante 
ux, y) М(х, y) dx + ux, y) Nx, y) dy = 0 Q4) 

soit exacte. Selon le théorème 2.2.1, l'équation (24) est exacte si et seulement si 
(uM), = (uN), (25) 


Puisque M et N sont des fonctions données, l'équation (25) permet d'établir que le facteur 
intégrant и doit satisfaire à l'équation aux dérivées partielles du premier ordre 


Mu, – Nu, + (M, - Мән = 0. (26) 


Si on peut trouver une fonction и qui satisfait à l'équation (26), alors l'équation (24) sera 
exacte. On pourra alors obtenir la solution à l'équation (24) à l'aide de la méthode décrite dans 
la premiére partie de cette section. La solution trouvée de cette maniére satisfera également à 
l'équation (23), puisqu'on peut annuler le facteur intégrant u de l'équation (24). 

Une équation aux dérivées partielles de la forme (26) peut admettre plus d'une solution. 
Dans ce cas, il est possible d'utiliser n'importe quelle solution comme facteur intégrant de l'équa- 
tion (23). L'exemple 4 à la page suivante illustre cette caractéristique de non-unicité du facteur 
intégrant. 

Malheureusement, l'équation (26), qui permet de déterminer le facteur intégrant и, est 
en général aussi difficile à résoudre que l'équation originale (23). Par conséquent, alors qu'en 
principe les facteurs intégrants sont des outils utiles pour résoudre des équations différentielles, 
en pratique, on n'arrive à les déterminer que dans des cas particuliers. Les situations les plus 
importantes où on peut trouver des facteurs intégrants simples se produisent quand и est une 
fonction d'une des variables x ou y seulement mais non des deux. Déterminons maintenant les 
conditions pour M et N garantissant que l'équation (23) a un facteur intégrant и qui dépend 
de x seulement. Еп supposant que и est une fonction de x seulement, on a 


d 
(UM), =UM,, (ИМ), = uN,- М. 
dx 
Ainsi, si (uM), doit égaler (uN), il est nécessaire que 
du M,-N, 
Е DELE A 27 
ах N H (27) 


Si (M, — N )/N est une fonction de x seulement, alors il y a un facteur intégrant и qui dépend 
aussi de x seulement. Aussi, on peut trouver u(x) en résolvant l'équation (27), qui est à variables 
séparables. 

On peut utiliser une démarche semblable pour déterminer une condition sous laquelle 
l'équation (23) a un facteur intégrant qui dépend de y seulement (voir le probléme 23). 
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Exemple 4 Trouvez un facteur intégrant pour l'équation 


Qxy + y!) + G^ + ху)у = 0 (19) 


puis résolvez l'équation. 
Dans l'exemple 3, on a montré que cette équation n'est pas exacte. Maintenant, déterminons si elle 
a un facteur intégrant qui dépend de x seulement. En calculant la quantité (M, — N.)/N, on trouve que 


М,(х,у)- М,(х,у) .3x*2y-Qx*y) 1 


М(х,у) x? + ху x (28) 
Ainsi, il y a un facteur intégrant u qui est une fonction de x seulement et qui satisfait à l'équation 
différentielle 
" - E, (29) 
Par conséquent, 
ux) = x. (30) 
En multipliant l'équation (19) par ce facteur intégrant, on obtient 
(Зху + ху?) + (х? + х2у)у = 0. (31) 


La dernière équation est exacte et il est facile de montrer que ses solutions sont données implici- 
tement par 


1 
xy 2x! zc. (32) 
2 
On peut aussi trouver facilement les solutions sous une forme explicite puisque l'équation (32) est 


quadratique en y. 
De plus, on peut vérifier qu'un deuxiéme facteur intégrant de l'équation (19) est 


х,у) = =, 
шх, y) ттт 

et qu'on obtient la méme solution, mais beaucoup plus difficilement, si on utilise ce facteur intégrant 
(voir le probléme 32). 
Problémes 
Е Déterminez si les équations des problémes 1 à 12 sont exactes. Si c'est le cas, trouvez la solution. 

1. Qx43)- Qy – 2)у 20 2. (2х+ 4у) + Qx- 2yy' = 0 

3. (3х2 - 2ху+ 2) dx + (6 - х2 + 3) ау= 0 4. Qxy? + 2у) + (2х2у + 2х)у' = 0 

5 dy | ax*tby 6 dy | ax-by 

dx bx+cy dx bx—cy 


7. (e sin y — 2y sin x) dx + (е cos y + 2 cos x) dy = 0 

8. (e sin y + 3y) dx — (3x — e" sin y) dy 0 

9. (уе? cos 2x — 2e" sin 2x + 2x) dx + (xe? cos 2x — 3) dy = 0 
10. (у/х + бх) dx + (ln x - 2) dy = 0, х>0 


11. (xIn y+ xy)dx+ (y ln x+ xy) ау-0; x>0, y>0 
x dx у dy 
12. Ge у?)?? gi yy? = 


E Pour les problèmes 13 et 14, résolvez le probléme de valeur initiale et déterminez approximativement 
l'intervalle ой la solution est valide. 


13. Qx— y) dx + (2y — x) dy = 0, у) 23 
14. (9? + y - 1) dx- (4y - x) dy = 0, y(1)20 
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P в Pour les problèmes 15 et 16, trouvez la valeur de b pour laquelle l'équation est exacte, puis résolvez-la 
en utilisant cette valeur de b. 


15. (ху? + bxy) dx + (x + y)? dy = 0 
16. (ye?" + x) dx + bxe?? dy = 0 


17. Supposez que l'équation (6) satisfait aux exigences du théorème 2.2.1 dans un rectangle R et est, 
par conséquent, exacte. Montrez qu'une fonction possible y(x, y) est 


W(x, y) = ГА M(s, yg) ds + f N(x,t) dt, 
Хо MU 
ой (xs, Yo) est un point de R. 
18. Montrez que toute équation à variables séparables 
М(х) + N(yy' 20 
est également exacte. 


ш Montrez que les équations des problèmes 19 à 22 ne sont pas exactes, mais qu'elles le deviennent 
quand on les multiplie par le facteur intégrant indiqué. Ensuite, résolvez les équations. 


19. х?у?+ х(1 + 2)y' = 0, ux, y) = 1/xy° 


20. (A2 vin Ja + бөле E ao, ux, y) = уе" 
y b, 
21. ydx* Qx-ye)dy20,  u(x, y)-y 


22. (х--2) sin y dx + x cos y dy = 0, Lx, y) = хе" 


23. Montrez que si (Nx — MIM = Q, où Q est une fonction de y seulement, alors l'équation 
différentielle 


M + № =0 


a un facteur intégrant de la forme 
шу) = exp / QC) ау. 


24. Montrez que si (№, — M, )/(хМ — yN ) = R, où К dépend de la quantité xy seulement, alors l'équa- 
tion différentielle 


M +Ny =0 
a un facteur intégrant de la forme u(xy). Trouvez une formule générale afin d’exprimer ce facteur 
intégrant. 
Е Pour les problèmes 25 à 31, trouvez un facteur intégrant et résolvez l'équation donnée. 
25. (3x2y + 2xy + у?) dx + (Q2 + y?) dy = 0 
26. y =e"+y-1 
27. dx +(x/y – sin y) dy =0 
28. y dx+(2xy-e?) dy=0 
29. e*dx + (е* cot y + 2y csc y) dy 2 0 
30. [4(x°/y?) + (3/y)] dx + [3(x/y?) + 4y] dy = 0 


2 
31. О э Фо 
y y x Jdx 


Remarque : Reportez-vous au probléme 24. 


32. Résolvez l'équation différentielle 
Qxy + y?) + (2 + ху)у = 0 


en utilisant le facteur intégrant u(x, у) = [xy(2x+ y)] !. Vérifiez si la solution est la même que celle 
qui a été obtenue dans l'exemple 4 avec un facteur intégrant différent. 
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[РЕ] Les équations linéaires et l'équation 
de Bernoulli 


Soit l'équation différentielle de la forme 


Lm 
n wn (1) 


où f est une fonction de deux variables donnée. 

Si la fonction f dans l'équation (1) est linéairement dépendante de la variable dépendante y, 
alors l'équation (1) est une équation linéaire du premier ordre. Dans les sections 1.1 et 1.2, on 
a discuté un type restreint d'équations linéaires du premier ordre oü les coefficients étaient 
constants. Voici un exemple typique : 


—=-ay+b, (2) 


ойа et b sont des constantes données. Comme on Га déjà vu, c'est une équation de cette forme 
qui permet de décrire le mouvement d'un objet en chute libre dans l'atmosphére. Maintenant, 
on considère l'équation linéaire du premier ordre la plus générale, qu'on obtient en remplaçant 
les coefficients a et b de l'équation (2) par des fonctions arbitraires de t. Habituellement, on écrit 
l'équation linéaire du premier ordre sous la forme normalisée 


dy 
dt 


où p et g sont des fonctions données de la variable indépendante t. 
Parfois, il est plus pratique d'écrire l'équation sous la forme 


+ p(t)y = g(t), (3) 


ри) +0(0у= 60), (4) 


où P, О et С sont donnés. Évidemment, tant que P(t) + 0, on peut convertir l'équation (4) en 
l'équation (3) en la divisant par P(®. 

Dans certains cas, il est possible de résoudre facilement une équation linéaire du premier 
ordre en intégrant l'équation, comme dans l'exemple suivant. 


| Exemple! | Résolvez l'équation différentielle 


аз ary ar (5) 


Le membre de gauche de l'équation (5) est une combinaison linéaire de dy/dt et de y, une com- 
binaison qui apparait également dans la régle du calcul différentiel et intégral permettant de dériver 
un produit. En fait, 


(а+12) 4 2ty- 44. ІЗууі; 
dt dt 
il s'ensuit qu'on peut réécrire l'équation (5) sous la forme 
d 2 
—[(4 4 t^)y]- 4t. (6) 
dt 


Par conséquent, méme si y est inconnu, on peut intégrer les deux membres de l'équation (6) par 
rapport à f, obtenant ainsi 


(4 yz 26 +c, (7) 
ой c est une constante d'intégration arbitraire. En isolant y, on obtient 
21° с 
- . (8) 
УН aD) 


Cette solution est la solution générale à l'équation (5). 


2.3 Les équations linéaires et l'équation de Bernoulli bp 45 


Malheureusement, la plupart des équations linéaires du premier ordre ne peuvent pas être 
résolues par la méthode illustrée dans l'exemple 1, car leurs membres de gauche ne sont pas des 
dérivées du produit de y et d’une autre fonction. Cependant, Leibniz a découvert qu’en multi- 
pliant l'équation différentielle par une certaine fonction u(t), on peut la convertir en une équa- 
tion qu'on peut intégrer facilement en utilisant la régle du produit des dérivées, comme dans 
l'exemple 1. La fonction u(t) s'appelle un facteur intégrant et notre tâche principale consiste 
à trouver une facon de la déterminer pour une équation donnée. Nous montrerons d'abord la 
facon d'utiliser cette méthode à l'aide d'un exemple, puis nous l'appliquerons à une équation 
linéaire générale du premier ordre écrite sous la forme standard (3). 


Trouvez la solution générale à l'équation différentielle 


NM д 
dt 2° 2 

Tracez quelques courbes-solutions représentatives ; autrement dit, représentez graphiquement les 
solutions correspondant à plusieurs valeurs de la constante arbitraire c. Trouvez aussi la solution par- 
ticulière dont le graphique contient le point (0, 1). 

La première étape consiste à multiplier l'équation (9) par une fonction u(t), encore indéterminée ; 
par conséquent, 


dy 1 1 | 
шау + HO) = ue. (10) 


La question est maintenant de savoir si on peut choisir u(t) de façon que le membre de gauche de 
l'équation (10) soit la dérivée du produit u(t)y. Pour toute fonction différentiable u(t), on a 


а 
ut) " 


E (11) 


d dy 
—[u(t)y] = u(r) + 
pA )y]= ш i. 
Par conséquent, le membre de gauche de l'équation (10) et le membre de droite de l'équation (11) 
sont identiques, à condition de choisir u(t) de façon à satisfaire à 


dur) Y 
3 cH. (12) 


Notre recherche d'un facteur intégrant sera fructueuse si on peut trouver une solution à l'équa- 
tion (12). Peut-étre pouvez-vous nommer facilement une fonction qui satisfait à l'équation (12): quelle 
fonction bien connue du calcul différentiel et intégral a une dérivée égale à une demi-fois la fonction 
initiale ? De facon plus systématique, réécrivez l'équation (12) sous la forme 


аша _ 1 
Ð X 
qui est équivalente à 
d 1 
--1 t)--. 13 
7: 3 Шыр) (13) 
П s'ensuit alors que 
1 
In |u(t)| 7 2t C, 
2 
ou 
ШО) = ce”. (14) 


La fonction u(t) donnée par l'équation (14) est un facteur intégrant de l'équation (9). Puisque nous 
n'avons pas besoin du facteur intégrant le plus général, on peut poser c égal à 1 dans l'équation (14) et 
utiliser u(t) = е". » 
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» On revient maintenant à l'équation (9), оп la multiplie par le facteur intégrant е? et on obtient 


dy 1 1 

12 12 51/6 

——+ = е". 15 
И dt 2° 77° М0) 


Gráce à notre choix de facteur intégrant, le membre de gauche de l'équation (15) est la dérivée 


de e? y; donc, l'équation (15) devient 


d oap l 5 
ud =— : 16 
FG » "d (16) 


En intégrant les deux membres de l'équation (16), on obtient 
un. 3 sue 
e'^y--e +c, (17) 
5 
ой c est une constante arbitraire. Enfin, en résolvant l'équation (17) pour trouver y, on obtient la solu- 


tion générale à l'équation (9), à savoir, 


y- se ce (18) 


Pour trouver la solution qui passe par le point (0, 1), on pose f = 0 et y = 1 dans l'équation (18), 


obtenant ainsi 1 = (3/5) + с. Par conséquent, c = 2/5 et la solution désirée est 


3 1/3 2 -Н2 
=-e +-e ^. 19 
у-; 5 (19) 


La figure 2.3.1 montre les graphiques de l'équation (18) pour plusieurs valeurs de c, avec un champ 
de direction en arrière-plan. La solution qui satisfait à y(0) = 1 est représentée par la courbe noire. 
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Champ de direction et courbes-solutions de у + у= е" ; la courbe noire 
passe par le point (0, 1). 2 2 


Étendons maintenant la méthode des facteurs intégrants aux équations de la forme 
dy 
—-Fay - g(t), 20 
di y-g(t) (20) 


où a est une constante donnée et g(f) est une fonction donnée. En procédant comme dans 
l'exemple 2, on constate que le facteur intégrant u(t) doit satisfaire à 


СЕ ap, (21) 


2.3 Les équations linéaires et l'équation de Bernoulli „ат 


plutôt qu'à l'équation (12). Par conséquent, le facteur intégrant est (т) = e^. En multipliant 
l'équation (20) par u(t), on obtient 


at dy at at 
ce = e" g(t), 
e" Z caet y egt 
ou 
(oe) eter) (22) 
di y 8M). 


En intégrant les deux membres de l'équation (22), on obtient 
е“у= few dt+c, (23) 


où c est une constante arbitraire. Pour de nombreuses fonctions simples g(t), on peut évaluer 
l'intégrale de l'équation (23) et exprimer la solution y en termes de fonctions élémentaires, 
comme dans l'exemple 2. Toutefois, pour des fonctions plus compliquées (4), il est nécessaire 
de laisser la solution sous la forme intégrale. Dans ce cas, 


1 
у-е / e" e(s) ds+ce *. (24) 
10 
Notez que dans l'équation (24), nous avons utilisé s pour noter la variable d'intégration afin 
de la distinguer de la variable indépendante f et nous avons choisi une valeur pratique t) comme 
limite inférieure d'intégration. 


Résolvez l'équation différentielle 
——2yz4-t (25) 


et tracez les graphiques de différentes solutions. Trouvez le point initial sur l'axe des y qui sépare les 
solutions qui ont une forte croissance de celles qui ont une forte décroissance lorsque t — ce. 


Puisque le coefficient de y est —2, le facteur intégrant pour l'équation (25) est u(t) = e ?'. En mul- 
tipliant l'équation différentielle par u(t), on obtient 
d -21 -21 -21 
--(е “у)у-4е“-іе”. (26) 
dt 


Alors, en intégrant les deux membres de cette équation, on obtient 


-2t -2t 1 -2t 1 -2t 
2e +=1е + 
е у е 2 е 4 е 


“с, 


ой on a utilisé la méthode d'intégration par parties sur le dernier terme de l'équation (26). Ainsi, la 
solution générale à l'équation (25) est 


7 1 3; 
-----і-се”. 27 
yes (27) 


Га figure 2.3.2 à la page suivante présente les graphiques de la solution (27) pour différentes 
valeurs de c. Le comportement de la solution pour de grandes valeurs de г est déterminé par le 
terme ce”. Si c + 0, alors la solution admet une forte croissance ou une forte décroissance exponen- 
tielle, selon le signe de c. Ainsi, les solutions divergent quand f augmente. La frontière séparant 
les solutions qui croissent de celles qui décroissent se situe en с - 0. Si on pose c - 0 dans l'équa- 
tion (27) et qu'on pose t = 0, on trouve у = —7/4. П s'agit du point de séparation sur Гахе des y qu'on 


| T R 7 : A 
recherchait. Il faut noter que pour cette valeur initiale, la solution est y = EC Ы i la solution croît 


(mais pas de maniére exponentielle). » 
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| Figure 2.3.2 Courbes-solutions pour y – 2y = 4 – t. 


Les exemples 2 et 3 sont des cas particuliers de l'équation (20) 


dy 
—-- ay — g(t), 
7% 807) 


dont les solutions sont obtenues à l'aide de l'équation générale 
у-еч f^ ds-t се“. 


Les solutions convergent si a > О (voir l'exemple 2) et elles divergent si a « О (voir l'exem- 
ple 3). Cependant, contrairement aux équations considérées dans les sections 1.1 et 1.2, l'équa- 
tion (20) n'a pas de solution d'équilibre. 

L'étape finale consiste à étendre la méthode des facteurs intégrants à l'équation linéaire du 
premier ordre (3) 

dy 
a p(t)y = 86), 
où p et g sont des fonctions données. 

En posant M(t,y) = p(t)y(t) — g(t) et N(t, y) = 1, on peut réécrire l'équation (3) sous la 

forme 


ма, ума, 2-0. (28) 


М | 
L'équation (3) sous la forme (28) n'est pas exacte, car 9м = p(t)+ ~ =0. Maintenant, 


en nous servant de l'équation (26) de la section 2.2, déterminons si elle a un facteur intégrant 


qui dépend de f seulement. En calculant la quantité (M, — N,)/N, on trouve 


әм Әм 
ду дї p(0)-0 
NGy — 1 = p(t). 


Ainsi, il y a un facteur intégrant u qui dépend seulement de f et qui satisfait à l'équation 
différentielle 
аш)” 


"а = РОН. (29) 
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Si оп suppose temporairement que u(t) est positive, alors on obtient 
du(t)dt _ 


t), 
uO pt) 


et, par conséquent, 
ln u(t) = fo dt+k. 


En donnant à la constante arbitraire k la valeur zéro, on obtient l'expression la plus simple pos- 
sible pour u, soit 


u(t) = exp / no dt. (30) 


П faut noter que u(t) est positive pour tout t, comme on l’a supposé. 
Si on multiplie l'équation (3) par la fonction u(t), on obtient 


ий) 2 + риу = UOLO. (31) 


Еп se servant de l'équation (29), on constate que le premier membre de l'équation (31) est 
la dérivée du produit u(t) y. L'équation (31) devient 


у= ug). (52) 
Ainsi, 
Ш)у- / us)gs) ds + c. 
Donc, la solution générale à l'équation (3) est 


/ u(s)g(s) dst c 
BENT 


y (33) 


Il faut noter que pour trouver la solution résultant de l'équation (33), deux intégrations sont 
nécessaires : une pour obtenir u(t) à partir de l'équation (30) et l'autre pour obtenir y à partir de 
l'équation (33). 


Résolvez le probléme de valeur initiale 


ту'+ 2y = 4t, (34) 
x1) = 2. (35) 

En réécrivant l'équation (34) sous la forme (normalisée) standard (3), on obtient 
у + Q/t)y = 4t. (36) 


Donc, p(t) = 2/t et g(t) = 41. Pour résoudre l'équation (36), on calcule d'abord le facteur intégrant u(t). 
On obtient 


ut) = ew f z а= е2" ={?. (37) 
En multipliant l'équation (36) par u(t) = t°, опа 
ty + 2ty = (у) = AC, 
et, par conséquent, 


yz t* c, » 
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> où c est une constante arbitraire. Il s'ensuit que 
c 
у=? +— (38) 


est la solution générale à l'équation (34). La figure 2.3.3 présente les courbes-solutions à l'équa- 
tion (34) pour différentes valeurs de c. Afin de satisfaire à la condition initiale (35), on doit choisir 
c= 1. Ainsi, 


y=t +5 t>0 (39) 


est la solution au problème de valeur initiale (34), (35). Cette solution, représentée par la courbe en 
gras, est illustrée à la figure 2.3.3. Il faut noter qu'elle est non bornée et qu'elle admet comme asymp- 
tote la partie positive de l'axe des y quand т — 0 par la droite. Il s'agit d'une conséquence de la discon- 
tinuité infinie du coefficient р(г) à l'origine. La fonction y = 2 + (1/2?) pour t < 0 ne fait pas partie de la 
solution à ce probléme de valeur initiale. 

Cet exemple est le premier pour lequel il n'y a aucune solution pour certaines valeurs de 1. Une 
fois de plus, ce résultat est dû à la discontinuité infinie de p(t) en t = 0, qui restreint la solution à Pinter- 
valle 0 <1< ee. 


Y 


Courbes-solutions pour ty’ + 2y = 42; la courbe noire passe à travers le 
point (1, 2). 


En observant de nouveau la figure 2.3.3, on remarque que certaines solutions (celles pour les- 
quelles c > 0) admettent comme asymptote la partie positive de l'axe des y quand г — 0 par la droite, 
tandis que d'autres solutions (pour lesquelles c « 0) admettent comme asymptote la partie négative de 
l'axe des y. La solution pour laquelle c = 0, soit y = 2, demeure bornée et méme différentiable en т = 0. 
Si on généralise la condition initiale (35) à 


YO) = уо, (40) 
alors c = y, — 1. La solution (39) devient alors 
ys Puit, t>0. (41) 


Comme dans l'exemple 3, il s'agit d'un cas où il y a une valeur initiale critique, soit y, = 1, qui 
sépare les solutions se comportant de deux maniéres bien différentes. 


| Exemple | Résolvez le probléme de valeur initiale 


2y 4 ty 22, (42) 
y(0)= 1. (43) 


2.3 Les équations linéaires et l'équation de Bernoulli PB ST 


Pour réécrire l'équation différentielle (42) sous la forme standard (3), on doit la diviser par 2, ce 
qui donne 


у t (t/2)y 2 1. (44) 
Par conséquent, p(f) = 1/2 et le facteur intégrant est u(t) = exp(t^/4). Ensuite, on multiplie l'équa- 
tion (44) par u(t), de facon que 


2 Іі 2 2 
ey е уве". (45) 


Le membre de gauche de l'équation (45) est la dérivée de p^ y; donc, en intégrant les deux 
membres de l'équation (45), on obtient 


ei^ y- [e dt ^ c. (46) 


On ne peut pas évaluer l'intégrale du membre de droite de l'équation (46) en termes des fonctions 
élémentaires habituelles, alors on la laisse non évaluée. Cependant, en choisissant le point t 2 0 comme 
limite inférieure d'intégration, on peut remplacer l'équation (46) par 


1 
e^ у= / e^ ds+ C, (47) 
0 


où c est une constante arbitraire. П s'ensuit alors que la solution générale y à l'équation (42) est donnée 
par 


1 
у= eh / eh ds+ce "4, (48) 
0 


La condition initiale (43) exige que c = 1. 

L'objectif principal de cet exemple est de montrer que parfois la solution doit être laissée en 
termes d'intégrale. Cela ne constitue généralement tout au plus qu'un simple désagrément et non pas 
un obstacle sérieux. Pour une valeur donnée de t, l'intégrale de l'équation (48) est une intégrale définie 
et on peut en déterminer une approximation au degré de précision désiré en utilisant des intégrateurs 
numériques facilement accessibles. Еп répétant cette démarche pour de nombreuses valeurs de ѓ et en 
représentant graphiquement les résultats, on peut obtenir le graphique d'une solution. On peut aussi 
utiliser une méthode d'approximation numérique, qui part directement de l'équation différentielle et 
ne nécessite aucune expression pour la solution. Des logiciels tels que Maple et Mathematica exécutent 
facilement de tels procédés et produisent les graphiques des solutions à des équations différentielles. 

La figure 2.3.4 présente les graphiques de la solution (48) pour plusieurs valeurs de c. D'aprés la 
figure, il semble vraisemblable de supposer que toutes les solutions s'approchent d'une limite lorsque 
t — œ. On peut trouver cette limite de facon analytique (voir le problème 32). 


yA 
3- 


EN 


-3 


| Figure 2.3.4 Courbes-solutions de 2y' + ty = 2. 
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Les équations de Bernoulli Parfois, un changement de variable permet de résoudre une 
équation non linéaire en la transformant en une équation linéaire. Une équation de ce type est 
de la forme 


У + py = q(Dy*, 


où a est un paramètre réel. Elle est dite une équation de Bernoulli en hommage à Jacques 
Bernoulli. 

Pour a = О ou a =1, l'équation est linéaire. Pour a + 0, 1, l'équation est non linéaire. Dans 
ce cas le changement de variable v = y™ réduit l'équation de Bernoulli à une équation linéaire. 
Leibniz a trouvé cette méthode de résolution en 1696. 

On introduit une nouvelle variable dépendante v telle que v(t) = (у(т))' *. Par dériva- 
tion, on a 


v -(1- a)y “у. (49) 
De l'équation de Bernoulli, on a 
y =-р@)у+д@)у“. 
En remplaçant l'expression de y(t) dans l'équation (49), on obtient 
у"-(1-а)у “(-р(ду-4(0у9--(-аур(ду “ + (1- aq). 
Sachant que у = у“, on obtient l'équation linéaire 


v^ (17 a)p(t)v = (1 a)q(t). 


a 


On peut résoudre la dernière équation pour trouver у(7), puis, en remplaçant v par у“, on 
obtient la solution de l'équation de Bernoulli. 


Exemple 6 


Résolvez le probléme de valeur initiale 


y----y, уі. (50) 


: . К 1 Е - 
П s'agit d'une équation de Bernoulli avec p(t) = –-, q(t) = -1 et a = 3. On pose v = у? = y” et on en 
[4 


déduit que у”--2у?у”. À partir de l'équation de Bernoulli, on a у = = y”; П en découle que 


y 2-2y?y = Є »)- y 242. 


Sachant que v = y ^, on obtient l'équation linéaire 
v+ = =2. (51) 
Pour résoudre cette équation, on calcule d'abord le facteur intégrant u(t). On obtient 
ut) = Jes етеін = 72, 
En multipliant l'équation (51) par u(t) = t°, on a 
у +2 = (vy = 212. 


Par conséquent, 


ой c est une constante arbitraire. 
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y П s'ensuit que 


2 c 2?+3с 
yb 2 
t 3t 


est la solution de l'équation (51). 


- 2 4 3c 
Sachant que y = у = ;— , on en déduit que 


31° 
zii | 3p 
dum РТЖ 


Afin de satisfaire à la condition initiale у(1)- 1, on prend la solution qui correspond au signe 


positif et on en déduit que c — L Ainsi, 
3 2 
_ | 3t 
?7 32841 


est la solution du probléme de valeur initiale (50). 


Problémes 


ш Pour les problèmes 1 à 12, procédez comme suit. 


a) Construisez un champ de direction pour l'équation différentielle. 

b) À partir d'un examen attentif du champ de direction, décrivez comment les solutions se com- 
portent lorsque t augmente. 

с) Trouvez la solution générale à l'équation différentielle et utilisez-la pour déterminer le comporte- 
ment des solutions quand t — ee. 


© 1. y +3y=r+e 2 © 2. y'-2y- Pe"? 

© 3. y +y=te "+1 © 4. y + (1/ду= 3 cos 21, і>0 
© 5. y -2y=3e © 6. ty +2y=sint, 1>0 

© 7. y *2ty 22te © 8. (1+ Dy + 4tys (1 + P)? 

© 9. 2у+у= 31 © 10. ty -y= Ре" 

© 11. y +у= 5 sin 21 © 12. 2y +y= 32 


ш Pour les problèmes 13 à 20, trouvez la solution au problème de valeur initiale. 
13. y'- у= 2te?, y(0)21 
14. y + 2у = te”, y(1)20 
15. іу “2у-Р-і-1, МЕ і>0 
16. y + (2/0у = (cos 0/2 у(л) = 0, і>0 
17. y – 2у= e”, у(0) = 2 
18. ty + 2у = sint, y(z/2) = 1, 1>0 
19. y +42у= e, y(-D = 0, 1<0 
20. ty + (1+ у= y(n 2) = 1, 1>0 
ш Pour les problèmes 21 à 23, procédez comme suit. 


a) Construisez un champ de direction pour l'équation différentielle. Comment les solutions semblent- 
elles se comporter quand 7 augmente ? Le comportement dépend-il du choix de la valeur initiale 
de a? Soit a, la valeur de a pour laquelle la transition d'un type de comportement à un autre se 
produit. Estimez la valeur de aj. 


b) Résolvez le probléme de valeur initiale et trouvez exactement la valeur critique de aj. 


с) Décrivez le comportement de la solution correspondant à la valeur initiale de aj. 


1 
© 21. Mgr оов, y(0)= a 
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© 22. 2y - у= e^, y(0)= a 
© 23. 3у'– 2y = е", y(0)= a 
ш Pour les problèmes 24 à 26, procédez comme suit. 


a) Construisez un champ de direction pour l'équation différentielle. Comment les solutions semblent- 
elles se comporter quand т — 0? Le comportement dépend-il du choix de la valeur initiale a? 
Soit a, la valeur de a pour laquelle la transition d'un type de comportement à un autre se produit. 
Estimez la valeur de ag. 
b) Résolvez le probléme de valeur initiale et trouvez exactement la valeur critique de aj. 
с) Décrivez le comportement de la solution correspondant à la valeur initiale de aj. 
© 24. гу + (1+ Dy = 2te”, у(@) = a, і>0 
© 25. гу + 2y = (sin D/f, y(-z/2) = a, t«0 
© 26. (sin ду + (cos Dy e, y() = a, 0<і<л 


© 27. Considérez le problème de valeur initiale 


| І 
hac сов, y(0) = -1. 


Trouvez les coordonnées du premier maximum local de la solution pour t > 0. 


© 28. Considérez le probléme de valeur initiale 


r2 1 
y заг: у(0) = yo. 


Trouvez la valeur de y, pour laquelle la solution touche mais ne croise pas l'axe des 1. 


© 29. Considérez le probléme de valeur initiale 


yel 3+2 cos 21, y(0)= 0. 


a) Trouvez la solution à ce probléme de valeur initiale et décrivez son comportement pour une 
valeur élevée de t. 


b) Déterminez la valeur de 1 pour laquelle la solution croise pour la première fois la droite 
у= 12. 
30. Trouvez la valeur de y, pour laquelle la solution au probléme de valeur initiale 
y-y-l-c3sint, y(0) = у, 
demeure bornée lorsque t — ce. 


31. Considérez le probléme de valeur initiale 
3 
оез 2ч у(0) = уо. 
Trouvez la valeur de y, qui sépare les solutions qui croissent quand t — + de celles qui décroissent. 


Comment la solution qui correspond à cette valeur critique de y, se comporte-t-elle quand t — oe? 


32. Montrez que toutes les solutions à 2y' + ty = 2 (l'équation (42) dans le texte) s'approchent d'une 
limite lorsque f — ce et déterminez cette valeur limite. 


Suggestion: Considérez la solution générale, l'équation (48), et appliquez la règle de І/ Hospital 
au premier terme. 


33. Montrez que si a et À sont des constantes positives et que b est un nombre réel, alors toute solution 
à l'équation 
y + ay = be^ 
admet la propriété voulant que y — 0 lorsque f — ee. 
Suggestion : Il convient de considérer séparément les situations où a = À et celles où a z À. 


Е Pour les problèmes 34 à 37, construisez une équation différentielle linéaire du premier ordre dont les 
solutions ont le comportement requis lorsque f — о. Ensuite, résolvez votre équation et vérifiez que 
les solutions ont effectivement la propriété précisée. 
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34. Toutes les solutions ont comme limite 3 lorsque t — ce. 

35. Toutes les solutions admettent comme asymptote la droite y = 3 — t lorsque t — ce. 
36. Toutes les solutions admettent comme asymptote la droite y = 27 — 5 lorsque t — о, 
37. Toutes les solutions s'approchent de la courbe y = 4 — Г lorsque t — оо. 


38. La variation des paramètres  Considérez la méthode suivante pour résoudre l'équation linéaire 
générale du premier ordre: 


Y +р(ду = 8(@®. (і) 


a) Si g(t) est identiquement nulle, montrez que la solution est 


y-A ex- Јо “| (ii) 


b) Si g(t) n’est pas identiquement nulle, supposez que la solution est de la forme 


у= A(t) ev|- / p(t) “| (ш) 


ой A est une fonction de т. En posant cette expression dans l'équation différentielle, montrez 
que A(t) doit satisfaire à la condition 


А'@)= «де Гоа (іу) 


с) Trouvez A(t) à partir de l'équation (iv). Ensuite, posez А (f) dans l'équation (iii) et déterminez y. 
Vérifiez que la solution obtenue de cette maniére coincide avec celle de l'équation (30). On 
appelle cette technique la variation des paramètres. Cette dernière est discutée en détail à la 
section 3.7 qui porte sur les équations linéaires du deuxiéme ordre. 


ой А est une constante. 


ш Pour les problèmes 39 à 42, utilisez la méthode qui a servi au probléme 38 afin de résoudre l'équation 
différentielle. 


39. y — 2у= Pe? 40. у + (I/f)y 23 cos 2t, і>0 
41. ty + 2y = sin f, і>0 42. 2y +y=3ť 


ш Les problèmes 43 à 46 portent sur les équations de Bernoulli. Trouvez la solution générale de chacune 
de ces équations. 


43. Ру -2ty - у? 20, і>0 
44. у= гу – Ку?, r > 0 et k > 0. Cette équation est importante dans l'étude des dynamiques de popu- 
lation. On discutera ce sujet plus en détail à la section 2.5. 


45. у= ey- oy, e > 0et о> 0. On utilise cette équation dans l'étude de la stabilité de l'écoulement 
d'un fluide. 


46. dyldt = (Т cos t + T)y — y), où Г et T sont des constantes. On utilise aussi cette équation dans 
l'étude de la stabilité de l'écoulement d'un fluide. 


Problémes supplémentaires 


Une des difficultés qui se posent dans la résolution des équations du premier ordre est l'existence de 
diverses méthodes de résolution, chacune d'elles pouvant servir à un certain type d'équations. Savoir 
choisir la méthode de résolution appropriée pour une équation est une habileté parfois longue à maítriser. 
Les problémes suivants permettent de vous exercer à déterminer la ou les méthodes applicables à une 
équation donnée. » 
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ш Pour les problèmes 1 à 32, résolvez l'équation différentielle. Si une condition initiale est précisée, 
trouvez aussi la solution qui satisfait à la condition. 


i dy x!-2y 2 dy l-*cosx 
` dx x ` ах 2-siny 
ау 2x+ y ау 
з. -------- 03-0 4. ---3-бх-у-2 
dx 3+3y° -x У) ах MEQUE 
dy 2xy+ y? +1 dy 
5. = 6. х——+ху=1-у, D=0 
dx x? +2xy “ах i d nm 
dy 4x «1 i 
7, 40+ в. xD ay E, y= 
dx у(2+3у) dx x 
dy 2xy+1 2 2 2, dy 
9, —2- 10. (х“у-ху-у)-(х7у-2х9---0 
m ass GC ytxy-y)btGy Uk 
п. G^» ғо жеу c 12. у= 1 
ах ах 1+е* 
а а 
13. ®—1+2х+у?+2ху? M. (х+у)+(х+2у)7=0, — y2-3 
dx dx 
d d =x 252» 
15. (е" +1) — 16. y _ ы. е 
ах dx -е "siny+2e”sinx 
y, Ф—,®+зу 18. P'uoy-e ^, — y9)-3 
dx dx 
2| $5.42 
19. dy 3x 2y- y 20. у= e 
dx 2x+3xy 
dy 2y? -4 dy х-1 
3j D, ы „= 22. =—, у(1їу=1 
dx Зх +4ху+Зу ах y +1 
23. ганаа 24. 2siny sinx cosx+cosy sin? x 2 = 0 
dt dx 
nee) БЕЛЕМ 26. xy = y xe" 
д у x? + y? x? + y? y? dx eod Y 
dy X š 2 ау 
27. — ——,———, Suggestion: Posez и = х. 28. (2у-3х)--х-- 
dx ху-у” dx 
d d 
29. ау х%у 30. y! + 2xy)— Qxy +x) 2 = 0 
dx x-y dx 
2 2 
ai EL. ES 32. xy *y-y'e" 20, у()-2 


dx 2x? 3xy' 


33. Les équations de Riccati L'équation 


dy 2 
—— = 4100) +4(0)у+43(0)у 

ах 
est appelée une équation de Riccati?. Supposez qu'une solution particulière y, à cette équation est 
connue. On peut obtenir une solution plus générale contenant une constante arbitraire en effec- 
tuant la substitution 
1 


y- nS 


2. Les équations de Riccati sont nommées ainsi en l'honneur de Jacopo Francesco Riccati (1676-1754), un aristocrate 
vénitien, qui a refusé des nominations universitaires en Italie, en Autriche et en Russie afin de poursuivre ses études 
mathématiques à la maison, de facon individuelle. Riccati a étudié ces équations en profondeur. Toutefois, c'est Euler 
(en 1760) qui a découvert le résultat énoncé dans ce probléme. 


2.4 Les différences entre les équations linéaires et non linéaires b 5770000 


Montrez que v(t) satisfait à l'équation linéaire du premier ordre 


dv 
— --(q,42 — q. 
p (4+ 2q3y))v- q3 


Notez que v(f) ne contiendra qu'une seule constante arbitraire. 


34. En utilisant la méthode décrite au probléme 33 et la solution particuliére donnée, résolvez les 
équations de Riccati suivantes. 


P : 1 1 
а) у=1+2-21у+у, у(ф-і b) y nee yt, у0)= - 
dy 2cos!t-sin?t- y? : 
c) = ; y, (D sint 
dt 2cost 


35. La propagation d'une action unique dans une vaste population (par exemple, les conducteurs de 
voiture qui allument leurs phares à la tombée du jour) dépend souvent en partie de circonstances 
externes (la noirceur qui arrive) et en partie d'une tendance à imiter les personnes qui ont déjà 
accompli l'action en question. Dans ce cas, on peut décrire? la proportion у(/) de personnes qui 
ont accompli l'action à l'aide de l'équation 


dyldt = (1 — y)|x(t) + by], © 
où x(t) mesure le stimulus externe et b est le coefficient d'imitation. 


a) Remarquez que l'équation (1) est une équation de Riccati et que y, (f) = 1 en est une solution. 
Utilisez la transformation suggérée dans le problème 33 et trouvez une équation linéaire satis- 
faite par v(t). 

b) Trouvez v(t) dans le cas ой х() = at, où a est une constante. Laissez votre réponse sous la 
forme d'une intégrale. 


EZ Les différences entre les équations 
linéaires et non linéaires 


Jusqu'à maintenant, nous avons surtout démontré qu'il est possible d'utiliser les équations diffé- 
rentielles du premier ordre pour étudier différents types de problémes en sciences de la nature. 
De plus, nous avons présenté des méthodes permettant de résoudre de telles équations, qu'elles 
soient à variables séparables, exactes linéaires ou linéaires. Maintenant, nous allons nous pen- 
cher sur des questions plus générales portant sur les équations différentielles et voir plus en 
détail en quoi les équations non linéaires différent des équations linéaires. 


L'existence et l'unicité des solutions Jusqu'ici, on a étudié plusieurs problèmes de valeur 
initiale, chacun d'eux ayant une solution et, apparemment, une seule. Maintenant, on doit déter- 
miner si cette situation est vraie pour tous les problémes de valeur initiale d'équations du pre- 
mier ordre. En d'autres mots, est-ce que tout probléme de valeur initiale posséde exactement 
une solution ? Cette question est importante, méme pour ceux qui ne sont pas mathématiciens. 
En étudiant un probléme de physique, si on doit résoudre un probléme de valeur initiale, on 
voudra sans doute savoir s'il existe une solution avant de consacrer du temps et des efforts à 
résoudre ce probléme. De plus, si on trouve une solution, on voudra savoir s'il faut continuer 
à chercher d'autres solutions ou si cette solution est unique. En ce qui concerne les équations 
linéaires, le théoréme fondamental à la page suivante permet de répondre à ces questions. 


3. Voir Anatol Rapoport, « Contribution to the Mathematical Theory of Mass Behavior: I. The Propagation of Single 
Acts», Bulletin of Mathematical Biophysics 14 (1952), p. 159-169, et John Z. Hearon, «Note on the Theory of Mass 
Behavior», Bulletin of Mathematical Biophysics 17 (1955), p. 7-13. 
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Si les fonctions p et g sont continues dans un intervalle ouvert 7: œ < t < f contenant le 
point t= f,, alors il existe une unique fonction y = $(f) qui satisfait à l'équation différentielle 


у * p(Dy = (0 (1) 
quel que soit / dans l'intervalle /, et qui satisfait également à la condition initiale 
Yo) = Уо, (2) 


où y, est une valeur initiale donnée. 


En fait, le théorème 2.4.1 énonce que le problème de valeur initiale donné admet une solu- 
tion et que cette solution est unique. En d’autres mots, le théorème soutient à la fois l'existence et 
l'unicité de la solution au probléme de valeur initiale (1), (2). De plus, il affirme que la solution 
existe dans n'importe quel intervalle / contenant le point initial 1, où les coefficients p et g sont 
des fonctions continues. Ainsi, la solution peut étre discontinue ou ne pas exister seulement 
en des points ой au moins l'une de p ou 2 est discontinue. Il est souvent facile de déterminer de 
tels points. 

On trouve en partie la démonstration de ce théoréme dans la discussion de la section 2.3 qui 
mene à la formule (voir l'équation (33) de la section 2.3) 


Шу- / ue) dtc, (3) 


u(t) = exp fpo dt. (4) 


La démarche de la section 2.3 montre que si l'équation (1) admet une solution, alors elle 
doit étre donnée par l'équation (3). En observant d'un peu plus prés cette démarche, on peut 
aussi conclure que l'équation différentielle (1) doit effectivement avoir une solution. Puisque 
p est continu pour Qa < t < f, il s'ensuit que u est défini dans cet intervalle et qu'il s'agit d'une 
fonction différentiable non nulle. En multipliant l'équation (1) par u(f), on obtient 


[Dy] = ug). (5) 


Puisque u et g sont continues, la fonction ug est intégrable et l'équation (3) découle de l'équa- 
tion (5). De plus, l'intégrale de ug est différentiable. Donc y telle que donnée dans l'équation (3) 
existe et elle est différentiable dans l'intervalle o « t « В. En substituant l'expression pour 
déterminer y de l'équation (3) dans l'équation (1) ou l'équation (5), on peut facilement vérifier 
que cette expression satisfait à l'équation différentielle dans l'intervalle о < t < f. Finalement, 
la condition initiale (2) permet de déterminer la valeur unique de la constante c. Il n'existe donc 
qu'une seule solution au probléme de valeur initiale, ce qui compléte la démonstration. 

L'équation (4) détermine le facteur intégrant u(f) à un facteur multiplicatif près qui dépend 
de la borne inférieure de l'intégrale. Si on choisit cette borne inférieure égale à t}, alors 


U(t) = exp / p(s) ds, (6) 


et il s'ensuit que u(f;) = 1. En utilisant le facteur intégrant donné par l'équation (6) et en choisis- 
sant la borne inférieure de l'intégrale de l'équation (3) égale à t), on obtient la solution générale 
à l'équation (1) sous la forme 


=й xd. u(s)g(s) astel (7) 
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Pour satisfaire à la condition initiale (2), on doit choisir c = y,. Ainsi, la solution au pro- 
blème de valeur initiale (1), (2) est 


1 1 
= f us)g(s) ds + | (8) 


ой u(t) est donné par l'équation (6). 
En revenant maintenant aux équations différentielles non linéaires, on doit remplacer le 
théoréme 2.4.1 par un théoréme plus général, comme celui qui suit. 


Théoréme 2.4.2 


Si les fonctions fet df/dy sont continues dans un rectangle œ< t < 8, y « y < ócontenant le 
point (4, Yo), alors il existe un intervalle t, — A < t < 1, + h contenu dans œ< t < p pour lequel 
il existe une solution unique y = (1) concernant le probléme de valeur initiale 


Yy-f(Ly, у0)-х- (9) 


Il faut noter que les hypothèses du théorème 2.4.2 se réduisent à celles du théorème 2.4.1 si 
l'équation différentielle est linéaire. Dans ce cas, 


f (t y) =—р(#у + 800) et df (t, y) dy = —p(t). 


Donc, la continuité de f et de df/dy équivaut à la continuité de p et de g. La démonstration 
du théoréme 2.4.1 était relativement simple, car elle était basée sur l'expression (3) qui donne 
la solution à une équation linéaire quelconque. Il n’y a pas d'expression correspondante pour la 
solution à l'équation différentielle (9), ce qui rend la démonstration du théoréme 2.4.2 beaucoup 
plus difficile. On en discute plus longuement et en profondeur dans des manuels d'équations 
différentielles plus avancés. 

П faut noter ici que les hypothèses du théorème 2.4.2 sont suffisantes pour garantir l'existence 
d'une solution unique au probléme de valeur initiale (9) dans un intervalle t, — й < t < ty + h, 
mais elles ne sont pas nécessaires. Cela signifie que la conclusion peut s'appliquer sous des 
hypothéses un peu plus faibles sur la fonction f. En fait, on peut établir l'existence d'une solution 
(mais non son unicité) sur la seule base de la continuité de f. 

Examinons maintenant quelques exemples. 


Utilisez le théoréme 2.4.1 pour trouver l'intervalle dans lequel le probléme de valeur initiale 


ty + 2y = AC, (10) 


x1)-2 (11) 


admet une solution unique. 
En réécrivant l'équation (10) sous la forme standard (1), on a 


y + (2/0)у = 4t. 

Donc, p(t) = 2/t et g(t) = 4t. Ainsi, pour cette équation, g est continu pour tout г, tandis que p est 
continu seulement pour г< О ou pour t > 0. L'intervalle t > 0 contient le point initial. Par conséquent, le 
théorème 2.4.1 garantit que le probléme (10), (11) admet une solution unique dans l'intervalle 0 « t « ee. 
Dans l'exemple 4 de la section 2.3, on a trouvé que la solution à ce probléme de valeur initiale était 


y= +> t>0. (12) 


On suppose maintenant que la condition initiale (11) est remplacée par у(-1) = 2. Alors, le 
théorème 2.4.1 soutient l'existence d'une solution unique pour т < 0. Comme on peut facilement le 
vérifier, la solution est une fois de plus donnée par l'équation (12), mais elle est maintenant valide dans 
l'intervalle —ee < т< 0. 
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Appliquez le théoréme 2.4.2 au probléme de valeur initiale 


dy 3x +4х+2 


de ue» ` у(0)= -1. (13) 


Il faut noter qu'on ne peut pas appliquer le théoréme 2.4.1 à ce probléme, car l'équation différen- 
tielle est non linéaire. Pour appliquer le théoréme 2.4.2, on observe que 


3x? - Ax - 2 of 3x? +4x+2 
foy)- , (х,у) = 5 
2y-D ду 20-1) 

Ainsi, ces deux fonctions sont continues partout sauf sur la droite y = 1. Par conséquent, on peut 
tracer un rectangle autour du point initial (0, —1) dans lequel fet df/dy sont continus. Ainsi, le théo- 
réme 2.4.2 garantit que le probléme de valeur initiale admet une solution unique dans un intervalle 
autour de x — 0. Cependant, si on peut prolonger le rectangle infiniment dans les directions positive et 
négative de l'axe des x, cela ne signifie pas nécessairement que la solution existe pour tout x. En fait, 
le probléme de valeur initiale (13) a été résolu dans l'exemple 2 de la section 2.1, et la solution existe 
seulement pour x > 2. 

Supposons maintenant qu'on remplace la condition initiale par y(0) = 1. Le point initial se trouve 
maintenant sur la droite y — 1. On ne peut donc pas tracer autour de ce point un rectangle à l'intérieur 
duquel f et df/dy sont continus. Par conséquent, le théorème 2.4.2 ne révèle rien sur l'existence de 
solutions pour ce probléme tel qu'il a été modifié. Cependant, si on sépare les variables et qu'on intégre 
(comme dans la section 2.1), on trouve 


y — 2у = + 202 + 2х + с. 


De plus, si x = 0 et у = 1, alors с = –1. Finalement, en résolvant pour у, on obtient 


y2ltd4x) +252 +2х. (14) 


L'équation (14) définit deux fonctions qui satisfont à l'équation différentielle donnée pour x > 0 
et à la condition initiale y(0) = 1. 


Considérez le probléme de valeur initiale 
У-уб  y(0)=0 (15) 


pour т > 0. Appliquez le théorème 2.4.2 à ce probléme de valeur initiale, puis résolvez le probléme. 
La fonction f(t, y) = у! est continue partout, mais О//Әу- y ??/3 n'est pas continu en у = 0. Ainsi, 
le théoréme 2.4.2 ne s'applique pas et on ne peut pas en tirer de conclusion. Cependant, d'aprés la 
remarque qui suit le théorème 2.4.2, la continuité de f garantit l'existence de solutions mais non leur 
unicité. 
Pour mieux comprendre la situation, on doit résoudre le probléme, ce qui est assez facile puisque 
l'équation différentielle est à variables séparables. Ainsi, on a 


y dy = dt. 
Donc, 
3 эз 
ly" zzt-c 
2 y 
et 


3/2 
у= EZ o] à 


La condition initiale est satisfaite si c = 0. Donc, 
> ү? 
»-eo- (2) А t20 (16) 


satisfait aux équations (15). D'un autre côté, la fonction 


2 yn 
»-e0--(5] А 120 (17) 
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est aussi une solution au problème de valeur initiale. De plus, la fonction 
у= (0) = 0, 120 (18) 


représente également une autre solution. Plus encore, il n'est pas difficile de démontrer que, pour un f, 
positif quelconque, les fonctions 


0, si0 €t «t, 


у= Х(ї) = Е 


3/2 (19) 
а-ы) З sif 2 fg 


sont continues, différentiables (en particulier en f = tọ) et elles sont des solutions au probléme de 
valeur initiale (15). Ainsi, ce probléme admet un ensemble infini de solutions; la figure 2.4.1 présente 
quelques-unes de ces solutions. 

Comme on l'a déjà mentionné, le caractére non unique des solutions au probléme (15) ne contredit 
pas le théorème d'existence et d'unicité, puisque le théorème ne s'applique pas si le point initial se situe 
sur l'axe des 1. Cependant, si (ty, Yọ) est un point qui ne se trouve pas sur l'axe des 1, alors le théorème 
garantit qu'il existe une solution unique à l'équation différentielle y’ = y!? passant par (to, у). 


| Figure 2.4 | Différentes solutions au probléme de valeur initiale у’ = y^, y(0) = 0. 


L'intervalle de définition Selon le théorème 2.4.1, la solution à une équation linéaire (1), 
у +р(ду = (0. 


assujettie à la condition initiale y(£,) = Yọ existe dans tout intervalle autour de f = f, où les fonc- 
tions p et g sont continues. Ainsi, les asymptotes verticales ou d'autres discontinuités dans la 
solution peuvent se produire seulement aux points de discontinuité de p ou de g. Par exemple, 
les solutions de l'exemple 1 (avec une seule exception) admettent comme asymptote l'axe des 
у, ce qui est dû à la discontinuité en t = 0 du coefficient p(t) = 2/1. Toutefois, aucune de ces 
solutions n'a d'autre point oü elles n'existent pas et ne sont pas différentiables. La solution 
exceptionnelle montre que les solutions peuvent parfois demeurer continues méme aux points 
de discontinuité des coefficients. 

D'un autre cóté, pour un probléme de valeur initiale non linéaire qui satisfait aux hypo- 
théses du théoréme 2.4.2, l'intervalle dans lequel une solution existe peut étre difficile à déter- 
miner. La solution y = ф(7) existe assurément tant que le point [f, $(f)] demeure à l'intérieur 
d'une région oü les hypothéses du théoréme 2.4.2 sont satisfaites. C'est ce qui permet de déter- 
miner la valeur de h dans ce théorème. Cependant, puisque ф(/) n'est généralement pas connu, 
il peut être impossible de vérifier si le point |, $(f)] appartient à cette région. Dans tous les 
cas, l'intervalle à l'intérieur duquel une solution existe ne dépend pas de manière directe de 
la fonction f de l'équation différentielle y' — f (t, y). L'exemple à la page suivante illustre cette 
remarque. 
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Exemple 4 


Résolvez le probléme de valeur initiale 
ysy, 0-1 (20) 
puis déterminez l'intervalle dans lequel la solution existe. 
Le théorème 2.4.2 garantit que ce probléme admet une solution unique puisque f (f, y) = y? 


et df/dy = 2y sont continus partout. Pour trouver la solution, on sépare les variables et on intègre le 
résultat, ой 


y? dy « dt Q1) 
d’où 
-уі-і-с. 
Ensuite, en résolvant pour déterminer y, оп а 
1 
=-—, 22 
? 1--с ( ) 


Pour satisfaire à la condition initiale, оп doit choisir с = —1, donc 


1 
yz Q3) 
1-t 
est la solution au probléme de valeur initiale. Évidemment, la solution est non bornée quand t — 1. Par 
conséquent, la solution existe seulement dans l'intervalle —ee < t < 1. Cependant, l'équation différen- 
tielle elle-même n'indiquait nullement que le point {= 1 était exceptionnel. De plus, si on remplace la 
condition initiale par 


(0) = yo (24) 
alors on doit choisir la constante c dans l'équation (22) pour que с = –1/у,. П s'ensuit que 
Уо 
m—— 25 
ET (25) 


est la solution au problème de valeur initiale avec la condition initiale (24). Il faut noter que la solu- 
tion (25) devient non bornée quand т — 1/y, et, par conséquent, l'intervalle dans lequel la solution 
existe est —ee < t < 1/y, si y, > 0, et est 1/у < t< ee si y, < 0. Cet exemple illustre une autre caractéris- 
tique des problémes de valeur initiale pour des équations non linéaires: les singularités de la solution 
peuvent dépendre autant des conditions initiales que de la nature de l'équation différentielle. 


La solution générale Une autre différence entre les équations linéaires et non linéaires 
réside dans le concept de solution générale. Pour une équation linéaire du premier ordre, on peut 
obtenir une solution qui contient une constante arbitraire, de laquelle toutes les solutions pos- 
sibles découlent, en précisant des valeurs pour cette constante. Ce n'est pas le cas pour les équa- 
tions non linéaires. Méme si on peut trouver une solution qui contient une constante arbitraire, 
il peut exister d'autres solutions qu'on ne peut obtenir en donnant des valeurs à cette constante. 
Par exemple, pour l'équation différentielle y’ = y? de l'exemple 4, l'expression de l'équation (22) 
contient une constante arbitraire, mais elle ne décrit pas toutes les solutions à l'équation différen- 
tielle. Pour le montrer, on observe que la fonction y = 0 pour tout f est une solution à l'équation 
différentielle, mais on ne peut pas l'obtenir à partir de l'équation (22) en assignant une valeur 
à c. Dans cet exemple, on pouvait s'attendre à rencontrer une telle situation car, pour réécrire 
l'équation différentielle initiale sous la forme (21), on devait supposer que y est différent de zéro. 
Cependant, l'existence de solutions additionnelles n'est pas inhabituelle pour les équations non 
linéaires. Le probléme 22 en donne un exemple moins évident. En conséquence, on utilisera le 
terme solution générale seulement quand on discutera les équations linéaires. 


Les solutions implicites Оп se rappelle qu'en ce qui concerne un probléme de valeur ini- 
tiale pour une équation linéaire du premier ordre, l'équation (8) fournit une solution explicite 
у = ((t). Tant qu'on peut évaluer les intégrales nécessaires, on peut déterminer la valeur de la 
solution en tout point simplement en posant la valeur appropriée de г dans l'équation. Dans 
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le cas des équations non linéaires, la situation est beaucoup moins satisfaisante. En général, le 
mieux qu'on puisse espérer est de trouver une équation 


F(t, y) 20 (26) 


en t et en y qui sera satisfaite par la solution y = (t). Toutefois, ce résultat n'est atteint que pour 
des équations différentielles de types particuliers, dont les équations à variables séparables. On 
appelle l'équation (26) une intégrale ou une intégrale premiére de l'équation différentielle 
et, comme on l'a déjà noté, son graphique est une courbe-solution ou une famille de courbes- 
solutions. L'équation (26), en supposant qu'on puisse la trouver, définit implicitement la solution. 
Ainsi, pour chaque valeur de f, on doit résoudre l'équation (26) pour trouver la valeur correspon- 
dante de y. Si l'équation (26) est assez simple, on peut la résoudre pour déterminer y au moyen 
d'une méthode analytique et, ainsi, obtenir une formule explicite pour la solution. Cependant, 
cette démarche est souvent impossible et on devra recourir à des méthodes numériques afin de 
déterminer la valeur de y pour une valeur donnée de т. Quand on a calculé différents couples de 
valeurs de f et de y, il est souvent utile de les tracer sur un graphique puis de tracer la courbe- 
solution qui passe par ces couples. Ce travail peut étre effectué à l'aide d'un ordinateur. 

Les exemples 2, 3 et 4 sont des problèmes non linéaires pour lesquels il est facile d'obtenir une 
formule explicite permettant de déterminer la solution y = ф (f). D'un autre côté, les exemples 1 
et 3 de la section 2.1 sont des cas oü il est préférable de laisser la solution sous une forme implicite 
et d'utiliser des méthodes numériques pour l'évaluer pour des valeurs particuliéres de la variable 
indépendante. Cette derniére situation est la plus courante. À moins que la relation implicite ne 
soit quadratique en y ou qu'elle ait une autre forme simple particuliére, il est peu probable qu'on 
puisse la résoudre de manière analytique. En fait, le plus souvent, il est méme impossible de trou- 
ver une expression implicite pour la solution à une équation non linéaire du premier ordre. 


La représentation graphique ou numérique des courbes-solutions Puisqu’il est dif- 
ficile d'obtenir des solutions analytiques exactes aux équations différentielles non linéaires, les 
méthodes qui fournissent des solutions approchées ou d'autres renseignements qualitatifs sur 
les solutions prennent une plus grande importance. Dans la section 1.1, on a déjà décrit la facon 
de construire le champ de direction d'une équation différentielle. Le champ de direction peut 
souvent montrer la forme qualitative des solutions et peut aussi servir à déterminer les régions 
du plan des ty, ой les solutions présentent des caractéristiques intéressantes qui méritent une 
étude analytique ou numérique plus détaillée. On discutera davantage des méthodes graphiques 
pour les équations du premier ordre dans la section 2.6. 


Résumé Les équations linéaires у’ + p(f)y = g(t) admettent plusieurs propriétés remar- 
quables qu'on peut résumer dans les énoncés suivants: 


1. Si on suppose que les coefficients sont continus, une solution générale contenant une 
constante arbitraire existe. Cette solution inclut toutes les solutions à l'équation diffé- 
rentielle. On peut choisir une solution particuliére qui satisfait à une condition initiale 
donnée en donnant une valeur appropriée à la constante arbitraire. 

2. П existe une expression pour représenter la solution, soit l'équation (7) ou l'équation (8). 
De plus, méme si elle nécessite deux intégrations, cette expression donne explicitement 
la solution y = СІ). 

3. Le cas échéant, on peut déterminer les points de discontinuité ou les singularités de la 
solution (sans résoudre le probléme) simplement en trouvant les points de discontinuité 
des coefficients. Ainsi, si les coefficients sont continus pour tout f, alors la solution 
existe et est continue pour tout f. 


En général, aucun de ces énoncés n'est vrai pour les équations non linéaires. Méme si une 
équation non linéaire peut admettre une solution impliquant une constante arbitraire, d'autres 
solutions peuvent exister. Il n'y a pas de formule générale pour les solutions aux équations non 
linéaires. Si on peut résoudre une équation non linéaire, on risque d'obtenir une équation qui 
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définit implicitement les solutions plutót que sous forme explicite. Enfin, on ne peut générale- 
ment trouver les singularités des solutions aux équations non linéaires qu'en résolvant l'équa- 
tion et en examinant la solution. Il est probable que les singularités dépendent de la condition 
initiale tout comme de l'équation différentielle. 


Problémes 


ш Pour les problèmes 1 à 6, déterminez (sans résoudre le probléme) un intervalle dans lequel la solution 
au probléme de valeur initiale existe avec certitude. 


1. (r- 3)у + (In ду 221, y(1) 22 2. Қі-4у”-(1-2)у +у= 0, у(2) = 1 

3. у + (tan)y-sinf, у(л) = 0 4. (4- Р)у + 21у 30, у(-3) =1 

5. (4— 2)у + 21у = ЗР, y) = -3 6. (In ду +у= cot f, y2)23 

ш Pour les problèmes 7 à 12, définissez la région du plan des ty où les hypothèses du théorème 2.4.2 sont 
satisfaites. 
ln 8. y-ü-Pü-yym 
jg 22188 10. y - (P y 
1-1 +у 
i dy | 1+? ‚ dy _(сошуу 
dt 3y-y? dt loy 


ш Pour les problèmes 13 à 16, résolvez le probléme de valeur initiale et déterminez comment l'intervalle 

dans lequel la solution existe dépend de la valeur initiale yọ. 
13. y’ =—4tly, у(0) = у, 14. у= 21у?, у(0) = у, 
15. у + y? = 0, у(0) = у, 16. у= 2/у(1 + 2), у(0) = у, 

ш Pour les problèmes 17 à 20, tracez un champ de direction et le graphique de différentes solutions à 
l'équation différentielle. Décrivez comment les solutions semblent se comporter quand т augmente et 
comment leur comportement dépend de la valeur initiale y, lorsque т = 0. 

© 17. у-г)(3-у) © 18. у-у(3-г) 

© 19. y - (3 – ty) © 20. у-:-1-у” 

21. Considérez le problème de valeur initiale y’ = y!^, y(0) = 0 de l'exemple 3 de la présente section. 
a) Existe-t-il une solution qui passe par le point (1, 1)? Le cas échéant, trouvez-la. 
b) Existe-t-il une solution qui passe par le point (2, 1)? Le cas échéant, trouvez-la. 
с) Considérez toutes les solutions possibles au probléme de valeur initiale donné. Déterminez 


l'ensemble des valeurs de ces solutions en f = 2. 


22. a) Vérifiez si y (= 1—- tet y,(f) = -/2/4 sont des solutions au problème de valeur initiale 


„t+ x Ay)? 


2 
Ой ces solutions sont-elles valides ? 


; »Q) 2-1. 


b) Expliquez pourquoi l'existence de deux solutions au probléme donné ne contredit pas la partie 
du théoréme 2.4.2 portant sur l'unicité. 

с) Montrez que y 2 ct + C^, ойс est une constante arbitraire, satisfait à l'équation différentielle de 
la partie a) pour t 2 —2c. Si c = –1, la condition initiale est aussi satisfaite et on obtient la solu- 
tion у = y,(#). Montrez qu'aucun choix de с ne permet d'obtenir la deuxième solution y = у,(0). 


23. a) Montrez que ф(4) = e” est une solution à у — 2y = 0 et que y = có(f) est aussi une solution à cette 
équation pour toute valeur de la constante c. 
b) Montrez que ó(f) = 1/1 est une solution à y’ + y? = О pour t > 0, mais que y = c@(f) n'est pas une 
solution à cette équation sauf si c = 0 ou c = 1. П faut noter que l'équation de la présente partie 
est non linéaire, tandis que celle de la partie a) est linéaire. 
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> 24. Montrez que si y = (г) est une solution à y” + p(t)y = 0, alors y = сф (0) est aussi une solution pour 
toute valeur de la constante c. 


25. Soit y = у (0 la solution à 


У +р@у= 0, (i) 


et soit y = y,() la solution à 


у +р(ду = 60. Gi) 
Montrez que y = y, (f) + у, (f) est aussi une solution à l'équation. 


26. a) Montrez qu'on peut écrire la solution (7) à l'équation linéaire générale (1) sous la forme 


у= cyy(t) + у,(0), (1) 


ой с est une constante arbitraire. Déterminez les fonctions y, et y... 
b) Montrez que y, est une solution à l'équation différentielle 


y * p(t)y = 0, (ii) 


qui correspond à g(t) = 0. 

с) Montrez que y, est une solution à l'équation linéaire générale (1). On verra plus loin (par 
exemple à la section 3.6) que les solutions aux équations linéaires d'ordre plus élevé suivent un 
modèle semblable à l'équation (1). 


ш Les coefficients discontinus П arrive parfois que pour certaines équations différentielles, une des 
fonctions p et g (ou les deux) admet des discontinuités de type saut. Si 1, est un tel point de discon- 
tinuité, alors on doit résoudre l'équation séparément pour t < t, et t > tọ. Aprés quoi, les deux solu- 
tions sont juxtaposées de sorte que у soit continu en tọ. On y arrive en faisant un choix approprié de 
constantes arbitraires. Les deux problèmes suivants illustrent cette situation. Il faut noter que dans 
chaque cas, il est impossible de rendre y continu en f. 


27. Résolvez le probléme de valeur initiale 


y +2y=g8(, у(0)-0, 


l, 0<і<І, 


«= À і>і. 


28. Résolvez le probléme de valeur initiale 


у +р@у=0, у(0)-і, 


2, 0<<1, 


же t>1. 


EX La modélisation mathématique et les 
équations du premier ordre 


Les équations différentielles n’intéressent pas seulement les mathématiciens. On les utilise aussi 
pour étudier une grande variété de problèmes en physique, en biologie et en sciences sociales. 
Cela s'explique par le fait que les modèles mathématiques mènent à des équations qui relient les 
variables et les paramètres de ces problèmes. 
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Ces équations permettent souvent de faire des prédictions sur la manière dont un processus 
naturel se comportera dans différentes circonstances. Souvent, il est facile de faire varier les 
paramètres dans un modèle mathématique, mais sur une grande échelle, cela peut s'avérer long 
et coüteux dans un cadre expérimental. Néanmoins, la modélisation mathématique et l'expé- 
rience (ou l'observation) sont toutes les deux trés importantes. Elles jouent en quelque sorte des 
róles complémentaires dans la recherche scientifique. On valide les modéles mathématiques en 
comparant leurs prédictions avec les résultats expérimentaux. D'un autre cóté, les analyses 
mathématiques peuvent suggérer les directions à explorer sur le plan expérimental et indiquer 
avec assez de précision les données expérimentales qui seront les plus utiles. 

Dans les sections 1.1 et 1.2, nous avons formulé et étudié quelques modéles mathématiques 
simples. Nous commencerons par récapituler certaines des conclusions tirées dans ces sections, 
puis nous les généraliserons. Quel que soit le champ d'application spécifique, trois étapes pré- 
cises se retrouvent constamment dans le processus de modélisation mathématique. 


La construction du modèle Cette étape comprend la traduction d'une situation physique 
en termes mathématiques, souvent en suivant les étapes indiquées à la fin de la section 1.1. 
À ce stade, le probléme le plus difficile réside probablement dans la détermination des prin- 
cipes physiques qui sont censés gouverner le processus. Par exemple, on a observé que dans 
certaines circonstances, la chaleur passe d'un corps chaud à un corps froid à un taux pro- 
portionnel à la différence de température, que les objets se déplacent conformément aux lois 
du mouvement de Newton et que des populations isolées d'insectes croissent à un taux pro- 
portionnel à leur population actuelle. Chacun de ces énoncés met en jeu un taux de variation 
(une dérivée) et, par conséquent, quand on exprime l'énoncé en termes mathématiques, il 
en résulte une équation différentielle. L'équation différentielle est un modéle mathématique 
du processus. 

Il est important de réaliser que les équations mathématiques ne sont souvent qu'une des- 
cription approximative du processus réel. Par exemple, les corps qui se déplacent à des vitesses 
comparables à celle de la lumière ne sont pas gouvernés par les lois de Newton; les popula- 
tions d'insectes ne croissent pas indéfiniment (comme on l'a énoncé précédemment) en raison 
des limites de leurs ressources en nourriture ; le transfert de chaleur subit l'influence de facteurs 
autres que la différence de température. On peut toutefois adopter le point de vue selon lequel 
les équations mathématiques décrivent exactement le fonctionnement d'un modéle physique 
simplifié qui a été construit pour réunir les caractéristiques les plus importantes du processus 
réel. Parfois, le processus de modélisation mathématique implique la substitution d'un pro- 
cessus discret à un processus continu. Par exemple, la taille d'une population d'insectes varie 
discrétement. Cependant, si la population est grande, on peut la considérer comme une variable 
continue et de même pour sa dérivée. 


L'analyse du modèle Une fois le probléme formulé en termes mathématiques, on doit 
résoudre une ou plusieurs équations différentielles ou, si ce n'est pas possible, en apprendre 
le plus possible sur les propriétés de la solution. Il peut arriver que le côté mathématique soit 
relativement difficile et dans ce cas, on peut fournir d'autres approximations à cette étape pour 
rendre le probléme mathématiquement résoluble. Par exemple, on peut remplacer une équation 
non linéaire par une équation linéaire permettant de l'approximer. On peut aussi remplacer 
un coefficient qui varie lentement par une constante. Naturellement, on doit examiner toute 
approximation de ce genre d'un point de vue physique pour s'assurer que le probléme mathé- 
matique simplifié refléte encore les caractéristiques essentielles du processus physique étudié. 
En méme temps, une connaissance approfondie de la physique du probléme peut suggérer des 
approximations mathématiques raisonnables qui en faciliteront l'analyse mathématique. Cette 
interaction entre un phénoméne physique et la connaissance des techniques mathématiques et 
de leurs limites caractérise bien les mathématiques appliquées. De plus, elle est indispensable 
pour construire des modéles mathématiques utiles de processus physiques complexes. 
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La comparaison avec l'expérience ou l'observation Finalement, après avoir obtenu la 
solution (ou du moins de l'information sur celle-ci), on doit interpréter cette information en 
tenant compte du contexte dans lequel le probléme a été soulevé. En particulier, on doit tou- 
jours vérifier si la solution mathématique semble physiquement raisonnable. Si c'est possible, 
on calcule les valeurs de la solution en des points choisis et on les compare avec des valeurs qui 
ont fait l'objet d'observations expérimentales. Ou encore, on peut se demander si le comporte- 
ment de la solution, aprés une longue période de temps, est compatible avec les observations. 
On peut aussi examiner les solutions qui correspondent à des valeurs particuliéres des para- 
mètres du probléme. Bien sûr, le fait que la solution mathématique semble raisonnable ne garan- 
tit pas qu'elle soit bonne. Cependant, si les prédictions du modéle mathématique ne concordent 
pas avec les observations du systéme physique qu'il est censé décrire, on peut supposer que des 
erreurs ont été commises dans la résolution du probléme mathématique, que le modéle mathé- 
matique lui-méme a besoin d'étre perfectionné ou qu'on doit refaire les observations plus minu- 
tieusement. Les exemples de cette section sont typiques de problémes qui permettent d'établir 
des équations différentielles. 


Un mélange 

Au temps f = 0, un réservoir contient О, lb de sel dissous dans 100 gal d'eau (voir la figure 2.5.1). 
Supposez que de l'eau contenant 1/4 Ib de sel par gallon se déverse dans le réservoir à un taux de 
r gal/min et que le mélange bien homogéne s'écoule du réservoir au méme taux. Posez le probléme de 
valeur initiale qui décrit ce processus d'écoulement. Trouvez la quantité de sel Q(t) dans le réservoir 
au temps f ainsi que la quantité limite О, présente après une trés longue période. Si r = 3 et О, = 20,, 
trouvez le temps Т auquel le niveau de sel se situe à moins de 2% de Q,. De plus, trouvez le taux 
d'écoulement nécessaire pour que T n'excéde pas 45 min. 

Supposons qu'aucune quantité de sel n'est créée ou détruite dans le réservoir. Par conséquent, 
toute variation de la quantité de sel est uniquement due aux entrées et aux sorties du liquide dans 
le réservoir. Plus précisément, le taux de variation du sel dans le réservoir 00/41 sera égal au taux 
d'entrée du sel dans le réservoir moins le taux de sortie. On peut écrire cette équation sous la forme 
suivante: 


d P | 
2- taux d'entrée — taux de sortie. (1) 
1 


r gal/min, i Ib/gal 


r gal/min 


Réservoir d'eau de l'exemple 1. 


Le taux auquel le sel entre dans le réservoir est la concentration équivalant à 1/4 Ib/gal fois le taux 
d'écoulement r gal/min ou (r/4) lb/min. Pour trouver le taux auquel le sel s'écoule du réservoir, on 
doit multiplier la concentration de sel dans le réservoir par le taux de sortie ғ gal/min. Puisque le taux |р 
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b d'entrée et le taux de sortie sont égaux, le volume d'eau dans le réservoir reste constant à 100 gal. 
De plus, comme le mélange est homogène, la concentration dans tout le réservoir est la même, soit 
[Q(0/100] Ib/gal. Par conséquent, le taux auquel le sel sort du réservoir est de [rQ(1)/100] Ib/min. 
Ainsi, l'équation différentielle qui régit ce processus est 


d 
40 zu х0. (2) 
dt 4 100 
La condition initiale est 
Q(0) = 0, (3) 


Aprés avoir étudié le probléme d'un point de vue physique, il est possible de prévoir que le 
mélange initial du réservoir sera éventuellement remplacé par le mélange qui s'y déverse et dont la 
concentration est de 1/4 Ib/gal. Donc, on doit s'attendre à ce qu'en fin de compte, la quantité de sel dans 
le réservoir soit d'environ 25 Ib. D'un point de vue géométrique, on peut arriver à la méme conclusion 
en tracant un champ de direction pour l'équation (2) avec différentes valeurs positives de r. 

Afin de résoudre analytiquement ce probléme, il faut noter que l'équation (2) est à la fois linéaire 
et à variables séparables. En la réécrivant sous la forme habituelle d'une équation linéaire, on obtient 


dQ TQ r (4) 
dt 100 4 
Le facteur intégrant est donc e"? et la solution générale est 
Q( = 25 + ce "'/100. (5) 


ой c est une constante arbitraire. Pour satisfaire à la condition initiale (3), on doit choisir c = О, — 25. 
Ainsi, la solution au probléme de valeur initiale (2), (3) est 


Q(t) = 25 + (О, 25)e "100 (6) 
ou 
О) = 25(1 = e 7100) + Qye "190, (7) 


À partir de l'équation (6) ou (7), on peut voir que Q(t) 25 (Ib) quand г — œ. Donc, la valeur 
limite Q, est de 25, ce qui confirme notre intuition du point de vue physique. En interprétant la solu- 
tion (7), on peut noter que le deuxiéme terme du second membre est la portion de sel initialement 
présente dans le réservoir qui reste au temps 1, tandis que le premier terme donne la quantité de sel 
amenée dans le réservoir gráce au processus d'écoulement. La figure 2.5.2 présente les graphiques de 
la solution pour r = 3 et différentes valeurs de О,. 
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Solutions au problème de valeur initiale (2), (3) dQ/dt = (r/4) — rQ/100, 
0(0)- Q, pour r = 3 et différentes valeurs de Q,. 
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Maintenant, on suppose que r = 3 et que О = 20, = 50. Alors, l'équation (6) devient 
QC) = 25 + 25e 9? (8) 


Puisque 2 % de 25 vaut 0,5, on doit trouver le temps T auquel О(2) vaut 25,5. En posant t= T et Q = 25,5 
dans l'équation (8) et en résolvant pour trouver T , on obtient 


Т = (1n 50)/0,03 = 130,4 (min). (9) 


Afin de déterminer r de sorte que T = 45, on revient à l'équation (6) et on pose t = 45, О, = 50 et 
Q(t) = 25,5. Ensuite, on résout pour trouver ғ. Le résultat est 


r = (100/45)In 50 = 8,69 gal/min. (10) 


Puisque cet exemple est hypothétique, on ne remettra pas en question la validité du modèle. Si 
les taux d'écoulement sont tels qu'énoncés et si la concentration de sel dans le réservoir est uniforme, 
alors l'équation différentielle (1) décrit exactement le processus d'écoulement. Bien que cet exemple 
précis n'ait pas d'intérét particulier, il est souvent important d'utiliser ce type de modéle pour résoudre 
des problémes précis. Ces derniers peuvent porter sur la présence d'un polluant dans un lac ou d'un 
médicament dans un organe du corps humain, par exemple, plutót que sur un réservoir d'eau salée. 
Dans de tels cas, les taux d'écoulement peuvent étre difficiles à déterminer ou ils peuvent varier avec le 
temps. De la méme manière, la concentration peut ne pas être uniforme dans certains cas. Finalement, 
les taux d'entrée et de sortie peuvent étre différents, ce qui signifie qu'on doit aussi tenir compte de la 
variation de la quantité de liquide dans le probléme. 


Les intéréts composés 
Supposez qu'une somme d'argent est déposée dans une banque ou un fonds monétaire et rapporte 
des intérêts à un taux annuel ғ. La valeur S(f du placement au temps f est fonction de la fréquence 
à laquelle les intéréts sont composés de méme que du taux d'intérét. Les établissements financiers 
ont différentes politiques concernant la capitalisation: certains taux sont composés mensuellement, 
d'autres toutes les semaines et d'autres encore, tous les jours. Si on suppose que la capitalisation 
s'effectue de manière continue, alors on peut poser un probléme de valeur initiale simple décrivant la 
croissance du placement. 

Le taux de variation de la valeur du placement est de dS/dt et cette quantité est égale au taux 
auquel les intéréts croissent, soit le taux d'intérét multiplié r fois par la valeur actuelle du place- 
ment S(t). Ainsi, 


dSldt = rS (11) 


est l'équation différentielle qui régit ce processus. On suppose aussi que l'on connait la valeur du pla- 
cement en un temps particulier, soit 


5(0)- So. (12) 


Alors, la solution au probléme de valeur initiale (11), (12) permet d'obtenir le solde S(t) dans le compte 
bancaire au temps 7. Ce probléme de valeur initiale est facilement résoluble, puisque l'équation diffé- 
rentielle (11) est à la fois linéaire et à variables séparables. En résolvant les équations (11) et (12), on 
trouve que 


500) = Sie”. (13) 


Ainsi, un compte bancaire offrant des intéréts composés de тапіёге continue croit de facon 
exponentielle. 

Maintenant, on compare les résultats de ce modéle continu avec la situation oü la capitalisation 
s'effectue à des intervalles de temps déterminés. Si les intéréts sont composés une fois par année, aprés 
t années, on a 


S(t) = 5,01 ry. » 
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) Si les intérêts sont composés deux fois par année, alors au bout de six mois, la valeur du placement est 
de S,[1+ (r/2)] et au bout de une année, elle est de 8,П--(ғ/2). Ainsi, après ғ années, on a 


2t 
r 
S(t) = (12) ; 


En général, si les intéréts sont composés m fois par année, alors 
r mt 
so-s[17) : (14) 
m 
La relation entre les formules (13) et (14) nous apparait puisque nous savons que 


mt 
lim s (n г) = Sie”. 
то т 

Le méme modèle s'applique aussi bien à des placements plus généraux où les dividendes et реш- 
étre méme les gains en capital peuvent s'accumuler, comme les intéréts. Pour cette raison, on désignera 
dorénavant le taux de rendement par le symbole r. 

Le tableau 2.5.1 illustre l'effet relié au changement de la fréquence de capitalisation pour un taux 
de rendement r de 8%. Les deuxième et troisième colonnes sont calculées à partir de l'équation (14) 
pour des taux d'intérét qui sont composés trimestriellement et quotidiennement, de facon respective, 
et la quatriéme colonne est calculée à partir de l'équation (13) pour une capitalisation continue. Les 
résultats montrent que la fréquence de capitalisation n'est pas trés importante dans la plupart des cas. 
Par exemple, pour une période de 10 ans, la différence entre les taux d'intérét trimestriels et continus 
est de 17,50 $ par 1000 $ placés, soit moins de 2 $ par année. La différence serait plus grande pour 
des taux de rendement plus élevés et moindre pour des taux plus bas. А partir de la première ligne du 
tableau, on voit que pour un taux de rendement de r = 8 %, le rendement annuel pour les taux d'intérét 
trimestriels est de 8,24% et pour des taux d'intérét quotidiens ou continus, il est de 8,33 96. 


Tableau 2.5.1 Croissance du capital à un taux de rendement de ғ = 8 % pour divers modes 


de capitalisation 


S(t)/S(t,) à partir de l'équation (14) 


S(0)/S(t,) à partir de 
Années т-4 m = 365 l'équation (13) 
1 1,0824 1,0833 1,0833 
2 1,1717 1,1735 1,1735 
5 1,4859 1,4918 1,4918 
10 2,2080 2,2253 2,2255 
20 4,8754 4,9522 4,9530 
30 10,7652 11,0203 11,0232 
40 23,7699 24,5239 24,5325 


On revient au cas des taux d'intérét qui sont composés de maniére continue. Supposons que des 
dépóts ou des retraits sont effectués en cours de croissance des intéréts, des dividendes ou des gains 
en capital. Supposons aussi que les dépôts ou les retraits se font à un taux constant К. L'équation (11) 
est alors remplacée par 


dSidt = rS + К, 
ou, sous forme standard, 
dSldt — rS = k, (15) 


où k est positif pour les dépôts et négatif pour les retraits. 
L'équation (15) est linéaire et son facteur intégrant est de е”. Donc, sa solution générale est 


S(t) = ce" — (Кт), 


2.5 La modélisation mathématique et les équations du premier ordre LEEREN 


} où c est une constante arbitraire. Pour satisfaire à la condition initiale (12), on doit choisir c = S o+ (ғ). 
Ainsi, la solution au probléme de valeur initiale (15), (12) est 


S(t) = Sie” + (k/rY(e" — 1). (16) 


Le premier terme de l'expression (16) est la partie de S(r) qui est due au rendement accumulé sur la 
somme initiale S,, tandis que le deuxième terme est la partie qui est due au taux k de dépôt ou de 
retrait. 

L'avantage d'énoncer le probléme de cette maniére générale sans utiliser de valeurs spécifiques 
pour Sọ, r ou k réside dans la généralité de la formule résultante (16) pour S(t). Avec cette formule, on 
peut facilement comparer les résultats de différents programmes de placement ou de différents taux 
de rendement. 

Par exemple, on suppose qu'une personne ouvre un compte de régime enregistré d'épargne- 
retraite (REER) à l’âge de 25 ans et que, par la suite, elle fait des placements annuels de 2000 $ de 
manière continue. Si on suppose aussi un taux de rendement de 8 %, quel sera le solde du REER quand 
cette personne aura 65 ans? On a $, = 0, г = 0,08 et = 2000 $ et il faut déterminer 5(40). À partir de 
l'équation (16), on a 


5(40) = (25 000)(£?? — 1) = 588 313 $. (17) 


Il est intéressant de noter que la somme totale investie est de 80 000 $. Donc, le surplus du 588 313 $ 
provient de l'intérét accumulé sur le placement. De plus, le solde aprés 40 ans dépend sensiblement 
du taux de rendement ғ. Par exemple, $(40) = 508 948 $ si r = 0,075 et S(40) = 681 508 $ si r = 0,085. 

Maintenant, on examine les hypothèses posées dans ce modèle. Premièrement, on a supposé que 
le rendement est composé de manière continue et qu'un capital additionnel est aussi investi de manière 
continue. Aucune de ces hypothéses n'est vérifiée en réalité. On a également supposé que le taux 
de rendement r est constant pour toute la période visée alors qu'en fait, il risque de fluctuer considé- 
rablement. Bien qu'on ne puisse pas prédire avec certitude les taux futurs, on peut utiliser l'expres- 
sion (16) pour déterminer l'effet approximatif de différentes projections de taux. On peut aussi 
considérer r et k dans l'équation (15) comme des fonctions de 1 plutôt que de les considérer comme des 
constantes. Dans ce cas, bien sûr, la solution sera beaucoup plus complexe que l'équation (16). 

Par ailleurs, on peut utiliser le probléme de valeur initiale (15), (12) et la solution (16) pour 
analyser d'autres situations financières incluant notamment les annuités, les hypothèques et les prêts 
personnels. 


Des produits chimiques dans un étang 

Supposez qu'un étang contienne au départ 10 millions de gallons d'eau douce. De l'eau contenant un 
produit chimique se déverse dans l'étang à un taux de 5 millions de gallons par année et le mélange 
s'écoule de l'étang au méme taux. La concentration y(t) de produits chimiques dans l'eau qui entre 
dans l'étang varie périodiquement avec le temps selon l'expression y(t) = 2 + sin 2t g/gal. Construisez 
un modéle mathématique décrivant ce processus et déterminez la quantité de produits chimiques dans 
l'étang au temps 1. Tracez le graphique de la solution et décrivez l'effet de la variation de la concentra- 
tion du liquide déversé dans l'étang. 

Puisque les débits d'entrée et de sortie d'eau sont les mêmes, la quantité d'eau dans l'étang reste 
constante à 10" gallons. Maintenant, on note 7 le temps (en années) et Q(f) la quantité de produit 
chimique dans l'étang (en grammes). Cet exemple ressemble à l'exemple 1 et obéit au méme principe 
d'entrée et de sortie. On a donc 

40 


F7 = taux d'entrée — taux de sortie, 
t 


où le «taux d'entrée» et le «taux de sortie» expriment respectivement les taux auxquels le produit chi- 
mique entre dans l'étang et en sort. Le taux auquel le produit chimique entre dans l'étang est donné par 


taux d'entrée = (5 x 10%) gal/an (2 + sin 27) g/gal. (18) 


La concentration de produit chimique dans l'étang est de Q(r)/10" g/gal. Donc, le taux de sortie est le 
suivant: 


taux de sortie = (5 x 106) gal/an [Q(2)/107] g/gal = Q(f/2 g/an. (19) |) 
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» Ainsi, on obtient l'équation différentielle 


40  x105(24 sin29- 2. (20) 
dt 2 


oü chaque terme est exprimé en grammes par année. 

Pour faciliter la manipulation des coefficients, on peut introduire une nouvelle variable dépen- 
dante en posant q(t) = Q(#)/10$ ou Q(f) = 106q(r). Cela signifie que q(f) est mesuré en millions de 
grammes (ou tonnes métriques). Si on fait cette substitution dans l'équation (20), alors chaque terme 
contiendra le facteur 106, lequel pourra être annulé. Si on transpose le terme contenant q(t) dans le 
premier membre de l'équation, on obtient finalement 


dq 1 ; 
—+—qg=10+5 біп 2t. 21 
3:551 Q1) 
Au départ, il n'y a pas de produit chimique dans l'étang, donc la condition initiale est 
q(0) = 0. (22) 


L'équation (21) est linéaire et, bien que le second membre soit une fonction du temps, le coeffi- 
cient de q est une constante. Ainsi, le facteur intégrant est e°. En multipliant l'équation (21) par ce 
facteur et en intégrant l'équation résultante, on obtient la solution générale 


40 10 
t) = 20— — cos 2t — sin 2t ce "^, 23 
q(t) T. cos 9 sin ce (23) 
La condition initiale (22) exige que c --300/17. Donc, la solution au probléme de valeur initiale (21), 
(22) est 
q(t)- 2029 us 2: 4.19 sin де De (24) 
17 17 17 


La figure 2.5.3 illustre le graphique de la solution (24) et la droite д = 20. Le terme exponentiel de 
la solution est important quand t est petit, mais il diminue rapidement quand f augmente. Plus tard, la 
solution oscille autour du niveau constant q = 20 à cause des termes sin 2t et cos 2t. Il faut noter que si le 
terme sin 2f n'était pas dans l'équation (21), alors q — 20 serait la solution d'équilibre de cette équation. 
Considérons l'adéquation de ce modèle mathématique. Ce modèle repose sur diverses hypothèses qui 
n'ont pas été énoncées de manière explicite. D'abord, on suppose que la quantité d'eau dans l'étang est 
entiérement contrólée par les taux d'entrée et de sortie — et donc qu'aucune quantité n'est perdue par 
évaporation ou par suite d'une fuite dans le sol et qu'aucune quantité n'est ajoutée à cause de la pluie. 
De plus, on pose les mêmes hypothèses pour le produit chimique. Ce dernier entre dans l'étang et en 
sort, mais on suppose qu'aucune quantité n'est absorbée par les poissons ou d'autres organismes vivant 
dans l'étang. De plus, on suppose que la concentration de produit chimique dans l'étang est uniforme 
partout. En conséquence, l'exactitude des résultats obtenus à partir de ce modéle dépend fortement de 
la validité des hypothéses de simplification précitées. 


1 ; 
| Figure 2.5.3 Solution au problème de valeur initiale (21), (22): ое 10+ 5 sin 21, 


q(0) = 0. 
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Exemple 4 La vitesse de libération 


Un corps de masse constante m est projeté de la Terre dans une direction perpendiculaire à la surface 
terrestre avec une vitesse initiale vy. Supposez qu'on néglige la résistance de l'air, mais qu'il faut tenir 
compte de la variation du champ de gravité de la Terre avec la distance. Trouvez une expression pour 
représenter la vitesse du corps. Trouvez aussi la vitesse initiale nécessaire pour que le corps atteigne 
une altitude maximale donnée ё au-dessus de la surface terrestre et la plus petite vitesse initiale néces- 
saire pour que le corps ne revienne pas sur Terre; cette dernière s'appelle la vitesse de libération. 
Identifions la direction du mouvement de l'objet avec la partie positive de l'axe des x et posons х= 0 
comme étant le point situé à la surface de la Terre (voir la figure 2.5.4). On a tracé la figure horizonta- 
lement pour se rappeler que la force de gravité est dirigée vers le centre de la Terre, laquelle n'est pas 
nécessairement dirigée vers le bas si on adopte le point de vue d'un objet éloigné de la surface terrestre. 


| Figure 2.5.4 Un corps dans le champ de gravité de la Terre. 


La force gravitationnelle qui agit sur le corps (son poids) est inversement proportionnelle au carré de la 
distance depuis le centre de la Terre, et elle est donnée par у(х) = —k/(x + R)?, où k est une constante, 
R est le rayon de la Terre et le signe moins signifie que w(x) est dirigée dans la direction négative de 
l'axe des x. On sait qu'à la surface terrestre, w(0) est donnée par -тр, ой g est l'accélération due à la 
gravité au niveau de la mer. Par conséquent, k = mgR? et 


р? 
и(х)= "TE. (25) 
(А +х) 
Puisqu'il n'y a pas d'autre force qui agit sur le corps, l'équation du mouvement est 
2 
uibs E S (26) 
dt (R+ x) 
et la condition initiale est 
v(0) = vs. Q7) 


Malheureusement, l'équation (26) comprend trop de variables puisqu'elle dépend de т, de x et de v. 
Pour remédier à la situation, on peut éliminer t de l'équation (26) en considérant x, plutôt que t, comme 
la variable indépendante. On doit ensuite exprimer dv/dt en fonction de dv/dx à l'aide de la règle de la 
dérivée en chaine. Ainsi, 

dv dedx _ dv 
dt dxdt ах 
et l'équation (26) est remplacée par 
dv _ gR? 


"ах (R4 em 


L'équation (28) est à variables séparables mais elle est non linéaire. En séparant les variables et en 
intégrant, on obtient 
y? E R? 


2 R+x 


+c. (29) 


Puisque x = 0 lorsque t = 0, on peut remplacer la condition initiale (27) en t = 0 par la condition selon 
laquelle v = v, lorsque x = 0. Ainsi, c = (v; / 2) - gR et 


(30) 
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» П faut noter que l'équation (30) donne la vitesse en fonction de l'altitude plutôt qu'en fonction du temps. 
On doit choisir le signe positif si le corps s’élève, et le signe négatif s'il revient vers la Terre. 
Pour déterminer l'altitude maximale 5 que le corps atteint, on pose v = 0 et x = ё dans l'équa- 
tion (30), puis on résout pour trouver 5. On obtient alors 


G1) 


En résolvant l'équation (31) pour déterminer v, on trouve la vitesse initiale nécessaire pour que le 
corps atteigne l'altitude &, soit 


%-,1|2 RS. (32) 
: ат С 
On trouve ensuite la vitesse de libération v, en laissant -> оо, Par conséquent, 


у, = 42gR. (33) 


e 


La valeur numérique de v, est d'environ 6,9 mi/s (ou 11,1 km/s). 

Le calcul de la vitesse de libération précédent ne tient pas compte de la résistance de l'air. Donc, 
la vitesse de libération réelle (incluant l'effet de la résistance de l'air) est en réalité plus élevée. D'un 
autre côté, la vitesse de libération réelle peut être réduite de manière significative si, avant d’être lancé, 
le corps est transporté à une distance considérable au-dessus du niveau de la mer. La force gravita- 
tionnelle et la force de friction sont ainsi réduites. La résistance de l'air, en particulier, diminue assez 
rapidement quand l'altitude croit. On doit se rappeler qu'il est souvent irréaliste de transmettre instan- 
tanément une trop grande vitesse initiale. Les engins spatiaux, par exemple, reçoivent leur accélération 
initiale en quelques minutes. 


Problémes 


1. Considérez un réservoir utilisé dans certaines expériences hydrodynamiques. Aprés une expé- 
rience, le réservoir contient 200 L d'une solution ayant une concentration de 1 g/L de teinture. 
Pour préparer la prochaine expérience, le réservoir doit étre rincé avec un jet d'eau qui s'écoule à 
un taux de 2 L/min; la solution homogène sort alors du réservoir au méme taux. Trouvez le temps 
qui s'écoulera avant que la concentration dans le réservoir atteigne 1 % de sa valeur originale. 


2. Un réservoir contient au départ 120 L d'eau pure. Un mélange contenant une concentration de у g/L 
de sel se déverse dans le réservoir à un taux de 2 L/min, et le mélange homogène sort du réservoir 
au méme taux. Trouvez une expression en fonction de y pour la quantité de sel dans le réservoir au 
temps f. Trouvez aussi la quantité limite de sel présente dans le réservoir lorsque t — оо. 


3. Un réservoir contient au départ 100 gal d'eau douce. On verse de l'eau contenant 1/2 Ib de sel par 
gallon dans le réservoir à un taux de 2 gal/min, et le mélange sort du réservoir au méme taux. 
Aprés 10 min, on arréte le processus. On verse de l'eau douce dans le réservoir à un taux de 
2 gal/min, puis le mélange sort une fois de plus du réservoir au méme taux. Trouvez la quantité 
de sel dans le réservoir au bout d'une période de 10 min additionnelle. 


4. Un réservoir d'une capacité de 500 gal contient initialement 200 gal d'eau avec 100 Ib de sel en 
solution. De l'eau contenant 1 lb de sel par gallon entre dans le réservoir à un taux de 3 gal/min, 
et le mélange sort du réservoir à un taux de 2 gal/min. Trouvez la quantité de sel dans le réservoir 
au temps ѓ avant que le réservoir ne soit sur le point de déborder. Trouvez la concentration de sel 
(en livres par gallon) dans le réservoir au moment ой il sera sur le point de déborder. Comparez 
cette concentration avec la concentration limite théorique qui s'appliquerait si le réservoir avait 
une capacité infinie. 


© 5. Un réservoir contient 100 gal d'eau et 50 oz de sel. De l'eau contenant une concentration de sel de 


1 t sin ) oz/gal se déverse dans le réservoir à un taux de 2 gal/min, et le mélange s'écoule du 


4 2 
réservoir au méme taux. 
a) Trouvez la quantité de sel dans le réservoir au temps 7. 


b) Tracez le graphique de la solution pour une période suffisamment longue pour que le compor- 
tement limite soit visible. 


2.5 La modélisation mathématique et les équations du premier ordre ЖЕСЕ 


с) Le comportement à long terme de la solution est une oscillation autour d'un certain niveau 
constant. Quel est ce niveau ? Quelle est l'amplitude de l'oscillation ? 

6. Supposez qu'un réservoir contenant un certain liquide posséde une ouverture prés du fond. 
Soit h(t), la hauteur de la surface du liquide au-dessus de l'ouverture au temps t. Le principe de 
Torricelli^ énonce que la vitesse d'écoulement v à l'ouverture est égale à la vitesse d'une particule 
qui tombe en chute libre (sans traînée) à partir d'une hauteur Л. 


a) Montrez que v = /2gh, ой g est l'accélération due à la gravité. 


b) En posant l'égalité du taux d'écoulement et du taux de variation de la quantité de liquide dans 
le réservoir, montrez que h(t) satisfait à l'équation 


det = -—aQa4|2gh, G) 
dt 


où A (h) est l'aire de la section transversale du réservoir à la hauteur A et a est l'aire de l'ouverture. 
La constante о/ est un coefficient de contraction qui représente le fait que la section transversale 
de l'écoulement (régulier) est plus petite que a. La valeur de œ pour l'eau est d'environ 0,6. 

с) Considérez un réservoir d'eau dont la forme est celle d'un cylindre droit et dont la hauteur 
atteint 3 m au-dessus de l'ouverture. Le rayon du réservoir est de 1 m et celui de l'ouverture 
circulaire est de 0,1 m. Si, au départ, le réservoir est plein d'eau, déterminez le temps qu'il 
faudra pour vider le réservoir jusqu'au niveau de l'ouverture. 

7. Supposez qu'une personne investit une somme 5) à un taux de rendement annuel r composé 
de maniére continue. 


a) Trouvez le temps T nécessaire pour que la somme originale double de valeur en fonction de r. 
b) Déterminez Т si r = 7 96. 
€) Trouvez le taux de rendement qu'on doit avoir pour que le placement initial double au bout de 
8 ans. 
8. Une jeune personne ne possédant aucun capital initial investit un montant k par année à un taux de 
rendement annuel de r. Supposez que les placements sont continus et que l'intérét est composé 
de maniére continue. 


a) Déterminez la somme S(t) accumulée au temps t. 

b) Si r= 7,596, déterminez k pour que la personne possède 1 million de dollars au moment de sa 
retraite, dans 40 ans. 

€) Si k 2 2000 $ par année, déterminez le taux de rendement r qu'on doit avoir pour que la per- 
sonne dispose de 1 million de dollars dans 40 ans. 


9. Une diplómée universitaire emprunte 8000 $ pour acheter une voiture. Le préteur lui impute des 
intérêts à un taux annuel de 10%. En supposant que les intérêts sont composés de manière conti- 
nue et que l'emprunteur effectue des paiements continus à un taux annuel constant k, déterminez 
le taux k nécessaire pour rembourser le prét en trois ans. Déterminez aussi le montant des intéréts 
qui seront payés durant cette période de trois ans. 


10. L'acheteur d'une maison ne peut pas se permettre des paiements hypothécaires de plus de 1500 $ 
par mois. Supposez que le taux d'intérét est de 6 %, que l'intérét est composé de manière continue 
et que les paiements sont aussi effectués de maniére continue. 


a) Déterminez le montant maximal que cet acheteur peut se permettre d'emprunter pour une 
hypothèque de 20 ans et pour une hypothèque de 30 ans. 
b) Déterminez le montant total des intéréts payés durant la durée de l'hypothéque pour chacun 
des cas de la partie a). 
11. L'acheteuse d'une maison désire emprunter 250 000 $ à un taux d'intérét de 6% pour financer 
son achat. Supposez que l'intérét est composé de maniére continue et que les paiements sont aussi 
effectués de manière continue. 


a) Déterminez le paiement mensuel qui permettra de rembourser ce prét en 20 ans. Déterminez 
le paiement mensuel qui permettra de le rembourser en 30 ans. » 


4. Evangelista Torricelli (1608-1647), successeur de Galilée en tant que mathématicien de la cour de Florence, a publié 
ce principe en 1644. Il est aussi connu pour avoir concu le premier barométre au mercure et pour avoir apporté 
d'importantes contributions en géométrie. 
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12. 


13. 


© 
= 
> 


@ 15. 


b) Déterminez le montant total des intéréts payés durant la durée de l'emprunt pour chacun des 
cas de la partie a). 


Un diplómé universitaire récent emprunte 150000 $ à un taux d'intérét de 6% pour acheter un 
condo. Prévoyant des augmentations salariales régulières, l'acheteur s'attend à faire des paiements 
à un taux mensuel de 800 + 10r, où t est le nombre de mois depuis qu'il a contracté le prêt. 


a) En supposant qu'il peut respecter son calendrier de paiements, quand aura-t-il complétement 
remboursé son prét ? 


b) Enrespectant le méme calendrier de paiements, quel est le montant maximal du prét qu'il peut 
rembourser en exactement 20 ans ? 


Un des outils importants en recherche archéologique est la datation au carbone 14, un procédé éla- 
boré par le chimiste américain Willard F. Libby?. Ce procédé permet de déterminer l'áge de cer- 
tains restes de bois et de plantes et, par conséquent, l’âge des ossements d'animaux ou d'humains 
ou celui des artéfacts ensevelis aux mémes niveaux. La datation au carbone 14 est basée sur le fait 
que certains restes de bois ou de plantes contiennent des quantités résiduelles de carbone 14, un 
isotope radioactif du carbone. Cet isotope s'accumule durant la vie de la plante et commence à se 
désintégrer à sa mort. Puisque la demi-vie du carbone 14 est longue (environ 5730 années‘), des 
quantités mesurables de carbone 14 demeurent aprés plusieurs milliers d'années. Si une minus- 
cule fraction de la quantité initiale de carbone 14 est toujours présente, alors, gráce à des mesures 
appropriées prises en laboratoire, la proportion de la quantité initiale de carbone 14 restante peut 
être déterminée avec précision. Autrement dit, si Q(f) est la quantité de carbone 14 au temps t et 
Оо est la quantité initiale, on peut déterminer le rapport Q(r)/Q,, pour autant que cette quantité ne 
soit pas trop petite. Les techniques de mesure actuelles permettent l'utilisation de cette méthode 
pour des périodes allant jusqu'à 50000 ans et plus. 


a) En supposant que Q satisfait à l'équation différentielle Q' 2 —rQ, déterminez la constante de 
désintégration r du carbone 14. 
b) Trouvez une expression représentant Q(t) pour tout temps f, si Q(0) = Q- 


€) Supposez qu'on découvre des restes dont la quantité résiduelle actuelle de carbone 14 est de 
20% de la quantité initiale. Déterminez l’âge de ces restes. 


Supposez qu'une population a un taux de croissance qui varie avec le temps et que la taille de cette 
population satisfait à l'équation différentielle 
dyldt = (0,5 + sin t)y/5. 


a) біу(0)- 1, trouvez (ou évaluez) le temps т au bout duquel la population aura doublé. Choisissez 
d'autres conditions initiales et déterminez si le temps de doublement 7 dépend de la taille de 
la population initiale. 


b) Supposez que le taux de croissance est remplacé par sa valeur moyenne de 1/10. Déterminez 
le temps de doublement 7 dans ce cas. 


с) Supposez que le terme sin f de l'équation différentielle est remplacé par sin 271. Ainsi, la 
variation du taux de croissance aurait une fréquence substantiellement plus élevée. Quel effet 
cette opération aurait-elle sur le temps de doublement 7 ? 


d) Tracez le graphique des solutions obtenues dans les parties a), b) et c) dans un méme plan. 
Supposez que la taille d'une population satisfait au probléme de valeur initiale 
dyldt-r(f)y =k, — у(0)-у) 
où le taux de croissance r(t) est donné par r(t) = (1 + sin 2)/5 et où k est le taux de prédation. 
a) Supposez que К = 1/5. Tracez le graphique de y en fonction de f pour différentes valeurs de y, 
entre 1/2 et 1. 
b) Estimez la taille initiale critique y, en dessous de laquelle la population s'éteindra. 
с) Choisissez d'autres valeurs de k et trouvez le y, correspondant pour chacune. 


d) Utilisez les données que vous avez trouvées dans les parties a) et b) pour tracer le graphique 
de y, en fonction de К. 


5. Le chimiste américain Willard F. Libby (1908-1980) a élaboré la premiére méthode de datation au carbone 14 à 
partir de 1947. П a recu le prix Nobel de chimie en 1960 pour l'ensemble de ses travaux. 
6. McGraw-Hill Encyclopedia of Science and Technology, 8% édition, New York, McGraw-Hill, 1997, vol. 5, p. 48. 
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» 16. La loi du refroidissement de Newton énonce que la température d'un objet change à un taux pro- 
portionnel à la différence entre sa température et celle de son environnement. Supposez que la 
température d'une tasse de café est soumise à la loi du refroidissement de Newton. Si le café a 
une température de 200 °F quand on le verse dans une tasse et que, 1 min aprés, il a une température 
de 190 °F dans une pièce de 70 °F, déterminez le moment où le café atteint la température de 150 °F. 


© 17. Le transfert de chaleur d'un corps à son environnement par le rayonnement, basé sur la loi de 
Stefan-Boltzmann", est décrit par l'équation différentielle 


ыш Ту, @) 
dt 
ой u(t) est la température absolue du corps au temps 1, Т est la température absolue de l'environ- 
nement et o est une constante qui dépend des paramètres physiques du corps. Toutefois, si u est 
beaucoup plus grand que Т, on obtient une bonne approximation des solutions à l'équation (1) 
gráce à l'équation plus simple 
du 4 » 
С Qu. (ii) 
Supposez qu'un corps dont la température initiale est de 2000 K se trouve dans un milieu dont la 
température est de 300 K et que о = 2,0 x 107? K?/s. 


a) Déterminez la température du corps au temps f en résolvant l'équation (ii). 
b) Représentez graphiquement и en fonction de 1. 


с) Trouvez le temps Т auquel u(7) - 600, c'est-à-dire le double de la température ambiante. 
Jusqu'à ce temps, la marge d'erreur associée à l'utilisation de l'équation (ii) pour obtenir une 
approximation des solutions à l'équation (1) ne dépasse pas 1 %. 


© 18. Considérez une boîte isolée (par exemple, un immeuble) dont la température interne est donnée 
par u(t). Selon la loi du refroidissement de Newton, и satisfait à l'équation différentielle 


du : 
~ = —klu-T()], G) 
dt 

où Т(4) est la température ambiante (externe). Supposez que T(t) varie de façon sinusoïdale ; par 


exemple, supposez que T(t) = T, + T, cost. 


a) Résolvez l'équation (i) et exprimez u(t) en fonction de t, k, Т, T, et о. Remarquez qu'une 
partie de votre solution s'approche de zéro lorsque f devient grand ; c'est ce qu'on appelle l'état 
transitoire. Le reste de la solution est appelé état stationnaire ; on le note S(t). 


b) Supposez que f est mesuré en heures et que @ = 7/12, ce qui correspond à une période de 24h 
pour T(t). De plus, posez Т) = 60 °F, T, = 15 °F et k = 0,2/h. Tracez les graphiques de 5(4) et 
de T(t) en fonction de r dans le méme plan cartésien. Utilisez votre graphique pour estimer 
l'amplitude R de la partie oscillante de S(t). Estimez aussi le décalage т entre les maximums 
correspondants de T(t) et de S(t). 


с) Maintenant, soit k, Т), T, et о des valeurs non précisées. Exprimez la partie oscillante de 
S(t) sous la forme Ксоѕ[0(7 — 7)]. Exprimez R et т à l'aide des identités trigonométriques. 
Assignez à T, et à о les valeurs indiquées à la partie b) et tracez les graphiques de R et de т en 
fonction de k. 


19. Considérez un lac de volume constant V contenant au temps f une quantité Q (f) de polluant distribué 
de façon homogène avec une concentration c(t), où c(t) = Q(#)/V. Supposez que de l'eau contenant 
une concentration k de polluant se déverse dans le lac à un taux ғ, et que l'eau s'écoule du lac au méme 
taux. Supposez aussi qu'on ajoute des polluants directement dans le lac à un taux constant P. Il faut 
noter que ces suppositions ne tiennent pas compte d'un certain nombre de facteurs qui peuvent, dans 
certains cas, étre importants. On peut citer l'ajout ou la perte d'eau dus aux pluies, à l'absorption et à 
l'évaporation ; l'effet stratifiant des différences de température dans un lac profond ; les irrégularités 
sur le littoral qui forment des baies abritées ; le fait que les dépôts de polluants ne se constituent pas 
de manière uniforme dans tout le lac, mais (généralement) en des points isolés autour de sa périphé- 
rie. Les résultats de la page suivante devront être interprétés à la lumière de ces considérations. » 


7. Jozef Stefan (1835-1893), un professeur de physique à Vienne, a énoncé sa loi du rayonnement en se basant sur des 
données empiriques en 1879. Son étudiant Ludwig Boltzmann (1844-1906) l'a développée théoriquement à partir 
des principes de la thermodynamique en 1884. Boltzmann est mieux connu pour ses travaux d'avant-garde en méca- 
nique statistique. 
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© 20. 


© 21. 


© 22. 


© 23. 


24. 


а) Si au temps t= 0 la concentration de polluants est de с, trouvez une expression pour la concen- 
tration с(4) au temps f. Quelle est la concentration limite quand t — «9? 

b) Supposez que l'ajout de polluants dans le lac a cessé (k = 0 et P = 0 pour t > 0). Déterminez 
l'intervalle de temps T qui doit s'écouler avant que la concentration de polluants soit réduite à 
50% de sa valeur initiale. Faites de même avec une valeur initiale de 10%. 

с) Le tableau 2.5.2 contient des données ê concernant plusieurs des Grands Lacs. А l'aide de ces 
données, déterminez à partir de la partie b) le temps Т nécessaire pour réduire la contamina- 
tion de chacun de ces lacs à 10% de la valeur initiale. 


Tableau 2.5.2 Volume et données de flux pour les Grands Lacs 


Lac V (km? x 10?) r (km?/année) 
Supérieur 12,2 65,2 
Michigan 4.9 158 
Érié 0,46 175 
Ontario 1,6 209 


On lance une balle d'une masse de 0,15 kg vers le haut à une vitesse initiale de 20 m/s du toit d'un 
édifice de 30 m. Ne tenez pas compte de la résistance de l'air. 
a) Trouvez l'altitude maximale que la balle atteint au-dessus du sol. 


b) En supposant que la balle évite l'édifice dans sa chute vers le sol, trouvez le moment ой elle 
touchera le sol. 


с) Tracez les graphiques de la vitesse et de la position de la balle en fonction du temps. 
Supposez que les conditions sont les mémes qu'au probléme 20, sauf qu'il y a une force due à la 
résistance de l'air de |у|/30, ой la vitesse v est mesurée en métres par seconde. 

a) Trouvez l'altitude maximale que la balle atteint au-dessus du sol. 

b) Trouvez le temps auquel la balle touche le sol. 


с) Tracez les graphiques de la vitesse et de la position par rapport au temps. Comparez les 
graphiques avec les graphiques correspondants du probléme 20. 


Supposez que les conditions sont les mémes qu'au probléme 20, sauf qu'il y a une force due à la 

résistance de l'air de v?/1325, oü la vitesse v est mesurée en métres par seconde. 

a) Trouvez l'altitude maximale que la balle atteint au-dessus du sol. 

b) Trouvez le temps auquel la balle touche le sol. 

с) Tracez les graphiques de la vitesse et de la position par rapport au temps. Comparez les 
graphiques avec les graphiques correspondants des problémes 20 et 21. 

Un parachutiste pesant 180 lb (y compris le matériel) saute d'une altitude de 5000 pi. Il ouvre son 

parachute après 10 s de chute libre. Supposez que la force de la résistance de l'air est de 0,75| | 

quand le parachute est fermé et de 12|v| quand le parachute est ouvert, oü la vitesse v est mesurée 

en pieds par seconde. 


a) Trouvez la vitesse du parachutiste quand le parachute s'ouvre. 
b) Trouvez la distance parcourue avant que le parachute s'ouvre. 
€) Quelle est la vitesse limite vL aprés l'ouverture du parachute ? 


d) Déterminez pendant combien de temps le parachutiste se trouve dans les airs aprés l'ouverture 
du parachute. 

e) Tracez le graphique de la vitesse par rapport au temps depuis le début du saut jusqu'à ce que 
le parachutiste touche le sol. 

Un chariot à fusée d'essai ayant une vitesse initiale de 150 mi/h est ralenti par un canal d'eau. 

Supposez que durant le freinage, l'accélération a est donnée par а(у)--шу?, où v est la vitesse et 

и est une constante. 


8. Ce probléme est basé sur l'information contenue dans un tableau tiré de l'article suivant: RAINEY, R. H. «Natural 
Displacement of Pollution from the Great Lakes », Science, 155, 1967, p. 1242-1243. 


2.5 La modélisation mathématique et les équations du premier ordre „э 


а) Comme dans l'exemple 4 du texte, utilisez la relation dv/dt = v(dv/dx) pour exprimer l'équa- 
tion du mouvement en fonction de v et de x. 


b) S'il faut une distance de 2000 pi pour ralentir le chariot à 15 mi/h, déterminez la valeur de д. 
€) Trouvez le temps 7 nécessaire pour ralentir le chariot à 15 mi/h. 


25. Un corps d'une masse constante т est projeté verticalement vers le haut à une vitesse initiale de 
vo dans un milieu offrant une résistance de k| v|, où k est une constante. Ne tenez pas compte de la 
variation de la force gravitationnelle. 


a) Trouvez l'altitude maximale х, que le corps atteint et le temps ғ, au bout duquel il atteint cette 
altitude maximale. 


b) Montrez que si kv,/mg < 1, alors on peut exprimer f,, ех, sous la forme suivante: 


2 
pan 1 jee ie | 


2 2mg 3\ mg 


22011-24, (19 : 
"” 2g 3mg 24 mg 


с) Montrez que la quantité kv,/mg n'a pas d'unités. 

26. Un corps d'une masse m est projeté verticalement vers le haut à une vitesse initiale de v, dans un 
milieu ayant une résistance de К|у|, où k est une constante. Supposez que l'attraction gravitation- 
nelle de la Terre est constante. 


a) Trouvez la vitesse у(г) du corps en fonction du temps. 


b) Utilisez le résultat de la partie а) pour calculer la limite de у(2) lorsque k — 0, soit lorsque la 
résistance s'approche de zéro. Ce résultat est-il conforme avec la vitesse d'une masse m proje- 
tée vers le haut à une vitesse initiale de v, dans le vide? 


c) Utilisez le résultat de la partie a) pour calculer la limite de v(t) lorsque m — 0, soit quand la 
masse s'approche de zéro. 

27. Un corps qui chute dans un fluide relativement dense (de l'huile, par exemple) subit trois forces 
(voir la figure 2.5.5): une force de résistance R, une poussée B et son poids w dû à la gravité. La 
poussée est égale au poids du fluide déplacé par l'objet. Pour un corps sphérique de rayon a qui se 
déplace lentement, la force de résistance est donnée par la loi de Stokes?, soit R = блша|у|, où v 
est la vitesse du corps et u est le coefficient de viscosité du fluide environnant. 


w 


| Figure 2.5.5) Corps chutant dans un fluide dense. 
» 


9. George Gabriel Stokes (1819-1903), professeur à Cambridge, a été l'un des plus éminents physiciens et spécialistes 
des mathématiques appliquées du хіх siècle. Les équations de base de la mécanique des fluides (les équations de 
Navier-Stokes) ont été nommées en partie en son honneur, et l'un des théorémes fondamentaux du calcul vectoriel 
porte son nom. Il a aussi été l'un des pionniers dans l'utilisation des séries divergentes (asymptotiques), un sujet de 
grand intérét et d'une grande importance aujourd'hui. 
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29. 


30. 


© 31. 


a) Trouvez la vitesse limite d'une sphére pleine de rayon a et de densité p chutant librement dans 
un milieu de densité p’ et de coefficient de viscosité u. 

b) En 1910, le physicien américain Robert Andrews Millikan (1868-1953) a déterminé la charge 
d'un électron en étudiant le mouvement de minuscules gouttes d'huile en chute libre dans un 
champ électrique. Un champ de force E exerce une force Ee sur une gouttelette avec une 
charge e. Supposez que Е a été corrigé de sorte que la gouttelette demeure stationnaire (v - 0) 
et que w et B soient tels que donnés à la page précédente. Trouvez une formule pour 
déterminer e. Robert Andrews Millikan a su déterminer la charge e d'un électron, soit 
e = 4,803 x 107? unités électrostatiques. 


On laisse tomber une masse de 0,25 kg dans un milieu offrant une résistance de 0,2|у|, où v est 
mesuré en métres par seconde. 
a) Si on laisse tomber la masse d'une hauteur de 30 m, trouvez sa vitesse quand elle touche le sol. 


b) Si la masse doit atteindre une vitesse maximale de 10 m/s, trouvez la hauteur maximale de 
laquelle on peut la jeter. 


€) Supposez que la force résistante est de Д|у |, ой v est mesurée en mètres par seconde et k est 
une constante. Si on laisse tomber la masse d'une hauteur de 30 m et qu'elle doit toucher le sol 
à une vitesse maximale de 10 m/s, déterminez le coefficient de résistance k approprié. 

Supposez qu'une fusée est lancée directement de la surface de la Terre à une vitesse ini- 

tiale v) = J2gR, où R est le rayon de la Terre. Ne tenez pas compte de la résistance de l'air. 

a) Trouvez une expression pour représenter la vitesse v en fonction de la distance x à partir de la 
surface terrestre. 

b) Trouvez le temps nécessaire à la fusée pour parcourir 240 000 mi (la distance approximative 
de la Terre à la Lune). Supposez que Ё = 4000 mi. 


Soit v(f) et w(t) les composantes horizontale et verticale de la vitesse d'une balle de baseball frap- 
pée avec un báton. En l'absence de la résistance de l'air, v et w satisfont aux équations 


ауа = 0, dwldt = —g. 
a) Montrez que 


y = u COS À, w= -gt + u sin A, 


où и est la vitesse initiale de la balle et A est l'angle d'élévation initiale. 

b) Soit x(t) et y(t), qui sont respectivement les coordonnées horizontale et verticale de la balle au 
temps t. Si x(0) = 0 et que y(0) = h, trouvez x(t) et y(t) au temps t. 

c) Soit g = 32 pi/s?, u = 125 pi/s et h = 3 pi. Tracez le graphique de la trajectoire de la balle pour 
différentes valeurs de l'angle A, c'est-à-dire tracez x(t) et y(f) de manière paramétrique. 


d) Supposez que le mur du champ extérieur se trouve à une distance L et qu'il a une hauteur H. 
Trouvez une relation entre u et A qui doit étre satisfaite pour que la balle puisse franchir le mur. 


e) Supposez que L = 350 pi et que H = 10 pi. En utilisant la relation obtenue еп d), trouvez (ou 
estimez à partir d'un graphique) l'ensemble des valeurs de A qui correspondent à une vitesse 
initiale de u — 110 pi/s. 

f) Pour L = 350 et H = 10, trouvez la vitesse initiale minimale и et l'angle optimal A correspon- 
dant pour lesquels la balle franchira le mur. 


Un modéle plus réaliste (que celui du probléme 30) d'une balle de baseball en vol comprend l'effet 
de la résistance de l'air. Dans ce cas, les équations du mouvement sont 


ама = —rv, dwldt 2 —g — rw, 
oü r est le coefficient de résistance. 


a) Déterminez v(t) et w(t) en fonction de la vitesse initiale и et de l'angle d'élévation initiale A. 

b) Trouvez x(t) et y(t) si x(0) = 0 et y(0) = А. 

с) Tracez le graphique de la trajectoire de la balle pour r = 1/5, u = 125, h — 3 et pour différentes 
valeurs de A. Comment les trajectoires diffèrent-elles de celles du probléme 30, où r — 0? 

d) En supposant que r= 1/5 et que h = 3, trouvez la vitesse initiale minimale и et l'angle optimal А 
pour lesquels la balle franchira un mur qui se trouve à 350 pi de distance et qui a 10 pi de 
hauteur. Comparez ce résultat avec celui du probléme 30 f). 


» 
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32. Le probléme du brachistochrone Un des problèmes célèbres dans l’histoire des mathématiques 
est celui du brachistochrone. Il consiste à identifier la courbe le long de laquelle une particule glis- 
sera sans friction dans le moindre temps possible d'un point donné P à un autre point Q, le second 
point étant plus bas que le premier mais pas directement en dessous (voir la figure 2.5.6). Ce 
probléme a été formulé par Jean Bernoulli en 1696 pour lancer un défi aux mathématiciens de son 
époque. Jean Bernoulli et son frére Jacques Bernoulli ainsi qu'Isaac Newton, Gottfried Leibniz 
et le Marquis de L' Hospital l'ont résolu. Le probléme du brachistochrone a été important dans le 
développement des mathématiques, car il a permis de jeter les bases du calcul des variations. 


En résolvant ce probléme, considérez l'origine comme le point le plus haut P et orientez les axes 
comme à la figure 2.5.6. Le point le plus bas О a les coordonnées (xo, у). Il est alors possible 
de montrer que la courbe de temps minimal est donnée раг une fonction y = ф(х) qui satisfait à 
l'équation différentielle 


(1+у) у= E, сі) 


ой К? est une constante positive qu'on déterminera plus loin. 


үк 


О(хо yo) 


y 


| Figure 2.5.6 Brachistochrone. 


a) Résolvez l'équation (i) pour déterminer y’. Pourquoi est-il nécessaire de choisir la racine carrée 
positive ? 


b) Introduisez la nouvelle variable 1 à l'aide de la relation 
у= 0 sint (ii) 
Montrez que l'équation trouvée à la partie a) prend alors la forme 
2/2 sin? t dt = dx. (iii) 
€) Soit 0— 2t. Montrez que la solution à l'équation (iii) pour laquelle x = 0 lorsque y = 0 est don- 
née par 
х= K(0 — sin 0y/2, у = К” (1 — cos 0)2. (іу) 


Les équations (iv) sont les équations paramétriques de la solution à l'équation (1) qui passe par 
le point (0, 0). Le graphique des équations (iv) s'appelle une cycloide. 

d) Si on choisit adéquatement la constante k, alors la cycloide passera aussi par le point (х,, Yo) et 
sera la solution au probléme du brachistochrone. Trouvez К si x, = 1 et yy = 2. 


EXJ Les équations autonomes et les 
dynamiques des populations 
Une classe importante d'équations du premier ordre comprend les équations oü la variable 


indépendante n'apparait pas explicitement. De telles équations sont dites autonomes et sont de 
la forme 


dyldt — f (y). (1) 
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Nous discuterons de ces équations dans le contexte de l'étude de la croissance ou de la décrois- 
sance de la population d'une espéce donnée. Cette question est importante dans des domaines 
comme la médecine, l'écologie ou l'économie. D'autres exemples d'applications seront évoqués 
dans les problèmes, à la fin de la présente section. Il convient de se rappeler que dans les sec- 
tions 1.1 et 1.2, nous avons déjà considéré le cas particulier de l'équation (1) ой f(y) = ay + b. 

Puisque l'équation (1) est à variables séparables, la discussion de la section 2.1 peut s'appli- 
quer. Toutefois, notre objectif actuel est de montrer comment on peut utiliser des méthodes 
géométriques pour obtenir de l'information qualitative importante directement de l'équation 
différentielle, et ce, sans la résoudre. Les concepts de stabilité et d'instabilité des solutions aux 
équations différentielles seront trés importants dans cette démarche. Nous avons déjà présenté 
ces idées au chapitre 1. Nous discuterons maintenant plus longuement ce sujet dans la pré- 
sente section, et nous examinerons ces concepts en détail et dans un contexte plus général au 
chapitre 5. 


La croissance exponentielle Soit y = @ (f) la taille de la population d'une espèce donnée 
au temps t. L'hypothése la plus simple portant sur la variation de la population est que le taux 
de variation de y est proportionnel 19 à la valeur actuelle de y, soit 


dyldt — ry, (2) 


où la constante de proportionnalité r s'appelle le taux de croissance ou le taux de décroissance, 
selon qu'elle est positive ou négative. Ici, on suppose que ғ > 0, donc que la population croit. 
En résolvant l'équation (2) assujettie à la condition initiale 


x0) = у, (3) 

on obtient 
у= Joe”. (4) 
Ainsi, le modèle mathématique décrit par le problème de valeur initiale (2), (3) avec г> 0 
prédit que la population croitra de manière exponentielle (voir la figure 2.6.1). Dans des condi- 
tions idéales, on a conclu que l'équation (4) est raisonnablement précise pour de nombreuses 
populations, du moins pendant des périodes de temps limitées. Cependant, il est évident que 
de telles conditions ne peuvent prévaloir indéfiniment. Il est possible qu'un espace limité, le 


manque de nourriture ou d'autres ressources réduiront le taux de croissance et mettront fin à la 
croissance exponentielle sans contrainte. 


| Figure 2.6.1| Croissance exponentielle: у en fonction de t pour dy/dt = ry. 


10. Il semble que c'est l'économiste britannique Thomas Malthus (1766-1834) qui a observé le premier que de 
nombreuses populations biologiques croissent à un taux proportionnel à leur population. Son premier article sur les 
populations a été publié en 1798. 
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La croissance logistique Pour tenir compte du fait que le taux de croissance dépend de la 
taille de la population, on remplace la constante r dans l'équation (2) par une fonction A(y). On 
obtient ainsi l'équation modifiée 


dyldt — h(y)y. (5) 


On choisit A(y) de sorte que (y) = r > 0 quand y est petit, que A(y) diminue quand y devient 
plus grand et que A(y) < 0 quand y est suffisamment grand. La fonction la plus simple permet- 
tant de vérifier ces propriétés est h(y) = r — ау, ой a est aussi une constante positive. En utilisant 
cette fonction dans l'équation (5), on obtient 


dyldt = (r — ay)y. (6) 


L'équation (6) est l'équation de Verhulst ™ ou l'équation logistique. Il est souvent plus 
approprié d'écrire l'équation logistique sous la forme équivalente 


2-( -žy (7) 


où K = r/a. La constante ғ s'appelle le taux de croissance intrinsèque, soit le taux de crois- 
sance en l'absence de facteurs contraignants. L'interprétation de la constante K se précisera 
sous peu. 

Nous analyserons les solutions à l'équation (7) plus en détail plus loin dans cette section. 
Cependant, avant de le faire, nous vous montrerons des méthodes permettant de tracer facile- 
ment une esquisse qualitativement correcte des solutions. Les mémes méthodes s'appliquent 
aussi à l'équation plus générale (1). 

On recherche d'abord les solutions à l'équation (7) du type le plus simple, c'est-à-dire des 
fonctions constantes. Pour une telle solution, dy/dt = 0 pour tout t. Donc, toute solution constante 
à l'équation (7) doit satisfaire à l'équation algébrique 


r(1 — y/K)y = 0. 


Ainsi, les solutions constantes sont у = ф,(0) = 0 et y = ф,(0 = K. Ces solutions s'appellent des 
solutions d'équilibre à l'équation (7), car elles correspondent au cas oü il n'y a aucun change- 
ment ou aucune variation dans la valeur de y lorsque t augmente. De la méme maniére, on peut 
trouver toutes les solutions d'équilibre à l'équation (1) générale en déterminant les racines de 
f Cy) = 0. On appelle aussi les racines de f(y) des points critiques. 

Afin de visualiser d'autres solutions à l'équation (7) et de tracer leurs graphiques rapide- 
ment, on peut commencer par tracer le graphique de f(y) en fonction de y. Dans le cas de l'équa- 
tion (7), f(y) = r(1 — y/K)y, donc le graphique est la parabole illustrée à la figure 2.6.2, qui se 
trouve à la page suivante. Les points d'intersection avec l'axe des y sont (0, 0) et (K, 0), qui cor- 
respondent aux points critiques de l'équation (7), et le sommet de la parabole est (K/2, rK/4). П 
faut noter que dy/dt > О pour 0 < y < К. Par conséquent, y est une fonction croissante de t quand 
y est à l'intérieur de cet intervalle. Dans la figure 2.6.2, on peut le voir prés de l'axe des y par 
les fléches pointant vers la droite ou par les fléches pointant vers le haut dans la figure 2.6.3 a), 
à la page suivante. De la méme manière, si y > K, alors dy/dt « 0. Ainsi, y est décroissante, 
comme l'indique la fléche pointant vers la gauche dans la figure 2.6.2 ou la fléche pointant vers 
le bas dans la figure 2.6.3 a). 


11. P. F. Verhulst (1804-1849) est un mathématicien belge qui a introduit l'équation (6) comme modéle de croissance 
de la population humaine en 1838. Il l'a appelée la croissance logistique. Par conséquent, on appelle souvent l'équa- 
tion (6) l'équation logistique. P. F. Verhulst a été incapable de vérifier l'exactitude de son modéle en raison des don- 
nées de recensement inadéquates. Son modéle n'a attiré l'attention que plusieurs années plus tard. R. Pearl (1930) a 
démontré qu'il y avait une concordance raisonnable entre ce modéle et des données expérimentales pour les popu- 
lations de Drosophila melanogaster (les mouches à fruits). G. F. Gause (1935) a fait de méme pour les populations 
de Paramecium et de Tribolium (les insectes à farine). 
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ЈО) 


rK/4 


(К/2, rK/4) 


| Figure 2.6.2 f(y) en fonction de y pour dy/dt = r(1 — y/K)y. 


Dans ce contexte, l'axe des y est souvent appelé la ligne de phase et il est reproduit selon 
son orientation la plus habituelle (verticale) dans la figure 2.6.3 a). Les points en y = 0 et y = К 
sont les points critiques, ou les solutions d'équilibre. Les fléches indiquent de nouveau que y est 
croissant lorsque 0 < y < K et que y est décroissant lorsque y > К. 


(a) (b) 


| Figure 2.6.3 Croissance logistique: y en fonction de г pour dy/dt = r(1 — y/K)y. 


De plus, on note que si y est proche de zéro ou de К, alors la pente f (y) tend vers zéro, et les 
courbes-solutions sont relativement horizontales. Pour esquisser les graphiques des solutions à 
l'équation (7) dans le plan ty, on commence donc avec les solutions d'équilibre y = 0 et y = K; 
on trace ensuite d'autres courbes qui sont croissantes lorsque 0 < y < К et décroissantes lorsque 
y » K. On remarque que les courbes-solutions deviennent plus abruptes quand la valeur de y 
quitte le voisinage de zéro ou de K. Ces observations signifient que les graphiques des solutions 
à l'équation (7) doivent avoir la forme générale illustrée à la figure 2.6.3 b), peu importe les 
valeurs de r et de K. 

La figure 2.6.3 b) semble montrer que d'autres solutions croisent la solution d'équilibre y — К, 
mais est-ce vraiment possible ? Non, la partie concernant l'unicité du théorème 2.4.2, le théo- 
réme fondamental de l'existence et de l'unicité, énonce qu'une seule solution peut passer par un 
point donné dans le plan ty. Donc, méme si d'autres solutions peuvent étre asymptotiques à la 
solution d'équilibre lorsque t — о, elles ne peuvent la croiser en aucun temps fini. Раг consé- 
quent, une solution qui débute dans l'intervalle 0 « y « K demeure dans cet intervalle en tout 
temps et c'est la méme chose pour une solution qui débute dans l'intervalle К < y < ee. 
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Dans le but de pousser l'étude un peu plus loin, il est possible de déterminer la concavité 
des courbes-solutions ainsi que les points d'inflexion en trouvant d^y/df. À partir de l'équation 
différentielle (1), on obtient (à l'aide de la régle de la dérivée en chaine) 

d'y ddy d 


dy С ДЕ 
а? dt ОРО P. FOSO). (8) 


Le graphique de y en fonction de 1 est concave vers le haut quand y” > 0, c'est-à-dire lorsque 
f et f' sont de même signe. De la méme manière, le graphique est concave vers le bas quand 
y" « 0, ce qui se produit lorsque fet f’ sont de signes contraires. Оп peut facilement trouver les 
signes de f'et de f" à partir du graphique de f (y) en fonction de y. Les points d'inflexion peuvent 
se produire quand (у) = 0. 

Dans le cas de l'équation (7), les solutions sont concaves vers le haut pour 0 « y « К/2, 
où fest positive et croissante (voir la figure 2.6.2), donc lorsque fet f sont toutes deux positives. 
Les solutions sont aussi concaves vers le haut pour y > К, où f est négative et décroissante (fet f" 
sont négatives). Pour K/2 « y « K, les solutions sont concaves vers le bas puisque à cet endroit, 
f est positive et décroissante, donc f est positive mais f" est négative. Il y a un point d'inflexion 
quand le graphique de y en fonction de 1 croise la droite у = K/2. Les graphiques de la fi- 
gure 2.6.3 b) illustrent ces propriétés. 

Finalement, puisque K est une borne supérieure qui est approchée mais jamais dépassée 
par les populations en croissance ayant commencé sous cette valeur, il est naturel de définir K 
comme le niveau de saturation ou la capacité limite pour l'espéce donnée. 

Une comparaison des figures 2.6.1 et 2.6.3 b) révéle que les solutions à l'équation non 
linéaire (6) sont très différentes de celles à l'équation linéaire (1), du moins pour de grandes 
valeurs de 1. Peu importe les valeurs de K, c'est-à-dire peu importe à quel point le terme non 
linéaire de l'équation (6) est petit, les solutions à cette équation s'approchent d'une valeur finie 
lorsque t — оо, tandis que les solutions à l'équation (1) croissent (de manière exponentielle) sans 
limite lorsque t — «e. Ainsi, méme un infime terme non linéaire dans l'équation différentielle a 
un effet décisif sur la solution pour une grande valeur de 1. 

Dans bien des situations, l'information qualitative sur la solution y = ф (t) à l'équation (7), 
présentée dans la figure 2.6.3 b), est suffisante. On a obtenu toute cette information à partir 
du graphique de f(y) en fonction de y, sans résoudre l'équation différentielle (7). Cependant, 
si on souhaite avoir une description plus détaillée de la croissance logistique (par exemple, si 
on désire connaitre la valeur de la population en un temps particulier), alors on doit résoudre 
l'équation (7) qui satisfait à la condition initiale (3). En supposant que y + 0 et que y + К, on peut 
écrire l'équation (7) sous la forme 


S ЭШ =r dt 
(1-у/Куу 
Еп décomposant en fractions partielles le premier membre de l'équation, on a 
1 1/К 
— T == 
y 1-y/K 
Ensuite, en intégrant les deux membres, on obtient 


|в-ға 


In |у|—1п 


y 
1- |= rtc, 9 
M ido 9) 


ой c est une constante d'intégration qui doit étre déterminée à partir de la condition initiale 
y(0) = у. On a déjà noté que si 0 < y, < К, alors y demeure à l'intérieur de cet intervalle en tout 
temps. Ainsi, dans ce cas, on peut retirer les signes de valeurs absolues dans l'équation (9) puis, 
en prenant l'exponentielle des deux membres, on trouve 


LO 6er, (10) 
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où C = е“. Pour satisfaire à la condition initiale y(0) = у,, on doit choisir C 2 y/[1 — (y/K)]. En 
utilisant cette valeur pour C dans l'équation (10) et en faisant la résolution pour déterminer y, 
on obtient 
у= YoK 
Yo + (K = ye" | 

On a obtenu la solution (11) en supposant que 0 < y, < К. Si y, > K, alors les détails permet- 
tant de résoudre l'équation (9) sont un peu différents et on laisse au lecteur le soin de montrer 
que l'équation (11) est également valide dans ce cas. Enfin, il faut noter que l'équation (11) 
contient aussi les solutions d'équilibre y = ф,(0) = 0 et y = ф,(0) = К correspondant respectivement 
aux conditions initiales y, = 0 et y, = К. 

On peut confirmer toutes les conclusions qualitatives auxquelles nous sommes arrivés plus 
tót par un raisonnement géométrique en examinant la solution (11). En particulier, si y, — 0, 
alors l'équation (11) exige que y(f) = 0 quel que soit t. Si y, > 0 et si t — оо dans l'équation (11), 
alors on obtient 


(LL) 


lim y(t) = yyK/y, = К. 
t= 


Ainsi, pour chaque y, > 0, la solution s'approche asymptotiquement de la solution d'équilibre 
y = ф,(0 = К (en fait, de manière exponentielle) lorsque t — ce. Par conséquent, on dit que la 
solution constante $,(t) = К est une solution asymptotiquement stable à l'équation (7) ou que 
le point y = K est un point d'équilibre ou un point critique asymptotiquement stable. Cela signi- 
fie qu'aprés une longue période, la population est voisine du niveau de saturation К, peu importe 
la population initiale pourvu qu'elle soit positive. Comme on peut le voir dans la figure 2.6.3, 
toutes les solutions s'approchent de la solution d'équilibre beaucoup plus rapidement que la 
croissance de r. 

D'un autre côté, la situation de la solution d'équilibre y = @,(f) = 0 est trés différente. Même 
les solutions qui commencent trés proche de zéro croissent à mesure que t augmente et, comme 
on Га vu, elles s'approchent de К lorsque t — «e. On dit que $,(f) = 0 est une solution d’équi- 
libre instable ou que y = 0 est un point d'équilibre instable ou un point critique. Cela signifie 
que la seule maniére de garantir que la solution demeure proche de zéro est de s'assurer que sa 
valeur initiale est exactement égale à zéro. 


| Exemple1 | On a appliqué le modèle logistique à la croissance naturelle de la population de flétans dans certaines 
régions de l'océan Pacifique". Soit y, mesurée en kilogrammes, la masse totale (ou biomasse) de la 
population de flétans au temps 1. On estime que les paramétres de l'équation logistique ont les valeurs 
r = 0,71 par année et que K = 80,5 x 10$ kg. Si la biomasse initiale est de y, — 0,25K, trouvez la 
biomasse au bout de 2 ans. Trouvez aussi le temps 7 pour lequel y(7) = 0,75К. 
Il est approprié d'exprimer la solution (11) par rapport à la capacité limite K. Ainsi, on écrit l'équa- 
tion (11) sous la forme 


y YoK 


К (Yo/K)+[1- (y/K)le"- 


(12) 


En utilisant les données du problème, on trouve 


2 2 
с 025 250,5797. 
К  025*0,75& V 


Par conséquent, y(2) = 46,7 x 10$ kg. 


12. Le livre de Colin W. Clark (voir les références à la fin du chapitre) est une bonne source d'information. Il porte 
sur la dynamique et l'économie des populations qu'implique l'usage efficient d'une ressource renouvelable, 
notamment par le biais de la péche. 
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b Pour trouver т, on peut d'abord résoudre l'équation (12) pour déterminer t. On obtient 
он PON- (0/0, 
(у/КП-(у/ЮІ 
et, par conséquent, 


(o lag QU 7 G/K)] (13) 


r OIDU- Qu/K)] 


En utilisant les valeurs données de r et de y,/K et en posant y/K = 0,75, on trouve 


1 т (0,25)(0,25) 1 
0,71  (0,75)(0,75) 0,71 


In 9 = 3,095 années. 


La figure 2.6.4 illustre les graphiques de y/K en fonction de t pour les valeurs des paramètres donnés 
et pour différentes conditions initiales. La courbe en noir correspond à la condition initiale y, = 0,25K. 


y/K À 


IS TT у/К en fonction de t pour le modèle de population de flétans de l'océan 
Pacifique. La courbe en noir satisfait à la condition initiale y(0)/K = 0,25. 


Un seuil critique Оп considére maintenant l'équation 
d 
2--( -i. (14) 


ой r et T sont des constantes positives données. П faut noter que (sauf pour le remplacement du 
paramètre K par T) cette équation diffère de l'équation logistique (7) seulement par la présence 
du signe négatif dans le second membre. Cependant, comme on le verra, les solutions à l'équa- 
tion (14) se comportent trés différemment de celles de l'équation (7). 

Pour l'équation (14), le graphique de f(y) en fonction de y est la parabole illustrée à la 
figure 2.6.5, qui se trouve à la page suivante. Les intersections avec l'axe des y sont aux points 
critiques y = 0 et y = Т, qui correspondent aux solutions d'équilibre $,(f) = 0 et ф,(0 = T. 
Si 0 < y < T, alors dy/dt < 0, et y diminue lorsque t augmente. D'un autre côté, si y > Т, 
alors dy/dt > 0 et y croit lorsque t augmente. Ainsi, ф,(0) = О est une solution d'équilibre 
asymptotiquement stable et $,(r) = T est une solution instable. De plus, f'(y) est négative pour 
0 « y « 7/2 et elle est positive pour 7/2 « y « T. Donc, le graphique de y en fonction de f est 
respectivement concave vers le haut et concave vers le bas dans ces intervalles. De plus, 
f' (y) est positive pour y > Т. Donc, le graphique de y en fonction de f est aussi concave vers 
le haut à cet endroit. 
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(7/2, -rT/4) 


| Figure 2.6.5 f(y) en fonction de y pour dy/dt = —r(1 — y/T)y. 


La figure 2.6.6 a) montre la ligne de phase (l'axe des у) pour l'équation (14). Les points en у= 0 
et у= T'sont les points critiques, ou solutions d'équilibre, et les flèches indiquent les intervalles où les 
solutions sont croissantes ou décroissantes. On peut maintenant esquisser rapidement les courbes- 
solutions de l'équation (14), en procédant comme suit. D'abord, tracez les solutions d'équilibre y = 0 
et y = T. Ensuite, esquissez dans l'intervalle 0 < y < T des courbes qui sont décroissantes lorsque t 
augmente et changez leur concavité quand elles croisent la droite y — 7/2. Aprés cela, tracez au- 
dessus de la droite y - T quelques courbes qui croissent de plus en plus abruptement lorsque t et y 
augmentent. Assurez-vous que toutes les courbes deviennent plus aplaties lorsque y s'approche de 0 
ou de 7. Le résultat est illustré dans la figure 2.6.6 b), qui est une esquisse qualitativement exacte 
des solutions à l'équation (14) pour tout r et T. D’après cette figure, il semble que lorsque le temps 
augmente, y s'approche de 0 ou croit sans limite, selon que la valeur initiale y, est inférieure ou 
supérieure à T. Par conséquent, T est le niveau critique au-dessous duquel il n'y a pas de croissance. 


(a) (b) 


ШР ПУЛ: Croissance avec seuil pour dy/dt = —r(1 — y/T)y. En a), la ligne de phase; en b), 
y en fonction de 1. 


On peut confirmer les conclusions obtenues par un raisonnement géométrique en résolvant 
l'équation différentielle (14). On peut le faire en séparant les variables et en intégrant, comme 
on l'a fait pour l'équation (7). Cependant, si on note qu'on peut obtenir l'équation (14) à partir 
de l'équation (7) en remplaçant К par Т et r par —r, alors on peut faire les mêmes substitutions 
dans la solution (11) et obtenir ainsi 


у= УГ 
Уо +(7 – уу)е" 


soit la solution à l'équation (14) qui satisfait à la condition initiale y(0) = y,. 


(15) 


2.6 Les équations autonomes et les dynamiques des populations pb 89 


Si 0 < y, < T, alors il découle de l'équation (15) que y — 0 lorsque t — «e. Cela concorde 
avec notre analyse géométrique qualitative. Si y, > Т, alors le dénominateur du second membre 
de l'équation (15) est zéro pour une certaine valeur de t. On note cette valeur г“, et on la calcule 
à partir de 


Yo — Oo - T)e" = 0, 
ce qui donne 


Bad. (16) 
г YT 

Ainsi, si la population initiale y, est au-dessous du seuil Т, le modèle du seuil critique pré- 
dit que le graphique de y en fonction de ѓа une asymptote verticale en t = t*. En d'autres mots, 
la population devient non bornée en un temps fini qui dépend de la valeur initiale y, et de la 
valeur du seuil T. L'existence et la position de cette asymptote ne pouvaient étre déterminées à 
partir de l'analyse géométrique. Dans ce cas, la solution explicite fournit donc de l'information 
additionnelle, tant qualitative que quantitative. 

Les populations de certaines espéces présentent ce phénoméne de seuil critique. S'il y a 
trop peu de membres, les espéces ne peuvent pas se reproduire efficacement et la population 
s'éteint. Cependant, si on peut rassembler une population plus grande que le niveau du seuil, 
on assiste alors à une croissance. Bien sür, la population ne peut pas devenir non bornée. Donc, 
éventuellement, l'équation (14) devra étre modifiée en conséquence. 

Les seuils critiques se produisent aussi en d'autres circonstances. Par exemple, en méca- 
nique des fluides, les équations de la forme (7) ou (14) gouvernent souvent l'évolution d'une 
petite perturbation y dans un flux laminaire (ou lisse). Par exemple, si l'équation (14) s'applique 
et si y « T, alors la perturbation est amortie et le flux laminaire persiste. Cependant, si y > 7, 
alors la perturbation s'accentue et le flux laminaire devient un flux turbulent. Dans ce cas, on 
dit que Т est une amplitude critique. Par exemple, les expérimentateurs parlent de garder le 
niveau de perturbation dans un tunnel aérodynamique suffisamment faible afin d'étudier le flux 
laminaire sur une surface portante. 


La croissance logistique avec seuil Comme on l'a mentionné dans la sous-section pré- 
cédente, le modèle du seuil critique (14) peut nécessiter des modifications pour empêcher une 
croissance non bornée quand y se trouve au-dessus du seuil 7. La manière la plus simple de le 
faire consiste à introduire un autre facteur qui aura pour effet de rendre dy/dt négatif quand y 


est grand. Ainsi, on considere 
dy y | | у | 
Aevi Ty 17 
а | TN RP e 
oùr>0et0<T<K. 


La figure 2.6.7 présente le graphique de f(y) en fonction de y. Dans ce problème, il y a 
trois points critiques: y = 0, y = T et y = K, qui correspondent respectivement aux solutions 


ДО) en fonction de y pour dy/dt = —r(1 — y/T)(1 — y/K)y. 
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d'équilibre д(0) = 0, Ф(0 = T et ф,00) = К. À partir de la figure 2.6.8, il est clair que dy/dt > 0 
pour T < y < К et que, par conséquent, y augmente à cet endroit. Le contraire est vrai pour 
y«Tet у > К. Ainsi, les solutions d'équilibre $,(f) et @.(f) sont asymptotiquement stables, et la 
solution ф,(2) est instable. 

La ligne de phase pour l'équation (17) est montrée dans la figure 2.6.8 a) et les graphiques 
de quelques solutions sont esquissés dans la figure 2.6.8 b). Assurez-vous de bien comprendre 
la relation entre ces deux figures, ainsi que celle entre les figures 2.6.7 et 2.6.8 a). D'aprés la 
figure 2.6.8 b), on voit que si y débute sous le seuil 7, alors y décroit jusqu'à l'extinction finale. 
D'un autre cóté, si y commence au-dessus du seuil 7, alors y s'approche éventuellement de la 
capacité limite K. Les points d'inflexion sur les graphiques de y en fonction de f [voir la fi- 
gure 2.6.8 БД correspondent aux points maximal et minimal qui sont respectivement y, et y, du 
graphique de f(y) en fonction de y (voir la figure 2.6.7). On peut obtenir ces valeurs en déri- 
vant le second membre de l'équation (17) par rapport à y, puis en posant le résultat égal à zéro 
et en faisant la résolution pour déterminer y. On obtient 


Via =(K+T EJK? - KT € T^), (18) 


où le signe positif donne y, et le signe négatif, y... 


y y 
Q(t) = К 
К К 
MI 
2) - T 
T T 
n ф10 =0 
0 
t 
(a) (b) 


ЗПС) Croissance avec seuil T pour dy/dt = —r(1 — y/T)(1 — y/K)y. En a), ligne de phase; 
en b), y en fonction de 1. 


Apparemment, un modéle de ce type général décrit bien la population de pigeons voya- 
geurs ? aux États-Unis, qui était trés nombreuse jusqu'à la fin du хіх“ siècle. La chasse aux 
pigeons voyageurs ayant été excessive (pour la nourriture et le sport), leur nombre a considéra- 
blement diminué dans les années 1880. 

Malheureusement, les pigeons voyageurs ne peuvent se reproduire facilement que si leur 
concentration est grande, ce qui correspond à un seuil T plutót élevé. Bien qu'un nombre rela- 
tivement élevé de ces oiseaux soient restés en vie vers la fin des années 1880, ils n'étaient pas 
assez nombreux en un méme endroit pour permettre une reproduction efficace. La population 
s'est donc rapidement éteinte. Le dernier survivant est mort en 1914. Le déclin précipité de la 
population de pigeons voyageurs, ceux-ci étant passés d'un nombre trés élevé à l'extinction en 
à peine plus de 30 ans, a été l'un des premiers facteurs qui a suscité un intérét pour la conser- 
vation des espéces. 


13. Voir, par exemple, l'ouvrage suivant: AUSTIN, Oliver L. Jr. Birds of the World, New York, Golden Press, 1983, 
p. 143-145. 
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Problémes 


ш Les problèmes 1 à 6 comprennent des équations de la forme dy/dt = f(y). Pour chaque probléme, 
tracez le graphique de f(y) en fonction de y, déterminez les points d'équilibre (critiques) et précisez si 
chacune des solutions est asymptotiquement stable ou instable. 


1. dy/dt= ay + Ьу?, a » 0, b»0, уо2 0 


2. dyldt= ау+Ьу?, а>0, b»0, = < yy < eo 

3. dyldt 2 y(y - D(y - 2), Yo 20 4. dyldt=e-1, —eo < yy < eo 

5. dyldt - e? — 1, —eo < yy < eo 6. dy/dt=-2(arctan у)/(1 + у>), = < уу< co 
7. Les solutions d'équilibre semi-stable Parfois, une solution d'équilibre constante a la propriété 


voulant que les solutions situées sur un cóté de la solution d'équilibre aient tendance à s'en appro- 
cher, tandis que les solutions situées de l'autre cóté s'en éloignent (voir la figure 2.6.9). Dans ce 
cas, la solution d'équilibre est qualifiée de semi-stable. 


a) Considérez l'équation 
ауа: = k(l- yy, @) 
ой k est une constante positive. Montrez que у = 1 est le seul point critique, avec la solution 
d'équilibre correspondante (4) = 1. 

b) Tracez le graphique de f(y) en fonction de y. Montrez que y est une fonction croissante de t 
pour y « 1 et aussi pour y > 1. Ainsi, les solutions au-dessous de la solution d'équilibre s'en 
approchent, tandis que celles qui sont au-dessus de la solution d'équilibre s'en éloignent. Par 
conséquent, (f) = 1 est semi-stable. 

с) Résolvez l'équation (1) qui satisfait à la condition initiale y(0) = y, puis confirmez les conclu- 
sions obtenues à la partie b). 


yA y 


{Кз ф() = к 


(а) Í (b) : 


ACTA] Dans les deux cas, la solution d'équilibre $(f) = k est semi-stable. 
a) dyldt € 0; b) dy/dt > 0. 


ш Les problèmes 8 à 13 comportent des équations de la forme dy/dt = f(y). Pour chaque problème, tracez 
le graphique de f(y) en fonction de y, déterminez les points critiques (d'équilibre) et précisez si cha- 
cune des solutions est asymptotiquement stable, instable ou semi-stable (voir le probléme 7). 


8. dyldt- -k(y — 1)?, k» 0, —eo < yy € оо 

9. dyldt= y (y? - 1), = < yy < eo 10. dyldt = y(1 — y’), = < уу < о 
11. ddt-ay-bd]y, а>0, 5>0, у20 
12. dyldt = y (4 – y^), —eo < yy < оо 13. dyldt =y (1 — yy, —eo < yg < eo 


14. Considérez l'équation dy/dt = Қу). Supposez que y, est un point critique, c'est-à-dire que f(y,) = 0. 
Montrez que la solution d'équilibre constante (г) = y, est asymptotiquement stable si f'(y,) < 0, et 
instable si f'(y,) > 0. 

15. Supposez qu'une certaine population obéit à l'équation logistique dy/dt = ry[1 — (y/K)]. 


a) Si y) = К/З, trouvez le temps т au bout duquel la population initiale a doublé. Trouvez la valeur 
de т correspondant à r = 0,025 par année. » 
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16. 


17. 


18. 


19. 


b) Si y,/K= а, trouvez le temps T au bout duquel y(T)/K = B, où 0 < а, B « 1. Observez que T — оо 
lorsque & — 0 ou £ — 1. Trouvez la valeur de T pour r = 0,025 par année, &œ = 0,1 et B = 0,9. 


Une autre équation utilisée pour modéliser la croissance de la population est l'équation de 
Gompertz: 
dyldt = ry ln (K/y), 
où r et K sont des constantes positives. 
a) Tracez le graphique de f(y) en fonction de y. Ensuite, trouvez les points critiques et déterminez 
si chacune des solutions est asymptotiquement stable ou instable. 


b) Pour 0 € y < K, déterminez les régions où le graphique de y en fonction de f est concave vers 
le haut et où il est concave vers le bas. 


€) Pour tout y dans 0 < y < К, montrez que dy/dt telle que donnée par l'équation de Gompertz 
n'est jamais inférieure à dy/dt telle que donnée par l'équation logistique. 

Résolvez l'équation de Gompertz 

dyldt = ry ln (K/ y), 

assujettie à la condition initiale y(0) = yọ. 

Suggestion: Vous pouvez poser u = In (y/K). 

a) Pour les données fournies dans l'exemple 1 de la présente section [r = 0,71 par année, 
К = 80,5 x 106 kg, Yo/K = 0,25], utilisez le modèle de Gompertz pour prédire la valeur de y(2). 

b) Pour les mémes données qu'à la partie a), utilisez le modéle de Gompertz pour déterminer le 


temps т au bout duquel y(7) = 0,75К. 


Un étang se forme au fur et à mesure que de l'eau remplit une dépression conique de rayon a et de 
profondeur h. Supposez que l'eau se déverse à un taux constant k et qu'elle se perd par évaporation 
à un taux proportionnel à sa superficie. 


a) Montrez que le volume V(r) d'eau présent dans l'étang au temps 1 satisfait à l'équation 
différentielle 
dVldt = k- an Galnh) ^ V??, 


ой о est le coefficient d'évaporation. 


b) Trouvez la profondeur d'équilibre de l'eau dans l'étang. L'équilibre est-il asymptotiquement 
stable ? 


€) Trouvez une condition qui doit étre satisfaite pour que l'étang ne déborde pas. 


Considérez un réservoir d'eau cylindrique de section constante A. De l'eau est pompée dans le 
réservoir à un taux constant k, et elle s'en écoule par un petit trou de rayon a situé au fond du 
réservoir. D'aprés le théoréme de Torricelli en hydrodynamique, il s'ensuit que le taux auquel 
l'eau s'écoule par le trou est de œa f2gh , ой Л est la profondeur actuelle de l'eau dans le réservoir, 
g l'accélération due à la gravité et œ un coefficient de contraction qui satisfait à 0,5 € o < 1,0. 


a) Montrez que la profondeur de l'eau dans le réservoir au temps f satisfait à l'équation 
аһа: = (k — ea 42gh)/A. 


b) Déterminez la profondeur d'équilibre ^, de l'eau et montrez qu'elle est asymptotiquement 
stable. Il faut noter que h, ne dépend pas de A. 


ш La capture d'une ressource renouvelable Supposez que la taille de la population y d'une espèce de 
poisson (par exemple le thon ou le flétan) dans une région donnée est décrite par l'équation logistique 


dyldt = r(1— y/K)y. 


Bien qu'on désire exploiter cette source de nourriture, dans le cas d'une péche excessive, la popula- 
tion peut étre réduite au-dessous d'un niveau critique ou méme s'éteindre. Les problémes 20 et 21 
explorent certaines questions soulevées dans l'élaboration d'une stratégie rationnelle pour la gestion 
de la pêche “. 


14. Le livre de Colin W. Clark (voir les références à la fin du chapitre) présente un excellent traitement de ce type de 
problème, qui va bien au-delà de la matière présentée ici (particulièrement dans les deux premiers chapitres). De 
nombreuses références additionnelles sont fournies. 
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» 20. А un niveau d'effort donné, il est raisonnable de supposer que le taux auquel les poissons sont 
péchés dépend de la taille de la population y. En effet, plus les poissons sont nombreux, plus 
la péche est facile. Ainsi, on suppose que le taux auquel les poissons sont péchés est donné par 
Еу, où E est une constante positive, avec les unités de 1/temps, qui permet de mesurer l'effort 
total fourni pour capturer cette espéce. Afin d'inclure cet effet, on remplace l'équation logis- 
tique par 


dyldt = r(1— у/Куу- Ey. (1) 


Cette équation est dite modèle de Schaefer. Elle porte le nom du biologiste M. B. Schaefer, 
qui l'a appliquée à des populations de poissons. 

a) Montrez que si Е < r, alors il existe deux points d'équilibre, y, = 0 et y, = K(1 — E/r) > 0. 

b) Montrez que у = y, est instable et que y = y, est asymptotiquement stable. 


c) Un rendement équilibré Y des péches est un taux auquel on peut pécher des poissons indé- 
finiment. Il s'agit du produit de l'effort E et de la population asymptotiquement stable у,. 
Trouvez Y en fonction de l'effort E. Le graphique de cette fonction est la courbe de 
rendement-effort. 


d) Déterminez Е pour qu'il maximise Y, puis trouvez le rendement équilibré maximal Y, 


n* 
21. Dans ce probléme, supposez qu'on pêche des poissons à un taux constant л indépendant de la 
taille de la population de poissons. Alors, y satisfait à 


dyldt = r(1— y/K)y — h. G) 


L'hypothèse d'un taux de pêche constant Л peut être raisonnable quand y est grand, mais elle l'est 
moins lorsque y est petit. 


a) Si h < rK/4, montrez que l'équation (i) a deux points d'équilibre y, et y, où y, < у,. Déterminez 
ces points. 

b) Montrez que y, est instable et que y, est asymptotiquement stable. 

c) À partir du graphique de Ху) en fonction de y, montrez que si y, > y,, alors y — y, lorsque 
t — co, mais que si y, < уу, alors y diminue lorsque f augmente. Il faut noter que y = 0 n'est pas 
un point d'équilibre. Donc, si y, < y,, alors l'extinction sera atteinte en un temps fini. 

d) Si h > rK/4, montrez que y diminue à zéro lorsque t augmente, peu importe la valeur de yọ. 

e) Si = rK/4, montrez qu'il y a un seul point d'équilibre y = K/2 et que ce point est semi-stable 
(voir le probléme 7). Ainsi, le rendement équilibré maximal est de л, = rK/4, ce qui cor- 
respond à la valeur d'équilibre y = K/2. П faut noter que h,, a la même valeur que Y,, dans le 
probléme 20 d). On parle de surpéche si y est réduit à un niveau inférieur à K/2. 


ш Les épidémies L'utilisation de méthodes mathématiques pour étudier la propagation des maladies 
contagieuses remonte au moins à certaines études de Daniel Bernoulli, effectuées en 1760 et concer- 
nant la variole. Plus récemment, on a proposé et étudié de nombreux modéles mathématiques pour 
différentes maladies . Les problèmes 22 à 24 font appel à quelques modèles plus simples et portent 
sur les conclusions qu'on peut en tirer. On a aussi utilisé des modéles semblables pour décrire la dif- 
fusion de rumeurs et de produits de consommation. 


22. Supposez qu'on puisse diviser une population donnée en deux parties: ceux qui ont une maladie 
donnée et qui peuvent infecter les autres et ceux qui n'ont pas cette maladie mais qui sont suscep- 
tibles de la contracter. Soit x la proportion de personnes susceptibles de contracter la maladie et y 
la proportion de personnes infectées. Alors, x + y = 1. Supposez aussi que la maladie se propage 
par le contact des personnes malades avec les personnes saines de la population, et que le taux 
de propagation dy/dt est proportionnel au nombre de ces contacts. De plus, supposez que les 
membres des deux groupes se déplacent librement, donc que le nombre de contacts est propor- 
tionnel au produit de x et y. Puisque x = 1 — y, on obtient le probléme de valeur initiale 


dyldt = ау(1- у), »(0) = уо, (1) 


ой œest un facteur de proportionnalité positif et y, est la proportion initiale de personnes infectées. 


» 


15. Le livre de М. T. J. Bailey est une source habituelle qui figure dans les références à la fin du chapitre. Bailey discute 
respectivement les modèles des problèmes 22 à 24 aux chapitres 5, 10 et 20. 
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23. 


24. 


a) Trouvez les points d'équilibre pour l'équation différentielle (1), puis déterminez s'ils sont 
asymptotiquement stables, semi-stables ou instables. 

b) Résolvez le probléme de valeur initiale (1) et vérifiez si les conclusions tirées à la partie a) sont 
correctes. Montrez que y(t) 1 lorsque t — ce, ce qui signifie que, finalement, la maladie se 
propage dans toute la population. 


Certaines maladies (comme la fiévre typhoide) se propagent de facon importante par des por- 
teurs, c'est-à-dire des personnes qui peuvent transmettre la maladie mais qui ne présentent aucun 
symptóme manifeste. Prenez x et y pour noter respectivement la proportion de personnes suscep- 
tibles de contracter la maladie et la proportion de porteurs dans la population. Supposez que les 
porteurs sont identifiés et isolés de la population à un taux |. Donc, 


dyldt = —Dy. (1) 
Supposez aussi que la maladie se propage à un taux proportionnel au produit de х et y. Ainsi, 
ах/ау- аху. (ii) 
a) Déterminez y au temps f en résolvant l'équation (1) assujettie à la condition initiale 
y0) = ye. 
b) Utilisez le résultat obtenu à la partie a) pour trouver x au temps 1 en résolvant l'équation (ii) 
assujettie à la condition initiale x(0) = хо. 
€) Trouvez la proportion de la population qui échappe à l'épidémie en trouvant la valeur limite de 
x lorsque t — ce. 


Le travail accompli par Daniel Bernoulli en 1760 avait pour but d'évaluer l'efficacité d'un pro- 
gramme d'inoculation controversé contre la variole, qui était une grande menace à la santé 
publique à l'époque. Son modéle s'applique aussi trés bien à d'autres maladies qui, une fois 
contractées et guéries, procurent l'immunité à vie. 


Considérez la cohorte de personnes nées au cours d'une année donnée (t = 0). Ensuite, posez 
n(t) comme étant le nombre de personnes qui survivent t années plus tard. Soit x(t) le nombre 
de personnes de cette cohorte qui n'ont pas contracté la variole jusqu'à l'année 1 et qui sont par 
conséquent encore susceptibles de l'attraper. Soit J le taux auquel les personnes susceptibles 
d’être contaminées contractent la variole et v le taux auquel les personnes qui attrapent la variole 
meurent de la maladie. Finalement, soit u(t) le taux de mortalité rattaché à toutes les causes autres 
que la variole. Alors dx/dt, le taux selon lequel le nombre de personnes susceptibles de contracter 
la maladie diminue, est 


ама: = -[B+ u(f)]x. () 


Le premier terme du second membre de l'équation (1) est le taux auquel les personnes contractent 
la variole et le second terme est le taux auquel elles meurent de toute autre cause. De plus, 


ата: = —vfix — шіп, (ii) 
ой dn/dt est le taux de mortalité de toute la cohorte et ой les deux termes du second membre sont 


respectivement le taux de mortalité dà à la variole et le taux de mortalité ай à toutes les autres 
causes. 


a) Soit z = x/n. Montrez que z satisfait au probléme de valeur initiale 
dzldt = –В(1 — vi), z(0) = 1. (11) 
П faut noter que le probléme de valeur initiale (iii) ne dépend pas de u(t). 
b) Trouvez z(t) en résolvant l'équation (iii). 
с) Bernoulli estimait que у = f = L En utilisant ces valeurs, déterminez la proportion des per- 


sonnes de 20 ans qui n'ont pas contracté la variole. 
Remarque : En se basant sur le modèle décrit précédemment et en utilisant les meilleures données 
sur la mortalité de l'époque, Bernoulli a calculé que si les décès causés par la variole pouvaient 
être éliminés (v = 0), alors l'espérance de vie moyenne (de 26 ans et 7 mois en 1760) serait aug- 
mentée d'environ 3 ans. Il a donc soutenu le programme d'inoculation. 


ш Les points de bifurcation Pour une équation de la forme 


dyldt = Ха, y) (1) 
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où a est un paramètre réel, les points critiques (les solutions d'équilibre) dépendent généralement de 
la valeur de а. А mesure que a augmente ou diminue de façon régulière, il arrive souvent qu'à une 
certaine valeur de a, appelée point de bifurcation, les points critiques se fusionnent, ou se séparent, 
et des solutions d'équilibre peuvent étre perdues ou gagnées. Les points de bifurcation sont d'un grand 
intérét dans de nombreuses applications, car prés de ces points, la nature de la solution à l'équation 
différentielle sous-jacente subit un changement abrupt. Par exemple, en mécanique des fluides, un flux 
lisse (ou laminaire) peut étre perturbé et devenir turbulent. Ou une colonne chargée dans la direction 
de son axe peut soudainement se déformer et montrer un grand déplacement latéral. Ou encore, quand 
on augmente la quantité d'un des produits chimiques contenus dans un certain mélange, des spirales 
de diverses couleurs peuvent soudainement apparaitre dans un fluide initialement au repos. Les pro- 
blémes 25 à 27 décrivent trois types de bifurcation qui peuvent se produire dans des équations simples 
de la forme (1). 


25. Considérez l'équation 
dyldt = a — y’. (ii) 
a) Trouvez tous les points critiques de l'équation (ii). Remarquez qu'il n'y a aucun point critique 
sia < 0, qu'il y en а un seul si a = 0 et qu'il y en a deux si а> 0. 
b) Tracez la ligne de phase dans chaque cas et déterminez si chaque point critique est asymptoti- 
quement stable, semi-stable ou instable. 
c) Dans chaque cas, esquissez plusieurs solutions à l'équation (ii) dans le plan ty. 


d) Si on représente graphiquement l'emplacement des points critiques comme une fonction de a 
dans le plan ay, on obtient la figure 2.6.10. C'est ce qu'on appelle le diagramme de bifurcation 
de l'équation (ii). La bifurcation en a = 0 est appelée une bifurcation nœud-col. Ce nom est plus 
naturel dans le contexte des systémes du deuxiéme ordre, qui seront étudiés au chapitre 5. 


Asymptotiquement stable 


да 


-2 


ATEN Diagramme de bifurcation de l'équation y' 2 a — y?. 


26. Considérez l'équation 


dyldt = ay- y? = yla- y’). Gii) 


a) Considérez de nouveau les cas a < 0, a = 0 et a > 0. Dans chaque cas, trouvez les points cri- 
tiques, tracez la ligne de phase et déterminez si chaque point critique est asymptotiquement 
stable, semi-stable ou instable. 

b) Dans chaque cas, esquissez plusieurs solutions à l'équation (iii) dans le plan ty. 

€) Tracez le diagramme de bifurcation de l'équation (iii) ; autrement dit, représentez graphique- 
ment l'emplacement des points critiques en fonction de a. Pour l'équation (iii), le point de 
bifurcation en a — 0 est appelé une bifurcation fourche. Votre diagramme vous suggérera 
peut-étre la raison pour laquelle ce nom est approprié. 


27. Considérez l'équation 


дуа: = ay - у? = у(а- у). (ім) p 
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» а) Considérez de nouveau les cas а < 0, a = 0 et a > 0. Dans chaque cas, trouvez les points cri- 
tiques, tracez la ligne de phase et déterminez si chaque point critique est asymptotiquement 
stable, semi-stable ou instable. 

b) Dans chaque cas, esquissez plusieurs solutions à l'équation (iv) dans le plan ty. 

€) Tracez le diagramme de bifurcation de l'équation (iv). Remarquez que pour l'équation (iv), le 
nombre de points critiques quand a < 0 et quand a > 0 reste le même, mais que leur stabilité 
а changé. Quand a < 0, la solution d'équilibre y = 0 est asymptotiquement stable et la solution 
y = a est instable, tandis que quand a > 0, la situation est inversée. Par conséquent, il y a un 
échange de stabilité lorsque a passe par le point de bifurcation a = 0. Ce type de bifurcation 
est appelé une bifurcation trans-critique. 

28. Les réactions chimiques Une réaction chimique du second ordre implique l'interaction (la col- 
lision) d'une molécule d'une substance P avec une molécule d'une substance Q pour produire une 
molécule d'une nouvelle substance X, ce qui est noté P + О — X. Supposez que p et q, où p + q, 
sont respectivement les concentrations initiales de P et de О, et soit x(t) la concentration de X au 
temps t. Alors, p — x(t) et q — x(t) sont les concentrations de P et de О au temps t. De plus, le taux 
auquel la réaction se produit est donné par l'équation 


ама = «(р — хХа — x). G) 
où о est une constante positive. 


а) Si x(0) = 0, déterminez la valeur limite de x(f) lorsque t — œ sans résoudre l'équation diffé- 
rentielle. Ensuite, résolvez le probléme de valeur initiale et trouvez x(t) pour tout f. 


b) Siles substances P et Q sont les mémes, alors p - 4, et l'équation (1) est remplacée par 
dxldt = о(р- ху. (ii) 


Si x(0) = 0, déterminez la valeur limite de х(г) lorsque t — œ sans résoudre l'équation diffé- 
rentielle. Ensuite, résolvez le problème de valeur initiale et déterminez x(t) quel que soit f. 
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CHAPITRE 3 


Les équations linéaires 
du deuxieme ordre 


des équations différentielles pour deux raisons. D'une part, les équations linéaires 

ont une structure qui permet en général de les résoudre de maniére systématique. 
En effet, les constituants majeurs de cette structure et les méthodes de résolution sont d'un 
niveau mathématique élémentaire. Dans ce chapitre, pour introduire les idées maîtresses dans 
un contexte simple, nous les décrirons à l'aide des équations du deuxiéme ordre. D'autre 
part, les équations linéaires du deuxiéme ordre sont fondamentales dans l'étude approfon- 
die de la physique mathématique. On ne peut aller trés loin en mécanique des fluides, en 
thermodynamique, en physique des ondes ni en électromagnétisme sans savoir comment 
résoudre des équations différentielles linéaires du deuxième ordre. À titre d'exemple, nous 
discuterons des circuits électriques et d'applications élémentaires en mécanique à la fin du 
présent chapitre. 


| es équations linéaires du deuxiéme ordre sont d'une importance cruciale dans l'étude 


Généralités sur les équations 
différentielles du deuxiéme ordre 
Une équation différentielle ordinaire du deuxiéme ordre est de la forme 
"Cur 
у = t, 47401 1 
dt? Us dt a) 
où f est une fonction donnée. En général, on note / la variable indépendante puisque c'est 
souvent le temps qui joue ce rôle en physique. Par ailleurs, on se sert parfois de la lettre x. On 
utilise y ou, à l'occasion, une autre lettre pour désigner la variable dépendante. L'équation (1) 
est une équation linéaire si la fonction f est de la forme 


dy | л prn — 
(o. ЗЫ? pt) 2 q(t)y, (2) 


c’est-à-dire si f est linéaire en y et en y’. Dans l'équation (2), g, p et q sont des fonctions spéci- 
fiques de la variable indépendante 1, mais elles sont indépendantes de y. On réécrit alors habi- 
tuellement l'équation (1) sous la forme 


y” + POY + айбу- 50, (3) 


ой les dérivées sont effectuées par rapport à t. Au lieu de l'équation (3), on rencontre souvent 
l'équation 


POY” + О(ду + ROY = GO. (4) 
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Si P(t) +0, on peut alors diviser l'équation (4) par P(t) et obtenir de nouveau l'équation (3), où 


_ 00 - КО) 260 
P) P) Ра) 


Dans l'étude de l'équation (3) et de sa solution, pour la variable indépendante, on se restreindra 
à des intervalles dans lesquels les fonctions p, 4 et g sont continues". 

Une équation linéaire du deuxième ordre est une équation homogène si le terme g(f) dans 
l'équation (3), ou le terme G(t) dans l'équation (4), est égal à zéro. Sinon, l'équation est une 
équation non homogène. On appelle souvent termes non homogènes les fonctions g(f) et С(0). 
On considére d'abord les équations homogénes écrites sous la forme 


Р@у” + QAY + К(ду = 0. (6) 


Dans les sections 3.6 et 3.7, on verra que lorsqu'une équation homogène a été résolue, il 
est toujours possible de résoudre aisément l'équation non homogéne correspondante (4) ou, 
du moins, d'en exprimer la solution à l'aide d'une intégrale. Ainsi, la résolution de l'équation 
homogène constitue le probléme fondamental. 

Un probléme de valeur initiale comporte une équation différentielle du type (1), (3) ou (4) 
ainsi que deux conditions initiales 


yt)». Yo) = Yo (7) 


où y, et y, sont des valeurs spécifiques. Les conditions initiales pour une équation du 
deuxième ordre comportent ainsi non seulement un point particulier (tọ, Yọ) par lequel la courbe- 
solution doit passer, mais aussi la pente y, de la tangente à la courbe en ce point. Il est raison- 
nable de s'attendre à ce que deux conditions initiales soient nécessaires pour une équation du 
deuxiéme ordre, car l'obtention d'une solution requiert deux intégrations et chacune introduit 
une constante arbitraire. Les deux conditions initiales devraient permettre de déterminer les 
valeurs appropriées de ces deux constantes. 

Si l'équation (1) n'est pas de la forme (3) ou (4), il s’agit alors d'une équation non linéaire. 
Puisque l'analyse des équations non linéaires est difficile, nous ne ferons que les effleurer dans 
le présent manuel. Une approche numérique est souvent appropriée dans ces cas. Toutefois, il 
existe deux types particuliers d'équations non linéaires du deuxiéme ordre qu'on peut résoudre 
en effectuant un changement de variables approprié, ce qui permet de les réduire à des équa- 
tions du premier ordre. 


pt) q(t) g(t) (5) 


Les équations sans variable dépendante Si une équation différentielle du deuxième 
ordre est de la forme y” = f(t, y^), alors la variable dépendante y n’apparaît pas explicitement. 
En posant v(t) = y'(t), on obtient y" = v’. Si on substitue v à y’ et v’ à y”, on obtient une équation 
du premier ordre de la forme у’ = f(t, v). Si on peut résoudre cette équation pour déterminer v, 
alors on peut obtenir y en intégrant dy/dt = v. Il faut noter qu'on obtient une constante arbitraire 
en résolvant l'équation du premier ordre afin de déterminer v, et qu'on introduit une deuxiéme 
constante arbitraire dans l'intégration afin de déterminer y. 


| Exemple1 | On veut résoudre l'équation différentielle 
іу” +2y = 6t. (8) 


On introduit une nouvelle variable dépendante v(t) telle que v(f) = y'(f) et on en déduit que 
y" = v’. Si on substitue v à y’ et v’ à y" dans l'équation (8), on obtient une équation du premier ordre : 


ty! --2y = 6t. (9) |р 


1. On traite de facon similaire les équations linéaires d'ordre plus élevé au chapitre 4. Vous pouvez lire les sections 
appropriées du chapitre 4 en parallèle avec le chapitre 3. 
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> Еп divisant les deux membres de l'équation (9) par t, on obtient l'équation linéaire sous la forme 
normalisée suivante: 


2 
v'+—v=6. 
1 
Еп résolvant cette équation linéaire à l'aide du facteur intégrant u(t) = £^, on trouve 
с 
у(0) = 21+ d, 
t 


ой c, est une constante arbitraire. 
Par la suite, sachant que y' — v, on obtient par intégration 


C 
O=- ес, 


ой c, est une constante arbitraire. 


Les équations sans variable indépendante бі une équation différentielle du deuxième 
ordre est de la forme y" = f (y, y^), alors la variable indépendante г n'apparait pas explicitement ; 
on y trouve seulement la variable dépendante y et ses dérivées. Si on introduit une nouvelle 
variable dépendante de variable indépendante y telle que v(y) = y'(t), on obtient en vertu de la 
régle de la dérivée en chaine, 


dvldt = (dvldy)(dyldt) = у(ау/ау). 


Ainsi, on peut réécrire l'équation différentielle initiale sous la forme d'une équation différen- 
tielle du premier ordre de variable dépendante v et de variable indépendante y: 


v(dv/dy) = f (y, v). 


Si on peut résoudre cette équation du premier ordre pour obtenir v en fonction de y, la rela- 
tion entre y et t découle de la résolution de l'équation différentielle du premier ordre de variable 
dépendante y et de variable indépendante t, 


dyldt = v(y). 


Une fois de plus, deux constantes arbitraires apparaissent dans le résultat final. 


Résoudre le probléme de valeurs initiales 
Ld 3 СА 
y (0-2 0), x0-L  у(0-і. 


On pose у(у)-у (4) et on obtient y” = D | 
y 


LS 


Si on substitue v(y) à y' et y" à ў dans l'équation initiale, on obtient l'équation différentielle du 
y 


premier ordre de variable dépendante v et de variable indépendante y, 


dv 3 5 
= y, 
dy 2 
On peut réécrire cette équation sous la forme de l’équation à variables séparables 
2 
eg (10) 
2 dy 


La solution de l'équation (10) est donnée sous la forme implicite par 


Res f o 
2 » 
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b Après intégration, on obtient 


П s'ensuit que 


у(у) = Ey + 2с|, 
ой c, est une constante arbitraire. 


Sachant que v(y(0)) = v(1) = y'(0) 2 1» 0, il s’ensuit que 


v(y) = Jy? + 2с\|. 
А partir des conditions initiales y(0) = 1 et у'(0) = v(1) = JOO +2c, =1,0na с, = 0 etil en découle 
que 


vo) =y”. 


Pour obtenir la relation entre y et la variable indépendante 1, il faut résoudre l'équation différen- 
tielle de variable dépendante y et de variable indépendante f, 


Puisque y(t) z 0, en divisant cette dernière équation par y??, on peut la réécrire sous la forme de 
l'équation à variables séparables 


-32 dY _ 0 


—1+ 
T dt 


dont la solution est donnée sous la forme explicite par 


2 2 
vo- [2 | 


2 
2 | =1=с,=+2. 
0 


C= 


Sachant que y(0) = 1, on a 


x0) = | 
Finalement, оп rejette le cas с, = —2, саг y'(0) = 1 > 0 et on obtient la solution 


4 
OST 


Problèmes 


ш Pour les problèmes 1 à 12, utilisez un changement de variable approprié pour résoudre l'équation. 


1. à?y'r2ty-1-20, t>0 2. tÿ"+y =1, 1>0 
3. у" (y)! -0 4. 2 y" + (у)? = 21у, і>0 
5. y'+y =e" rdc тай 
7. уу” +(у)?=0 ыла. 
9. у' +у0/)'=0 10. 2y y^ +250) -1 
11. y” - 0? -0 12. y" + (y) -2e? 


Remarque : Dans le probléme 12, l'équation modifiée est une équation de Bernoulli (voir la fin de la 
section 2.3). 


3.2 Les équations homogènes à coefficients constants р 101 


ш Pour les problèmes 13 à 16, résolvez le probléme de valeur initiale en utilisant un changement 
de variable approprié. 


13. yy”=2, у(0)=1, у(0-2 

14. ,"-3y-0, у(0)-2, у(0)-4 

15. (1 + 2)у” + 27у + 312 = 0, y(1) = 2, у() 2-1 
16. уу – = 0, y(D22, у() = 1 


ВЯ Les équations homogenes а 
coefficients constants 


Dans cette section, on se concentre sur les équations oü les fonctions P, Q et R sont constantes. 
L'équation (6) de la section 3.1 devient alors 


ay" + Бу + cy = 0, (1) 


ой a, b et c sont des constantes. L'équation (1) admet toujours une solution en termes de fonc- 

tions élémentaires. Il est généralement beaucoup plus difficile de résoudre l'équation (6) 

de la section 3.1 si les coefficients ne sont pas constants ; ce sujet sera discuté au chapitre 7. 
Avant d'aborder l'équation (1), on considére un exemple simple mais typique. 


Soit l'équation 
y'-yz-0, (2) 


qui est en fait l'équation (1) avec a = 1, b = 0 et c = -1. L'équation (2) indique qu'on recherche une 
fonction dont la dérivée seconde est identique à la fonction elle-méme. On peut trouver à tátons 
une telle fonction, par exemple la fonction exponentielle y,(f) = e'. En réfléchissant un peu plus, il est 
aussi possible de trouver une deuxième fonction, soit y, (f) = e”. Une étude plus approfondie révèle que 
tout multiple de ces deux solutions est aussi une solution. Par exemple, les fonctions 2e' et 5e" satisfont 
à l'équation (2), comme on peut le vérifier en calculant leurs dérivées secondes. Les fonctions c, y,(t) 
= cie’ et c, y, (t) = c e” satisfont à l'équation (2), quelles que soient les constantes c, et с,. Il est impor- 
tant de remarquer qu'une somme de solutions à l'équation (2) est également une solution. En particu- 
lier, puisque c, y, (à et c; y, (f) sont des solutions à l'équation (2), il en est de même de la fonction 


у= сүуү(@) + cy) = ce + ce" (3) 


quelles que soient c, et с,. On peut encore faire une vérification en calculant la dérivée seconde y" de 
la fonction dans l'équation (3). On a y’ = c;e' — ce" et y" = cje + c€”; comme y” est identique à y, 
l'équation (2) est satisfaite. 

Voici un résumé de la matiére présentée dans cet exemple. On remarque d'abord que les 
fonctions y,(f) = e' et y,(f) = e” sont des solutions à l'équation (2). Il s'ensuit que toute combinaison li- 
néaire (3) de ces fonctions est aussi une solution. Puisque les coefficients c, et c, dans l'équation (3) 
sont arbitraires, cette expression représente un ensemble de solutions à l'équation différentielle (2) 
avec deux degrés de liberté. 

Maintenant, comment peut-on choisir un élément particulier de cet ensemble infini de solutions 
qui satisfait aussi à des conditions initiales spécifiques ? Par exemple, on suppose qu'on recherche la 
solution à l'équation (2) satisfaisant aux conditions 


у(0)=2, у(0--І. (4) 


En d'autres mots, on recherche la solution qui passe par le point (0, 2) et dont la pente de la tan- 
gente vaut —1 en ce point. Premièrement, on pose т = 0 et y = 2 dans l'équation (10). On obtient 


c, t c,-2. (5) |» 
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> Ensuite, on dérive l'équation (3) et on obtient 
y'=ce - cet. 


Aussi, en posant t = 0 et y’ = —1, опа 


Сі-С;--і. (6) 
Еп résolvant le système d'équations (5) et (6) pour с, et c,, on trouve 
1 3 
с ==, с, = =. 7 
175 275 (7) 
Enfin, en reportant ces valeurs dans l'équation (3), on obtient 
530 
=-e +e", 8 
Poor, (8) 


qui est la solution à l'équation différentielle (2) satisfaisant aux conditions initiales (4). 


Quelles conclusions peut-on tirer de l'exemple précédent pour nous aider à traiter l'équation 
plus générale (1), 


ay" + Бу + cy = 0, 


dont les coefficients a, b et c sont des constantes arbitraires (réelles) ? Tout d'abord, dans 
l'exemple, les solutions étaient des fonctions exponentielles. De plus, aprés avoir trouvé deux 
solutions, on a pu utiliser une combinaison linéaire de celles-ci pour satisfaire aux conditions 
initiales données, ainsi qu'à l'équation différentielle elle-méme. 

Il s’avère qu'en exploitant ces deux idées, on peut résoudre l'équation (1) pour toutes valeurs 
de ses coefficients et aussi satisfaire à tout ensemble donné de conditions initiales pour y et y’. 
On commence par chercher des solutions exponentielles de la forme y — e", oü r est un para- 
mètre à déterminer. Il s'ensuit alors que y’ = re" et y" = ге". En substituant ces expressions à y, 
у! et y" dans l'équation (1), on obtient 


(ar? + br+ с)е" = 0 
ou, puisque е” + 0, 
а? 4 br c- 0. (9) 


On appelle l'équation (9) l'équation caractéristique de l'équation différentielle (1). Son 
interprétation est la suivante: si r est une racine de l'équation polynomiale (9), alors y — e" est 
une solution à l'équation différentielle (1). Puisque l'équation (9) est une équation quadratique 
à coefficients réels, elle admet deux racines qui peuvent étre réelles et distinctes, réelles de 
multiplicité deux ou complexes conjuguées. On considére ici le premier cas et les deux derniers 
dans les sections 3.4 et 3.5. 

Soit r, et r, les racines réelles distinctes (c'est-à-dire que r, + r,) de l'équation caracté- 
ristique (9). Alors, y (f) = ет et y,(t) = е?! sont deux solutions à l'équation (1). Comme dans 
l'exemple précédent, il s'ensuit que 


y = cy (D + cy (t) = ce" + cer (10) 


est aussi une solution à l'équation (1). Pour vérifier ce résultat, on peut dériver l'expression dans 
l'équation (10). Ainsi, 

y = cre" + cre” (11) 
et 


y^ aure + суе". (12) 
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En substituant ces expressions à y, à y' et à y" dans l'équation (1) et en réarrangeant les termes, 
on obtient 


rit 


ay" + by! + cy = c (ar; br, + с)е"" + с„(ат; + br, ждет, (13) 


L'expression à l'intérieur de chacune des parenthéses du second membre de l'équation (13) 
doit étre nulle, car r, et r, sont des racines de l'équation (9). Par conséquent, la fonction y dans 
l'équation (10) est effectivement une solution à l'équation (1) et la vérification en a été faite. 

Maintenant, on recherche l'élément particulier de l'ensemble de solutions (10) qui satisfait 
aux conditions initiales 


У) = у Yo) = Yo (14) 
Еп posant t = f, et y = y, dans l'équation (10), on obtient 
се" 4 се? = y. (15) 
De la méme façon, en posant t = t et y’ = y, dans l'équation (11), on obtient 
cne™ op = y}. (16) 
Еп résolvant les équations (15) et (16) pour déterminer c, et с,, on trouve 


m Yo Yofz осто чь Yo ого (17) 
Fi Py 12 
Par conséquent, peu importe les conditions initiales, c'est-à-dire les valeurs de tọ, de y, et de 
y, dans l'équation (14), оп peut toujours déterminer c, et c, de façon à satisfaire aux conditions 
initiales. De plus, ces valeurs spécifiques de c, et de c, sont uniques pour chaque ensemble de 
conditions initiales. Avec les valeurs de c, et de c, données par l'équation (17), l'expression (10) 
est la solution au probléme de valeur initiale 


ау”+Ьу'+су=0,  y(t)-y» —Y(t)- y. (18) 


On peut montrer, en se basant sur le théoréme fondamental énoncé dans la section suivante, 
que toutes les solutions à l'équation (1) sont comprises dans l'expression (10), du moins dans 
le cas ой les racines de l'équation (9) sont réelles et distinctes. L'équation (10) est appelée la 
solution générale à l'équation (1). Le fait que toute condition initiale peut étre satisfaite par un 
choix judicieux de constantes dans l'équation (10) rend plus plausible l'idée que cette expression 
inclut toutes les solutions à l'équation (1). 


Trouvez la solution générale à 
y" + 5у + бу=0. (19) 
Si оп pose у = e”, r doit être une racine de l'équation caractéristique 
г? + 5г+ 6 = (т + 2)(т + 3) = 0. (20) 
Ainsi, les valeurs possibles pour r sont r, = —2 et r, = —3. La solution générale à l'équation (20) est 


у= се? + ce. (21) 


Trouvez la solution au probléme de valeur initiale 
y" + 5у + бу = 0, У(0) = 2, y«(0) = 3. Q2) 
On a trouvé la solution générale à l'équation différentielle dans l'exemple 2. Cette solution est 


donnée par l'équation (21). Pour satisfaire à la première condition initiale, on pose {= О et y = 2 dans 
l'équation (21). Par conséquent, c, et c, doivent respecter 


€, += 2. (23) » 
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» Pour utiliser la deuxième condition initiale, on dérive l'équation (21). On obtient y’ = -2c,e? = 3c,e* : 
En posant ensuite f = 0 et y 23, ona 


-2c, - 3c, - 3. (24) 


En résolvant les équations (23) et (24), on trouve c, - 9 et c, — —7. En reportant ces valeurs dans 
l'expression (21), on obtient la solution 


у= 9е72' – 7e? (25) 


au probléme de valeur initiale (22). La figure 3.2.1 illustre le graphe de la solution. 


Solution à y" + 5y/ + бу 20, у(0)-2, у(0)-3. 


EXEMPLIS Trouvez la solution au probléme de valeur initiale 


j 1 
4y'-8y*3y-0, у(0)-2 у(0--. 


(26) 
2 
Si y = e”, alors l'équation caractéristique est 
4?-8r-320 
et ses racines sont r = 3/2 et r = 1/2. Par conséquent, la solution générale à l'équation différentielle est 


3/2 + ce”. (27) 


у= се 

Еп tenant compte des conditions initiales, on obtient les équations suivantes, дш doivent étre satis- 
faites par c, et cj: 

T 2 | + ; | 

(T6422, 6+0 = 5. 

Сз 2479275 


yA 


y --len " 3e? 


Solution à 4y” — 8y + Зу = 0, у(0)-2, у(0)-0,5. 
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d La solution à ces équations est c, — - с = 5, et la solution au probléme de valeur initiale (26) est 
l 342,95 2 
see e. 28 
C 2 (28) 


La figure 3.2.2 illustre le graphe de la solution. 


La solution (25) au probléme de valeur initiale (22) est croissante a priori (car sa dérivée est alors posi- 
tive), mais elle finit par tendre vers zéro (car les deux termes comportent des fonctions exponentielles 
négatives). Par conséquent, la solution doit admettre un maximum, ce qui est corroboré par le graphe 
de la figure 3.2.1. Déterminez les coordonnées de ce maximum. 

On peut se faire une idée des coordonnées du maximum à partir du graphe, mais on cherche pré- 
cisément le point où la solution admet une dérivée nulle. En dérivant la solution (25) y = 9e 2 — 7e? 
par rapport à t, on obtient 


y 2-18e?' 2163, (29) 


En posant y’ = 0 et en multipliant par e”, on trouve que la valeur critique de f, doit satisfaire à e' = 7/6. 
Ainsi, 


t, = In (7/6) = 0,154 15. (30) 
La valeur maximale correspondante yM est 
УМ 29e ?* Te = ч" = 2,204 08. (31) 


Dans cet exemple, la pente de la tangente est initialement égale à 3, mais la solution à l'équation 
différentielle donnée se comporte d'une maniére semblable pour toute autre pente initiale positive. 
Dans le probléme 26, on demande de déterminer comment les conditions initiales influencent les 
coordonnées du maximum. 


En revenant à l'équation ay" + Бу + cy = 0, où les coefficients sont arbitraires, on doit se 
rappeler que si ғ, + ғ, alors la solution générale (10) est la somme des deux fonctions exponen- 
tielles. Par conséquent, la solution admet un comportement relativement simple : lorsque t aug- 
mente, l'amplitude de la solution tend vers zéro si les deux exposants sont négatifs ou elle croit 
rapidement si au moins un exposant est positif. Les solutions aux exemples 3 et 4 illustrent ces 
deux cas (voir respectivement les figures 3.2.1 et 3.2.2). П existe un troisiéme cas: la solution 
est asymptotiquement constante lorsqu'un exposant est nul et que l'autre est négatif. 

Aux sections 3.4 et 3.5, respectivement, nous reviendrons au probléme de la résolution de 
l'équation ay" + ру + cy = 0 quand les racines de l'équation caractéristique sont soit complexes 
conjuguées, soit réelles et égales. D'ici là, dans la section 3.3, on présente une discussion systé- 
matique de la structure mathématique des solutions de toutes les équations linéaires homogènes 
du deuxiéme ordre. 


Problémes 
ш Dans les problèmes 1 à 8, trouvez la solution générale à l'équation différentielle. 
1. y" -2y'- 3у= 0 2. у +3у + 2у= 0 
3. 6у”-у -у= 0 4. 2y" – Зу +у= 0 
5. y" + 5y'z0 6. 4У”-9у-0 
7. y' -9y' +9y=0 8. y' -2y - 2y20 » 
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» 


ш Dans les problèmes 9 à 16, trouvez la solution au probléme de valeur initiale. Tracez le graphe de la 
solution et décrivez son comportement lorsque f augmente. 


9. 
10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 

© 19. 


20. 


21. 


22. 


y” +y -2y=0, у(0)=1,  y(0)=1 
у" +4у +3у= 0,  y(022, у(0--І 
бу”-5у%у-0, у(0)=4, у(0-0 
у”%3у-0, у(0)--2 у(0)-3 

у" +5у +3y=0, у(0)=1, у(0-0 
2" +у – 4у=0, (0) =0, у(0-і 
у" + 8у/ – 9у=0, у()=1, у()-0 
4у”-у-0, у(-2)= 1, (2) =-1 


Trouvez une équation différentielle dont la solution générale est y = суе? + c,e ?'. 


12 21 


Trouvez une équation différentielle dont la solution générale est у = c,e "^ + с,е 


Trouvez la solution au probléme de valeur initiale 


5 3 
”-у=0, 0)=—, '(0) = —-. 
у-у y(0) 4 у(0) : 


Tracez le graphe de la solution pour 0 € t € 2 et déterminez sa valeur minimale. 


Trouvez la solution au probléme de valeur initiale 
4 7” г 1 
у-Зу+у=, ges ec 


Ensuite, déterminez sa valeur maximale et trouvez sa racine. 


, 


Résolvez le problème de valeur initiale y" — у — 2y = 0, y(0) = о, y'(0) = 2. Ensuite, trouvez « de 
sorte que la solution tende vers zéro lorsque t — ee. 


Résolvez le probléme de valeur initiale 4y” — y = 0, y(0) = 2, y'(0) = В. Ensuite, trouvez f) de sorte 
que la solution tende vers zéro lorsque t — ee. 


ш Pour les problèmes 23 et 24, déterminez les valeurs de c, s'il en existe, telles que toutes les solutions 
tendent vers zéro lorsque t — ce. Déterminez aussi les valeurs de 0, s'il en existe, telles que toutes les 
solutions (non nulles) sont croissantes et non bornées lorsque t — ce. 


23. 
24. 
(9 25. 


© 26. 


y" - Qa- 1)у + a(a— 1)у= 0 
у” + (3 – а)у – 2(0- 1)у= 0 


Considérez le probléme de valeur initiale 


2y” +3y —2y=0,  y(0)=1,  y(0)=-B 


ой B> 0. 
a) Trouvez la solution au problème. 


b) Tracez le graphe de la solution dans le cas où B = 1. Trouvez les coordonnées (to, Yọ) du mini- 
mum de la solution dans ce cas. 


с) Trouvez la plus petite valeur de В pour laquelle la solution n'admet aucun minimum. 
Considérez le probléme de valeur initiale (voir l'exemple 4) 


y'-5y*6y-0,  y(0)=2, у(0-В, 


ой B> 0. 

a) Trouvez la solution au probléme. 

b) Déterminez les coordonnées г, есу, du maximum de la solution en fonction de f. 
c) Déterminez la plus petite valeur de £ telle шеу, > 4. 

d) Déterminez le comportement de г, et de у, lorsque  — ee. 
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> 27. Considérez l'équation ay” + ру + cy = d, où a, b, c et d sont des constantes. 


a) Trouvez toutes les solutions d'équilibre, ou constantes, de cette équation différentielle. 


b) Posez y, pour dénoter une solution d'équilibre et posez Y — y — y,. Par conséquent, Y est l'écart 
entre une solution y et une solution d'équilibre. Trouvez l'équation différentielle satisfaite par Y. 


28. Considérez l'équation ay" + by’ + су = 0, où a, b et c sont des constantes et a > 0. Trouvez les 
conditions qu'il faut imposer à a, b et c pour que les racines de l'équation caractéristique soient: 
a) réelles, distinctes et négatives ; 
b) réelles et de signe opposé; 


с) réelles, distinctes et positives. 


3.3 | La théorie des équations homogènes 
linéaires du deuxième ordre 


Dans la section précédente, nous avons vu comment résoudre les équations différentielles de 
la forme 


ay” + Бу + cy «0, 


où a, b et c sont des constantes. Nous allons maintenant analyser ces résultats afin de saisir 
la structure des solutions à toutes les équations homogènes linéaires du deuxième ordre. 
Cette démarche nous aidera notamment à trouver des solutions à d'autres problèmes abordés 
plus loin. 

Dans la théorie des équations différentielles linéaires, il est utile d'introduire la notion 
d'opérateur différentiel. Soit p et д deux fonctions continues dans un intervalle ouvert /, par 
exemple oa < t < D, incluant les cas ой œ = —ee ou fj = œ ou les deux. Pour toute fonction ф au 
moins deux fois différentiable dans l'intervalle 7, on définit l'opérateur différentiel L selon 


L[6] — 9" * pé + ад. (1) 
П faut noter que L[¢ġ] est une fonction dans 7. La valeur de L[ó] en un point t est 
ЦФО = P'O + POPO + q(9 0. 
Par exemple, si p(t) = £?, q(f) = 1 + t et @(r) = sin 3t, alors 
LII) = (зїп 30)” + t^ (sin3t)' + (14 t)sin3t 
= —OQsin3t - 3t? cos3t - (14 t)sin3t. 


L'opérateur L est souvent écrit sous la forme L = D? + рр + q, ой D est l'opérateur de dérivation. 
Dans cette section, nous allons étudier l'équation homogéne linéaire du deuxiéme ordre 
ЦФІО) = 0. Puisqu'on note souvent (1) par y, cette équation sera généralement écrite sous 


la forme 
Цу]= у” + p(y' + 40у = 0. Q) 
Avec l'équation (2), on dispose des conditions initiales 
Yo) = у, Yo) Vos (3) 


où f, est un point dans 1, et y, et y, sont deux valeurs spécifiques. On cherche à savoir si le 
probléme de valeur initiale (2), (3) admet toujours une solution et s'il peut méme en admettre 
plus d'une. On s'interroge aussi sur la structure de ces solutions, qui pourrait servir à trouver 
des solutions à d'autres problèmes particuliers. Les résultats de la présente section permettent 
de répondre à ces questions. 
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Le théoréme 3.3.1 est le résultat fondamental concernant les problémes de valeur initiale 
pour les équations linéaires du deuxiéme ordre. Il est similaire au théoréme 2.4.1 pour les équa- 
tions linéaires du premier ordre. Le résultat s'appliquant aussi aux équations non homogénes, 
on l'énonce comme suit: 


Théoréme 3.3.1 


Considérez le probléme de valeur initiale 
у"+р(дђу +4()у= 80), — y4)-»»  Y)-»» (4) 


où les fonctions p, q et g sont continues dans l'intervalle ouvert 7. Alors, il existe une et 
une seule solution y = $ (f) au probléme, et celle-ci est définie pour tout f dans l'intervalle Z. 


Ce théoréme stipule trois choses: 
1. Le probléme de valeur initiale admet une solution; en d'autres mots, il existe une 
solution. 
2. Le problème de valeur initiale admet seulement une solution; donc, la solution est unique. 
3. La solution д est bien définie dans tout l'intervalle / ой les coefficients sont continus, et 
elle est différentiable au moins deux fois dans cet intervalle. 
Dans certains cas, ces assertions sont faciles à vérifier. Par exemple, on a vu à la section 3.1 
que le probléme de valeur initiale 


у-у-0  y0-2 У(0)=-1 (5) 
admet comme solution 
у= те ee. (6) 


Le fait d'avoir trouvé une solution démontre qu'il еп existe une à ce probléme de valeur ini- 
tiale. De plus, la solution (6) est au moins deux fois différentiable dans l'intervalle (—ee, со), où 
les coefficients dans l'équation différentielle sont continus. Toutefois, il est difficile de prouver 
que le probléme de valeur initiale (5) n'admet aucune autre solution que celle qui est donnée 
par l'équation (6). Le théoréme 3.3.1 énonce que cette solution est en fait la seule solution au 
probléme de valeur initiale (5). 

Pour la plupart des problémes de la forme (4), il n'est hélas pas possible de déterminer 
explicitement la solution. Il s'agit d'une différence importante entre les équations du premier 
ordre et celles du deuxiéme ordre. Par conséquent, toutes les parties du théoréme doivent étre 
prouvées à l'aide de méthodes générales qui n'exigent pas la présence d'une telle expression. La 
preuve du théoréme 3.3.1 est ardue et ne sera pas abordée ici?. Cependant, nous admettrons les 
résultats du théorème 3.3.1 et nous y ferons référence au besoin. 


| Exemple1 | Trouvez l'intervalle d'amplitude maximale dans lequel la solution au probléme de valeur initiale 
(2—-30y'-ty -(t-3y20,  yD22, у(і)-і 


existe assurément. 

Quand cette équation différentielle est réécrite sous la forme de l'équation (4), on a p(t) = 1/(t — 3), 
q(t) = —(t + 3)/t(t — 3) et g(t) = 0. Les points de discontinuité des coefficients sont donc t = 0 et t = 3. 
Par conséquent, le plus grand intervalle ouvert contenant le point initial t — 1 et dans lequel tous les 
coefficients sont continus est 0 < t < 3. Ainsi, il s'agit de l'intervalle d'amplitude maximale dans lequel 
le théorème 3.3.1 assure l'existence d'une solution. 


2. On peut trouver une preuve du théorème 3.3.1 à la section 8 du chapitre 6 du manuel de Coddington apparaissant 
dans les références à la fin de ce chapitre. 
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Trouvez la solution unique au probléme de valeur initiale 
у" +р(ду *q(y-0, — y(4)-0, — y()-0, 


où p et q sont continues dans un intervalle ouvert 7 contenant t}. 
La fonction y = $(f) = 0 pour tout f dans 7 satisfait à l'équation différentielle et aux conditions 
initiales. En vertu de la conclusion 2 du théorème 3.3.1, il s'agit de la seule solution au probléme. 


On suppose maintenant que y, et y, sont deux solutions à l'équation (2). En d'autres mots, 
Цу]= yr + ру %4у,-0, (7) 


et il en va de même pour y,. Comme dans les exemples de la section 3.2, on peut obtenir d'autres 
solutions à partir de combinaisons linéaires de y, et de у,, Той le théorème qui suit. 


Тһеогете 3.3.2 Le principe de superposition 


Si y, et y, sont deux solutions à l'équation différentielle (2), 
Ly] = Y" + р(ду + аду = 0, 


alors, la combinaison linéaire суу, + c,y, en est également une solution, quelles que soient 
les constantes c, et c,. 


Un cas particulier du théoréme 3.3.2 survient quand c, ou c, est nulle. On conclut alors que 
tout multiple d'une solution à l'équation (2) est aussi une solution. 
Pour prouver le théorème 3.3.2, il suffit de substituer 


y-oy(t) + су) (8) 


à y dans l'équation (2). On obtient 


L[cyy, +с›у,]= [с,у, +», + play +с,у,] + су, + с] 
= суу %с,у; “сіру, сыру; +сүду, +с,ду, 
=с[у + ру + ду,]+ ei? + ру; + ay; 
= cL[y,]* e;LLy, ]. 


Comme Z[y,] = 0 et L[y,] = 0, on a L[c, y, + c,y,] = 0. Par conséquent, sans égard aux valeurs 
de c, et de c,, y, telle qu'elle est donnée par l'équation (8), satisfait à l'équation différentielle (2) 
et la preuve du théoréme 3.3.2 est compléte. 

Le théoréme 3.3.2 énonce qu'à partir de deux solutions à l'équation (2), on peut construire 
un ensemble de solutions à deux degrés de liberté au moyen de l'équation (8). 

La question suivante consiste à déterminer si toutes les solutions à l'équation (2) sont com- 
prises dans l'équation (8) ou encore s'il en existe d'autres d'une forme différente. On tente de 
répondre à cette question en examinant d'abord comment on peut choisir les constantes c, et c, 
dans l'équation (8) pour qu'elles satisfassent aux conditions initiales (3). Les conditions initiales 
exigent que c, et c, respectent 


су (t9) + су) = Уо» 


ГА ГА ГА (9) 
Cy, (£9) + c5 y5 (£9) = Yo- 
En résolvant les équations (9) pour c, et с,, on trouve 
(t7 ууу, (5) =y y (5) + у ЛУ, (t) 
2 YoY (to) — Уоу (to с, = Уоу1 (to) + уьу (to (10) 


H yi(t)y5 (4) — AUD AC Е y, (y) MODACI 
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ой, en termes de déterminants, 


yi) Yo 
yi (tS) 3% 


Yo Y) 
yo X) 
X) 92%) NRA UN) 
yit) y) УЧ) 9:6) 
Avec ces valeurs de c, et de c,, l'expression (8) satisfait aux conditions initiales (3) ainsi qu'à 
l'équation différentielle (2). 

Pour que les expressions de c, et de c, dans les équations (10) ou (11) soient admissibles, les 
dénominateurs doivent être non nuls. Ce dénominateur est le déterminant 
y» Yato) 
yg) vi) 


ы 2 


: (11) 


= y (ty) - y (yo). (12) 


Le déterminant W s'appelle le déterminant wronskien? ou simplement le wronskien des 
solutions y, et у,. Parfois, on utilise la notation (у, y;)(f;) pour représenter l'expression du 
second membre de l'équation (12). On souligne ainsi que le wronskien dépend des fonctions y, 
et y, et qu'il est évalué en т. En vertu de ce qui précède, on obtient le résultat ci-après. 


Théoréme 3.3.3 


Soit y, et y, deux solutions à l'équation (2), 
Цу] = y" + рду + а(ду-0, 
les conditions initiales (3) imposées, 
Yo) = Yo et Y (t) = Yo- 
П est alors toujours possible de choisir les constantes c, et с de facon que 
у= су) +с,у,(0) 


et satisfasse à l'équation différentielle (2) et aux conditions initiales (3) si et seulement si 
le wronskien 


W = yy; – Xi» 


est non nul à f. 


ETIN Dans l'exemple 2 de la section 3.2, on a vu шеу, (f) = e” et y= e™ sont des solutions à l'équation 
différentielle 
y" + 5у + бу = 0. 


Trouvez le wronskien de y, et de у,. 
Le wronskien de ces deux fonctions est 


-5 
=-e *, 


2e * 3e 


Comme W est non nul pour tout f, on peut utiliser les fonctions y, et y, pour construire des solutions 
à l'équation différentielle donnée avec ses conditions initiales, quel que soit 1. Un tel probléme a été 
résolu dans l'exemple 3 de la section 3.2. 


3. Le wronskien est dü à Joseph Maria Hoéné-Wronski (1776-1853), né en Pologne, mais qui a passé la plus grande 
partie de sa vie en France. Wronski était un homme doué mais tourmenté. Sa vie a été marquée par de fréquentes et 
vives disputes avec ses collègues et les institutions auxquelles il était rattaché. 


3.3 La théorie des équations homogènes linéaires du deuxième ordre ЖЕЛ ЕЕЕ 


Ге théoréme suivant justifie l'expression « solution générale» introduite dans la section 3.2 
pour la combinaison linéaire c,y, + с,у,. 


Théoréme 3.3.4 


Si y, et y, sont deux solutions à l'équation différentielle (2) 
Цу] = Y" + р(ду + q(0y =0 


et s'il existe un point #, où le wronskien de у, et de y, est non nul, alors l'ensemble de 
solutions 


y-oy(t) + с,у,(0), 


Oll c, et c, sont arbitraires, comprend toutes les solutions à l'équation (2). 


Soit ф une solution à l'équation (2). Pour prouver le théorème, on doit montrer que ó est 
incluse dans une combinaison linéaire c,y, + с,у,. Soit t, un point où le wronskien de y, et de у, 
est non nul. On évalue alors ф et ф en t, et on désigne ces valeurs par y, et y;. On a donc 


Yo = (Ho), yo =Q (to). 
Ensuite, on considère le problème de valeur initiale 
у"+р()у +40)у= 0,  yt)-»y» — y()-y». (13) 


La fonction ф est assurément une solution à ce probléme de valeur initiale. De plus, comme 
W(yy,y3) (t5) est non nul, selon le théorème 3.3.3, on peut choisir c, et c, de sorte que y = с,у (0 
+ c,y,(f) soit aussi une solution au probléme (13). En fait, c, et c, sont obtenues à partir des équa- 
tions (10) ou (11). La conclusion 2 du théoréme 3.3.1 assure que ces deux solutions au probléme 
sont les mêmes. Ainsi, avec un choix approprié de c, et de с,, 


(t) = c,y, (0) + c,y,0), 


et, par conséquent, ó est incluse dans l'ensemble de fonctions du type су, + c;y,. Finalement, 
puisque ф est une solution arbitraire à l'équation (2), toute solution à cette équation est incluse 
dans cet ensemble. Cela complète la preuve du théorème 3.3.4. 

Supposons maintenant qu'il n'existe aucun point г, où le wronskien est non nul. Par consé- 
quent, W(y,, y;)(t,) = 0, peu importe le point t choisi. Alors, selon le théorème 3.3.3, il existe 
des valeurs de y, et de y^ telles que le système (8) n'admet aucune solution pour c, et с,. 
Choisissez une paire de telles valeurs et choisissez la solution (г) à l'équation (2) qui satisfait 
à la condition initiale (3). Remarquez que le théoréme 3.3.1 assure qu'une telle solution existe. 
Cependant, cette solution n'est pas incluse dans l'ensemble у= су, + с,у,. Par conséquent, 
cette combinaison linéaire n'inclut pas toutes les solutions à l'équation (2) si W(y,, у,) = 0. Cela 
compléte la démonstration du théoréme 3.3.4. 

Le théorème 3.3.4 énonce que tant que le wronskien de y, et de y, diffère de zéro, la com- 
binaison linéaire c,y, + c,y, contient toutes les solutions à l'équation (2). Il est donc naturel (on 
l'a déjà fait dans la section précédente) d'appeler l'expression 


у= cy) + с,у,(0), 


où les constantes sont arbitraires, la solution générale à l'équation (2). Les solutions y, et у,, 
dont le wronskien est non nul, constituent ce qu'on appelle un ensemble fondamental de solu- 
tions à l'équation (2). 

On peut énoncer le résultat du théorème 3.3.4 différemment: pour trouver la solution géné- 
rale et, par conséquent, toutes les solutions à une équation de la forme (2), il suffit de trouver 
deux solutions à l'équation dont le wronskien est non nul. On l'a fait dans divers exemples de 
la section 3.2, méme si on n'en a jamais calculé les wronskiens. Il serait utile de revoir ces 
exemples et de le faire. On pourra ainsi vérifier que toutes les solutions appelées solutions 
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générales dans la section 3.2 satisfont à la condition voulant que le wronskien soit non nul. Dans 
l'exemple 4, on a aussi la possibilité de revoir les notions abordées dans la section 3.2 et dans 
plusieurs autres problémes du méme type. 


БЕЙІНДІ Soit у (f) = е" et y, (t) = е?! deux solutions à une équation de la forme (2). Montrez qu'elles forment 


un ensemble fondamental de solutions lorsque ғ) z ғ. 
On trouve le wronskien de y, et de y, 

rit rt 

W = = (r,—n)expl[(r + r)t]. 


nt rot 


ne" ne 
Comme une fonction exponentielle n'est jamais nulle et que r, — г, # 0 par hypothèse, W est non nul, 


quel que soit t. Par conséquent, y, et y, constituent un ensemble fondamental de solutions. 


| Exemples | Montrez que y, (f) = t"? et y, (f) = t™ constituent un ensemble fondamental de solutions à 
22у" + 31у -у-0, 1> 0. (14) 
Dans la section 7.4, on décrira comment résoudre l'équation (14); il est aussi possible de se référer 


au probléme 34 de la section 3.4. On peut vérifier ici par substitution directe que y, et y, satisfont à 


—1/2 -3/2 


1 
et que y == ‚опа 


2 -iee Йа тез) ае = (Ге - 0, 
4 2 2 2 


De même, y;(t) = -t? et У5(0) = 217°, d’où 
21002173) + 30—172) – t = (A- 3- Dto = 0. 


l'équation différentielle. Comme у! (t) = М 


Ensuite, on calcule le wronskien W de y, et de y;: 


п? 


3 3p 
ү/- ш--і 7”, 15 
ге r? 2 (15) 


Puisque W z 0 quel que soit 1 > 0, on conclut que y, et y, constituent un ensemble fondamental 
de solutions. 


Dans plusieurs cas, on a pu trouver un ensemble fondamental de solutions et, par consé- 
quent, la solution générale à une équation différentielle donnée. Cependant, cette tâche est 
souvent difficile, et il faut établir si une équation différentielle de la forme (2) admet ou non 
un ensemble fondamental de solutions. Le théoréme suivant donne la réponse à cette question. 


Théoréme 3.3.5 


Considérez l'équation différentielle (2) 
Liy] =y” + р(ду + 40у = 0, 


où les coefficients р et д sont continus dans un intervalle ouvert Z. Soit f, un point de 7. Soit 
y, la solution à l'équation (2) qui satisfait aux conditions initiales 


X4-1  y(9-0. 
De plus, soit y, la solution à l'équation (2) qui satisfait aux conditions initiales 
y(ty) = 0, Yo) = 1. 


Alors, y, et y, forment un ensemble fondamental de solutions à l'équation (2). 


3.3 La théorie des équations homogènes linéaires du deuxième ordre „пз 


L'existence des fonctions y, et y, résulte de la conclusion 1 du théorème 3.3.1. Pour montrer 
qu'elles forment un ensemble fondamental de solutions, il suffit de calculer leur wronskien 
en h: 


AURA UN) 
MG) y 


Comme le wronskien est non nul en f,, les fonctions y, et y, forment un ensemble fondamental 
de solutions, ce qui complète la preuve du théorème 3.3.5. 

La partie difficile de cette preuve, qui consiste à démontrer l'existence de deux solutions, est 
résolue grâce au théorème 3.3.1. Toutefois, le théorème 3.3.5 n'indique pas comment résoudre 
les problèmes de valeur initiale, c'est-à-dire comment trouver les fonctions y, et у,. Il est quand 
méme rassurant de savoir qu'il existe toujours un ensemble fondamental de solutions. 


(у, у:)() = 


0 1 


l i 


Exemple 6 Trouvez l'ensemble fondamental de solutions pour l'équation différentielle 
y'—-y-0, (16) 


avec f, = 0. 

Dans la section 3.2, on a noté que deux solutions à l'équation (16) sont y,(f) = e' et y, (t) = е". Le 
wronskien de ces solutions est W(y,, y,)() = —2 + 0, et celles-ci forment donc un ensemble fondamen- 
tal de solutions. Cependant, il ne s'agit pas des solutions spécifiées dans le théoréme 3.3.5, car elles ne 
satisfont pas aux conditions initiales mentionnées dans le théoréme au point t — 0. 

Pour trouver les solutions précisées par le théoréme, on doit trouver les solutions satisfaisant aux 
conditions initiales. On note у, (т) la solution à l'équation (16) qui satisfait aux conditions 


»x0-1 (0) =0. (17) 
La solution générale à l'équation (16) est 
у= се ce, (18) 


et les conditions initiales (17) sont satisfaites lorsque c, = 1/2 et c, = 1/2. Ainsi, 


Isl 
Ә--е +-e ' -cosht. 
AU) 2 24 
De même, si у,(/) satisfait aux conditions initiales 
y(0)=0, у(0)-і, (19) 


alors 
172. de 0 
ft)2—e' --е -біпһі. 
у4(0 2 2 


Puisque le wronskien de y, et de y, est 


WG; y4Xf) = cosh? t — sinh? г = 1, 


ces fonctions forment aussi un ensemble fondamental de solutions conformément au théoréme 3.3.5. 
On peut donc écrire la solution générale à l'équation (16) ainsi: 


у = К, cosh t + k, sinh t (20) 


ou sous la forme (18). On a utilisé К, et k, comme constantes arbitraires dans l'équation (20), car elles 
diffèrent des constantes c, et с, dans l'équation (18). Cet exemple montre qu'une équation différen- 
tielle peut admettre plus d'un ensemble fondamental de solutions. En fait, elle en admet une infinité. 
Il convient de choisir l'ensemble approprié. 


Dans la prochaine section, on verra des équations qui ont des solutions à valeurs com- 
plexes. Le théoréme qui suit est essentiel pour traiter de telles équations et leurs solutions. 
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Théoréme 3.3.6 


Considérez de nouveau l'équation (2), 
Цу]= у” + pG@)y * a(0y = 0, 


où p et 4 sont des fonctions continues à valeurs réelles. Si y = u(t) + iv(f) est une solution à 
valeurs complexes à l'équation (2), sa partie réelle u et sa partie imaginaire v sont aussi des 
solutions à cette équation. 


Pour prouver ce théorème, on substitue u(t) + iv(t) à L[y] et on obtient 
L[y] 2 u” (1) + iv" (1) + pO (0) + iv (0)1+ qu)  iv10]. (21) 


Ensuite, en réarrangeant l'équation (21) selon ses parties réelles et imaginaires (et c'est à ce 
moment qu'on doit savoir que p(t) et q(t) sont à valeurs réelles), on trouve 


L[y] 2 u^ (t) + p(t)u' (t) + qu) + i[v" (0) + pv") + а(бу(01 
= Ди] + iLO. 


Rappelez-vous qu'un nombre complexe est nul si et seulement si ses parties réelle et 
imaginaire sont toutes les deux nulles. On sait que Z[y] = 0 parce que y est une solution à 
l'équation (2). Par conséquent, L[u](t) = 0 et L[v](1) = 0 également; donc, и et v sont aussi des 
solutions à l'équation (2), ce qui prouve le théorème. Nous verrons des exemples de l'utilisation 
du théoréme 3.3.6 à la section 3.4. 

Au fait, la solution complexe conjuguée y d'une solution y est aussi une solution. Cette 
observation découle du théorème 3.3.2, puisque y = u(t) — iv(f) est une combinaison linéaire 
de deux solutions. 

Examinons maintenant plus en détail les propriétés du wronskien de deux solutions à une 
équation différentielle linéaire homogène du deuxième ordre. Le théorème ci-dessous, éton- 
namment, permet d'obtenir une formule explicite simple pour le wronskien de deux solutions 
quelconques à une telle équation, méme si les solutions elles-mémes sont inconnues. 


Théorème 3.3.7 (Le théorème d'Abel^) 


Si y, et y, sont deux solutions à l'équation différentielle 


Цу| = Y" + р(ду + «(ду = 0, (22) 
ой les fonctions p et 4 sont continues dans l'intervalle ouvert 1, alors le wronskien 
Wy, у) est 

Wor x) m ce f яй а) (23) 


ой с est une constante qui peut dépendre de y, et de у,, mais non de т. De plus, W(y,, y,)(Ô 
est soit nul, quel que soit f dans Z (si c = 0), soit non nul, quel que soit f dans Z. 


Pour prouver le théoréme d'Abel, on note d'abord que y, et y, satisfont à 
yr + ру + q()y, = 0, 


ГА , (24) 
y, + Р@)у, + 4(0)у, = 0. 


4. Le résultat du théoréme 3.3.7 a été obtenu en 1827 par le mathématicien norvégien Niels Henrik Abel (1802-1829) 
et il est connu sous le nom de formule d'Abel. Niels Henrik Abel a aussi démontré qu'il n'existe aucune formule 
générale permettant de résoudre une équation polynomiale de degré 5 sur la base d'un nombre fini d'opérations 
algébriques simples sur ses coefficients. Il a ainsi résolu un probléme demeuré sans solution depuis le xvf? siècle. 
Il a réalisé ses plus grandes découvertes en analyse, particuliérement dans l'étude des fonctions elliptiques. Hélas, 
son travail n'a été apprécié qu'aprés sa mort. L'éminent mathématicien frangais Legendre a qualifié son travail de 
«monument plus durable que le bronze ». 


3.3 La théorie des équations homogènes linéaires du deuxième ordre b 115 


Si on multiplie la première équation par —y, et la seconde par y, et si on additionne membre à 
membre les équations résultantes, on obtient 


ny = yy) + py; — уу) = 0. Q5) 
Ensuite, en posant W(t) = W(y,. y;)(t), on observe que 
М”-у,у;- ууз. Q6) 
Alors, on peut écrire l'équation (25) comme suit: 
W'  p()W = 0. (27) 


On peut résoudre aisément l'équation (27), puisqu'elle est à la fois linéaire de premier ordre 
(voir la section 2.3) et à variables séparables (voir la section 2.1). Ainsi, 


W(r) = c exp - / p) а) (28) 


ой c est une constante. La valeur de с dépend des deux solutions obtenues pour l'équation (22). 
Puisqu'une fonction exponentielle n'est jamais пше, W(t) n'est nul que si с = 0 et, dans ce cas, 
W(t) est nul, quel que soit t, ce qui complète la preuve du théorème 3.3.7. 

П faut noter que les wronskiens de différents ensembles fondamentaux de solutions à la 
méme équation différentielle ne peuvent différer au plus que par une constante multiplicative et 
qu'on peut déterminer le wronskien d'un ensemble fondamental de solutions, à une constante 
multiplicative prés, sans avoir résolu l'équation différentielle en question. 

De plus, puisque selon les conditions du théoréme 3.3.7 le wronskien W est soit toujours 
nul, soit jamais nul, on peut déterminer le cas qui se produit en évaluant W pour n'importe 
quelle valeur pratique de 1. 


Exemple 7 Dans l'exemple 5, on a vu que у, (7) = t? et y (t)= 1! sont deux solutions à l'équation 
22у" + 3ty - у= 0, t» 0. (29) 


Vérifiez si l'équation (28) permet de trouver le wronskien de y, et de y.. 
Selon l'exemple qu'on vient de traiter, on sait que W(y,, y;)(t) = —(3/2)t ^". Pour utiliser l'équa- 
tion (28), on doit écrire l'équation différentielle (29) de sorte que le coefficient de y" soit égal à 1. On 


a alors 
3 1 
” + Кыл А -y= 0. 

7 2” 2t* * 

Donc, p(t) 2 3/2t. Ainsi, 
W( )t)2cex | 2 а | сех EL r) 
У У2 р 2 = р 2 (30) 
eg. 


L'équation (30) donne le wronskien des deux solutions à l'équation (29). Étant donné les solutions 
particulières dans cet exemple, on doit choisir с = —3/2. 


On peut résumer la discussion de cette section comme suit. Pour trouver la solution géné- 
rale à l'équation différentielle 


y” +рду +4@Фу=0, а<г< P, 
on doit d'abord trouver deux fonctions y, et у, qui satisfont à l'équation différentielle pour 
о « t < В. Ensuite, on doit s'assurer qu'il existe un point dans l'intervalle où le wronskien W 
de y, et de y, est non nul. Dans ces circonstances, y, et y, forment un ensemble fondamental de 
solutions et la solution générale est 
у= oy) + cy, 

où c, et c, sont des constantes arbitraires. Si on dispose de conditions initiales en un point de 
l'intervalle œ< t < B ой WZ 0, alors on peut identifier c, et c, satisfaisant à ces conditions. 
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Problémes 
ш Pour les problèmes 1 à 6, trouvez le wronskien des fonctions. 
1. e”, е“? 2. cost, sint 
3. e”, te?! 4. x, xe* 
5. e'sin f, e cos t 6. cos? 0, 1 + cos 20 


ш Pour les problèmes 7 à 12, déterminez l'intervalle d'amplitude maximale dans lequel le probléme de 
valeur initiale admet assurément une solution unique au moins deux fois différentiable. Ne tentez pas 
de trouver la solution. 


7. ty" + Зу= і, у) = 1, y'(D = 2 
8. t- Dy" – 3ty' + 4у = sint, у(-2)-2, y'(-2)21 
9. t(r—- 4)y" + Згу +4y=2, у(39)-0, y (3) 2-1 
10. y" + (cos Dy' + 3(In|t])y = 0, у(2) 23, у0)-1 
11. (x— 3)y" + ху + (In|xpy = 0, y(1) 2 0, y(1)21 
12. (х- 2)y" +y + (x - 2)(tan x)y = 0, y(3)=1, y(3)22 


13. Vérifiez si y () = f? et y,(r) = t^! sont deux solutions à l'équation différentielle г2у” — 2y = 0 pour 
t > 0. Ensuite, montrez que сг?  c,t ! est aussi une solution à cette équation, quelles que soient 
C, et c5. 


14. Vérifiez que y,(r) = 1 et y,( = 1"? sont des solutions à l'équation différentielle yy" + (у)? = 0 
pour tout г > 0. Ensuite, montrez que c, + c,f"? n'est pas, en général, une solution à cette équation. 
Expliquez pourquoi ce résultat ne contredit pas le théoréme 3.3.2. 


15. Montrez que si y = ф(0) est une solution à l'équation différentielle y" + p(t)y' + 4(ду = g(t), ой g(f) 
est non identiquement nulle, alors у = c(t), ой c est une constante différente de 1, n'est pas une 
solution. Expliquez pourquoi ce résultat ne contredit pas la remarque qui suit le théoréme 3.3.2. 


16. Est-ce que y = sin(r?) peut être une solution dans un intervalle contenant t = 0 d'une équa- 
tion y" + p(y + 4(ду = 0 avec des coefficients continus ? Justifiez votre réponse. 


17. Sile wronskien W de f et de g est de 3e“, et si f(t) = e”, trouvez g(t). 
18. Sile wronskien W de f et de g est de 26” et si / (1) = t, trouvez g(t). 


19. Si W(f, g) est le wronskien de fet de g, et si и = 2f— g, v = f+ 2g, trouvez le wronskien W (и, v) de 
u et de v en fonction de W(f, g). 


20. Si le wronskien de fet de g est t cos t — sin t, etsi u = f + 3g, v = f — g, trouvez le wronskien de и et 
de v. 


21. Supposez que y, et y, constituent un ensemble fondamental de solutions à y" + p(t)y + q(t)y = 0 
et posez y, = ау, + a5 y, et y, = Буу, +b,y,, ой а, а,, b, et b, sont des constantes quelconques. 
Montrez que 


Wy. y4) = (aib, — а,Ь) (у, y2). 
Les solutions y, et y, constituent-elles aussi un ensemble fondamental de solutions ? Pourquoi ? 


ш Pour les problèmes 22 et 23, trouvez l'ensemble fondamental de solutions conformément au théo- 
réme 3.3.5 pour l'équation différentielle. 


22. у + у - 2у= 0, (-0 23. y” +4y +3y=0, ц-іІ 


ш Pour les problèmes 24 à 27, vérifiez si les fonctions y, et y, sont des solutions à l'équation différentielle. 
Ces solutions constituent-elles un ensemble fondamental de solutions ? 


24. y" + 4y 20; y, (D = cos 2t, y(t) = sin 2t 
25. y" - 2y +y=0; y, (0 el, yy(t) = te 
26. x?y" — x(x - 2)y' + (x - 2)у= 0, x»0; у) = х, у(х) = хе" 


27. (1x cot x)y" - xy + y 2 0, 0<х<л; у) = х, у(х) = sin x 
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28. Considérez l'équation y" — y' — 2у = 0. 
a) Montrez que у (0) =е' et y,(f)= e” constituent un ensemble fondamental de solutions. 


b) Posez у, (7) = -2e", y4(0 = y (0 2у,(0) et y4(0) = 2y, (0) - 2y4(0). Les solutions у, (0), y,(t) 
et y, (f) sont-elles aussi des solutions à l'équation différentielle donnée ? 


c) Déterminez si chacune des paires de solutions suivantes constituent un ensemble fondamental 
de solutions : [у (t), уз(2)]; [yo (t), OT DO, yO]; [y (0), 500]. 
Pour les problèmes 29 à 32, trouvez le wronskien des deux solutions à l'équation différentielle sans 
tenter de la résoudre. 


29. 12у” — 11+ 2)у + (t-2)y 20 

30. (cos Dy" + (sin ђу – ty 20 

31. x2y" + xy' + (02 – Vy = 0, équation de Bessel 

32. (1— xy" – 2xy' + a(a+ 1)у = 0, équation de Legendre 

33. Montrez que si p est différentiable et si p(t) > 0, alors le wronskien W(t) de deux solutions à 
[p(Dy'] + q(Dy = 0 est W(t) = c/p(t), ой c est une constante. 


34. Si l'équation différentielle ty" + 2y' - te'y 2 0 admet y, et y, comme ensemble fondamental de 
solutions et si W(y,, y,)(1) = 2, trouvez la valeur de W(y,, у, )(5). 


35. Si l'équation différentielle гу” — 2y' + (3+ )у = 0 admet y, et y, comme ensemble fondamental 
de solutions et si W(y;, y,)(2) = 3, trouvez la valeur de W(y,, у,)(4). 


36. Si le wronskien de deux solutions à y" + p(y’ + q(t)y = 0 est constant, que peut-on dire des coef- 
ficients p et q? 
37. Sif. g et h sont trois fonctions différentiables, montrez que W(fg, fh) = f?W(g, А). 


Dans les problémes 38 à 40, supposez que les fonctions p et q sont continues et que les fonctions y, 
et y, sont deux solutions à l'équation différentielle y" + р(ђу + 4(ду = 0 dans l'intervalle ouvert 1. 


38. Prouvez que si y, et y, admettent une racine commune dans /, alors elles ne peuvent pas former un 
ensemble fondamental de solutions dans l'intervalle. 


39. Prouvez que si y, et y, admettent chacune soit un maximum, soit un minimum en un méme point 
dans 1, alors elles ne peuvent pas former un ensemble fondamental de solutions dans l'intervalle. 


40. Prouvez que si y, есу, admettent un point d'inflexion commun f, dans /, alors elles ne peuvent pas 
former un ensemble fondamental de solutions dans / à moins que p et q ne soient toutes les deux 
nulles еп f,. 


41. Les équations exactes L'équation P(x)y" + QG)y' + R(x)y = 0 est dite exacte si elle peut être 
réécrite sous la forme [P9 y']' + [f (ду! = 0, où f(x) dépend des fonctions Р(х), Q(x) et R(x). On 
peut intégrer immédiatement la dernière équation et on obtient une équation linéaire du premier 
ordre en y. Il est possible de résoudre cette équation comme dans la section 2.1. En égalisant les 
coefficients des équations précédentes, puis en éliminant f(x), montrez qu'une condition néces- 
saire pour que l'équation soit exacte est que P"(x) — Q'(x) + R(x) = 0. On peut aussi montrer qu'il 
s'agit d'une condition suffisante. 


Pour les problémes 42 à 45, utilisez le résultat du probléme 41 afin de déterminer si l'équation est 
exacte. Si c'est le cas, résolvez l'équation. 


42. y" - xy +y=0 43. y" + 3x?y' M xy 20 
44. xy" — (cos x)y' * (sin х)у- 0, х>0 45. x?y" +ху - y 2 0, х>0 


46. L'équation adjointe Quand une équation homogène linéaire du deuxième ordre n'est pas 
exacte, il est parfois possible de la rendre exacte en la multipliant par un facteur intégrant appro- 
prié u(x). Il faut alors que u(x) soit tel que 


HPY” + UAY + uG)RG)y = 0 
puisse étre écrite sous la forme 


[Lu G)PCOY'Y + Lf бду]! = 0. » 
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> En égalisant les coefficients dans ces deux équations et en éliminant f(x), montrez que la fonc- 
tion р doit satisfaire à 


Pu” + QP' – Qu + (P” — О + R)u- 0. 
Cette équation est dite l'adjointe de l'équation originale et elle est importante dans la théorie avan- 
cée des équations différentielles. En général, la résolution de l'équation différentielle adjointe est 


aussi difficile que celle de l'équation originale. Il est donc occasionnellement possible de trouver 
un facteur intégrant pour une équation du deuxiéme ordre. 


ш Pour les problèmes 47 à 49, utilisez le résultat du probléme 46 afin de trouver l'adjointe de l'équation 
différentielle. 


47. x?y" + ху' + (02 - Vy = 0, équation de Bessel 
48. (1 -x2yy" - 2xy' + a (a *- 1)у= 0, équation de Legendre 
49. y" - xy- 0, équation d'Airy 


50. Pour l'équation linéaire du deuxième ordre P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0, montrez que l'adjointe de 
l'équation adjointe est l'équation originale. 


51. Une équation linéaire du deuxième ordre P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0 est considérée comme auto- 
adjointe si son adjointe est la méme que celle de l'équation originale. Montrez que P'(x) 2 Q(x) 
est une condition nécessaire pour que l'équation soit autoadjointe. Déterminez si les équations des 
problémes 33 à 35 sont autoadjointes. 


3.4 | Les racines complexes de l'équation 
caractéristique 
Nous poursuivons notre étude de l'équation 
ay” + by + cy = 0, (1) 


ой а, b et c sont des nombres réels. Dans la section 3.2, nous avons vu que si y = е” est une 
solution à l'équation, alors r doit étre une racine de l'équation caractéristique 


ar? * br * c - 0. (2) 


Nous avons montré à la section 3.2 que si les racines ғ, et ғ, sont réelles et distinctes, c'est-à-dire 
si le discriminant D? — 4ac est strictement positif, la solution générale à l'équation (1) est alors 


у= се" +с,е"'. (3) 
On suppose maintenant que Б? — 4ас est négatif. Dans ce cas, les racines de l'équation (2) 
sont complexes conjuguées. On les note 
r=ÀA+iu, = À-— Ш, (4) 
où À et u sont deux nombres réels. La solution y est alors de la forme 
(0 = ехрі(4 + itl, >00 = ехр[(4 – iD. (5) 


Pour comprendre la signification de cette expression, on doit pouvoir évaluer une fonction expo- 
nentielle où l'exposant est un nombre complexe. Par exemple, si À = —1, и = 2 et t = 3, selon 
l'équation (5), on a 


y, (3) = ее. (6) 


Que signifie l'expression «exponentielle d'un nombre complexe » ? La réponse réside dans la 
relation fondamentale dite formule d' Euler. 


La formule d'Euler L'interprétation des expressions de l'équation (5) nécessite la défini- 
tion d'une fonction exponentielle dont l'exposant est complexe. Bien sür, cette définition doit 
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être cohérente avec celle d'une fonction exponentielle où l'exposant est réel. Il existe plusieurs 
approches permettant de généraliser la fonction exponentielle. On utilise ici une méthode basée 
sur les développements en série de Taylor. Dans le probléme 28, on demande de trouver le 
méme résultat à l'aide d'une approche différente. 
П faut d'abord se rappeler que la série de Taylor pour e' autour du point t = 0 est 
ЭА —oo < f < оо, (7) 
aon! 


On suppose qu'on peut remplacer t par it dans l'équation (7). On obtient alors 


Е со (-D" pP" : со CD 
724 Qn) HÈ Qn-1) (8) 


ой on a séparé les parties réelles et imaginaires de la série en utilisant les résultats à = —1, 
P = -i, Ё = 1, et ainsi de suite. La première série dans l'équation (8) est la série de Taylor de 
la fonction cos ft autour du point t = 0, et la seconde est celle de la fonction sin f autour du 
point {= 0. Par conséquent, 


e! = cos 1+ i sin 1. (9) 


Le résultat fondamental de l'équation (9) est appelé la formule d'Euler. On a obtenu l'équa- 
tion (9) en supposant (sans justification) qu'on peut employer la série (7) pour des valeurs 
complexes de la variable indépendante de la méme façon que pour des valeurs réelles. Ce rai- 
sonnement est utilisé dans le seul but de rendre plausible l'équation (9). On définit maintenant 
е" en se basant sur l'équation (9). En d'autres mots, e” équivaut dorénavant à l'expression du 
second membre de l'équation (9). 

On peut réécrire la formule d'Euler différemment. En remplaçant ғ par -/ dans l'équa- 
tion (9) et en sachant que cos(-1) = cos t et que sin(—#) = —sin f, on a 


e" —cost— i sin t. (10) 


De plus, еп remplaçant t par ut dans l'équation (9), on obtient une version plus générale de la 
formule d'Euler, soit 


ен! = cos Lt + i sin Lt. (11) 


On cherche maintenant à étendre la définition d'une fonction exponentielle dans laquelle 
l'exposant est un nombre complexe arbitraire (А + iu)r. Comme on souhaite que les proprié- 
tés habituelles d'une fonction exponentielle soient également valides avec des exposants com- 
plexes, on veut notamment que l'exposant [(4 + іш) satisfasse à 


eg mt a e^gitt. (12) 
En remplaçant е“ par е" dans l'équation (11), on obtient 
e*t — e? (cos ut +іѕіп ut) 
= e" cos Lit ^ ie" sin ut. (13) 
On utilise maintenant l'équation (13) comme définition de l'exponentielle de [(A + iu)r]. La 
valeur de la fonction exponentielle avec un exposant complexe est un nombre complexe dont les 
parties réelles et imaginaires sont données par les termes du second membre de l'équation (13). 
П faut noter que les parties réelles et imaginaires de l'exponentielle de [(4 + іш)Ң sont toutes 


exprimées en termes de fonctions élémentaires à valeurs réelles. Par exemple, l'expression dans 
l'équation (6) prend la valeur 


e "9 = е cos 6c ie?sin62z 0,047 8041—0,013911 3i. 
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Avec les définitions (9) et (13), on peut aisément montrer que les régles habituelles des 
exposants sont valides pour une fonction exponentielle d'exposant complexe. De plus, il est 
facile de vérifier que la dérivée 


ey re" (14) 


reste valide méme si r est complexe. 


Trouvez la solution générale à l'équation différentielle 
y" + y + 925y = 0. (15) 
Trouvez aussi la solution qui satisfait aux conditions initiales 
(0) = 2 et y'(0) = 8, (16) 


et tracez son graphique. 
L'équation caractéristique de l'équation (15) est 


PDrrr925-20; 


donc, ses racines sont 
1 : 1 : 
n --——--3i, et rn  —— —3i. 
2 2 


Par conséquent, deux solutions à l'équation (15) sont 


»(0-ex|(-2^ si =e "?(cos3t+isin3r) (17) 


et 


(0 = е (-5- i) =e"? (cos3t — isin3t). (18) 


Vous pouvez vérifier que le wronskien W(y,, у„)(ї) = —6ie ", qui est non nul; donc, on peut exprimer 
la solution générale à l'équation (15) sous la forme d'une combinaison linéaire de y, (f) et de у, (0) avec 
des coefficients arbitraires. 

Toutefois, le probléme de valeur initiale (15), (16) ne comporte que des coefficients réels et il est 
souvent souhaitable d'exprimer la solution à un tel probléme en termes de fonctions à valeurs réelles. 
Pour y parvenir, on peut appliquer le théoréme 3.3.6, qui énonce que les parties réelles et imaginaires 
d'une solution à valeurs complexes à l'équation (15) sont aussi des solutions à l'équation (15). Par 
conséquent, à partir de y,(f) ou de у, (2), on obtient 


t/ t 


u(t) = e"? cos3t et у(т = e ? sin3t (19) 


comme solutions à valeurs réelles? à l'équation (15). En calculant le wronskien de u(t) et de v(r), оп 
trouve W (u, v)(t) = Зет", qui est non nul; par conséquent, u(t) et v(f) constituent un ensemble fonda- 
mental de solutions et on peut écrire la solution générale à l'équation (15) sous la forme 


-tu2 


y-cu(t)* c,v(t) 2e (c; cos3t c, sin3t), (20) 


ой c, et c, sont des constantes arbitraires. 
Pour satisfaire aux conditions initiales (16), on substitue d'abord t = 0 et y = 2 dans l'équa- 
tion (20), ce qui donne c, = 2. Ensuite, en dérivant l'équation (20), puis en posant t = 0 et y’ = 8, on 


5. Si vous n'étes pas entièrement certain que u(t) et v(#) sont des solutions à l'équation différentielle donnée, vous devriez 
les substituer dans l'équation (15) pour confirmer qu'elles satisfont à l'équation. 
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1 
obtient E t 3c, = 8; donc, с, = 3. Par conséquent, la solution au probléme de valeur initiale (15), 


(16) est 
у= e" 2 cos3t +3 ѕіп3/). (21) 


Le graphique de cette solution est présenté dans la figure 3.4.1. 

D'aprés le graphique, on peut constater que la solution à ce probléme est une oscillation à amplitude 
décroissante. Les facteurs sinus et cosinus déterminent la nature oscillatoire de la solution et le facteur 
exponentiel négatif de chaque terme entraîne la diminution de l'amplitude des oscillations au fil du temps. 


Solution au probléme de valeur initiale (15), (16): y" ку + 9,25у = 0, y(0) = 2, 
У'(0) = 8. 


Les racines complexes - le cas général Les fonctions y,(f) et y,(?), données par les 
équations (5) et dont la signification est exprimée par l'équation (13), sont des solutions à 
l'équation (1) quand les racines de l'équation caractéristique (2) sont des nombres com- 


P 


plexes À + iu. Cependant, les solutions y, et y, sont des fonctions à valeurs complexes, 
tandis qu'on préfére en général avoir des solutions à valeurs réelles, car l'équation dif- 
férentielle elle-même comporte des coefficients réels. Comme dans l'exemple 1, on peut 
appliquer le théoréme 3.3.6 pour trouver un ensemble fondamental de solutions à valeurs 
réelles en choisissant les parties réelles et imaginaires de y,(f) ou de y,(t). De cette façon, 


on obtient les solutions 
u(t) = e" cos ut, v(t) = e^ sin ut. (22) 
Par un calcul direct, on peut montrer que le wronskien de u et de v est 
W(u,v)t) = ue?". (23) 


Par conséquent, tant que u 0, le wronskien W est non nul ; donc, u et v constituent ип ensemble 
fondamental de solutions. (Évidemment, si И = 0, les racines sont réelles et la présente discus- 
sion ne s'applique pas.) Il s'ensuit alors que si les racines de l'équation caractéristique sont des 
nombres complexes À + іш, où и + 0, la solution générale à l'équation (1) est 


у= ce” cos ut + ce" sin pt, (24) 


où c, et c, sont des constantes arbitraires. Notez qu'on peut écrire la solution (24) dès qu'on 
connaît les valeurs de À et de и. Considérons maintenant d'autres exemples. 
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Trouvez la solution au probléme de valeur initiale 
16y" — 8y' + 145y = 0, у(0) = -2, y«(0) = 1. (25) 


L'équation caractéristique est 16/2 — 8r + 145 = 0, et ses racines sont г = 1/4 + 3i. La solution 
générale à l'équation différentielle est donc 


y = се cos 3t + с.е sin 3t. (26) 
Pour utiliser la première condition initiale, on pose т = 0 dans l'équation (26). On obtient 
(00) = c, 2-2. 


Pour ce qui est de la deuxième condition initiale, on doit dériver l'équation (26) puis poser т = 0. On 
trouve alors 


1 
y (0) = =с + 3с, = 1, 
4 
ой с, = 1/2. En reportant ces valeurs de c, et de с, dans l'équation (26), on obtient 


"4 


у= —2e"* cos жен sin 3t, (27) 


qui est la solution au probléme de valeur initiale (25). Dans la figure 3.4.2, on illustre cette solution. 
Dans ce cas, on constate que la solution est une oscillation à amplitude croissante. De nouveau, 


les facteurs trigonométriques de l'équation (27) déterminent la nature oscillatoire de la solution, tandis 
que le facteur exponentiel (avec un exposant positif cette fois) entraine une augmentation de l'ampli- 


tude des oscillations au fil du temps. 
у--2е! cos 3t + Ie sin | 


| Figure 3.4.2] Solution à 16у” — 8y + 145y- 0, у(0)--2, y(0)— 1. 


Trouvez la solution générale à 
y" + 9у = 0. (28) 


L'équation caractéristique est г? + 9 = 0, et ses racines sont г = +31. Donc, À = 0 et u = 3. La solu- 
tion générale est 


y = су cos3t + c, sin 3t. (29) 


Quand la partie réelle de la racine est nulle, comme dans l'exemple précédent, il n'y a aucun 
facteur exponentiel dans la solution. La figure 3.4.3 illustre le graphique de deux solutions typiques à 
l'équation (28). Dans chaque cas, la solution est une oscillation pure dont l'amplitude est déterminée 
par les conditions initiales. Puisqu'il n'y a pas de facteur exponentiel dans la solution (29), l'amplitude 
de chaque oscillation demeure constante au fil du temps. 
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| Figure 3.4.3 Solution typique à y" +9y= 0. 


Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 6, utilisez la formule d'Euler pour transformer l'expression donnée sous la 
forme a - ib. 


1. exp(1 + 2i) 2. ехр(2- 3i) 
3. ei 4. gh omi 
5. 21-і бол 
ш Dans les problèmes 7 à 16, trouvez la solution générale à l'équation différentielle. 

7. y" - 2у + 2у = 0 8. y" – 2у + бу= 0 
9. y" + 2у' – 8у= 0 10. y" + 2y' + 2у = 0 

11. у+6у + 13у=0 12. 4y" + 9y 0 

13. y" -2y + 125y 20 14. 9y" + 9y' - 4у= 0 

15. y" +y + 1,25у= 0 16. y" + 4y' + 6,25у= 0 


ш Dans les problèmes 17 à 22, trouvez la solution au probléme de valeur initiale. Tracez le graphe de la 
solution et décrivez son comportement lorsque t augmente. 


17. y" - 4y 20, y(0) = 0, y(0)21 
18. y" + 4y' + 5y = 0, у(0) = 1, y 00) = 0 
19. y" – 2у + 5y = 0, у(л/2) = 0, у(т/2)-2 
20. у”-у-0, y(z/3) = 2, y'(z/3) 2-4 
21. y" - y' + 1225y 2 0, у(0) = 3, (0) = 1 
22. y" +2у + 2y = 0, у(л/4) = 2, у(т/4)--2 
© 23. Considérez le probléme de valeur initiale 
3u” — и + 2и = 0, и(0) = 2, u'(0) = 0. 
a) Trouvez la solution и(/) à ce probléme. 
b) Trouvez la plus petite valeur de f telle que |и(0|- 10. » 
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© 24. 


© 25. 


© 26. 


27. 
28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


Considérez le probléme de valeur initiale 
Su” + 2и + Tu = 0, u(0) = 2, и(0)- 1. 
a) Trouvez la solution u(t) à ce probléme. 
b) Trouvez la plus petite valeur T telle que |и(2)| € 0,1, quel que soit t > T: 
Considérez le probléme de valeur initiale 
y" + 2y' + 6y 2 0, y(0) = 2, y(0) = a2 0. 
a) Trouvez la solution y(f) à ce probléme. 
b) Trouvez а de sorte que y = 0 lorsque t= 1. 
€) Trouvez, en fonction de c, la plus petite valeur positive de f telle que y = 0. 
d) Déterminez la limite de l'expression trouvée à la partie c) lorsque œ — ee. 
Considérez le probléme de valeur initiale 
y" + 2ay + (а2 + 1)у = 0, у00) = 1, y'(0) = 0. 
a) Trouvez la solution y(f) à ce probléme. 
b) Si a = 1, trouvez la plus petite valeur T telle que |у(2 | < 0.1 lorsque т> T. 


с) Reprenez la partie b) pour a — 1/4, 1/2 et 2, respectivement. 


d) À l'aide des résultats obtenus dans les parties b) et c), tracez le graphe de T en fonction de a et 
décrivez la relation entre Т et a. 


Montrez que (е^ cos ut, e^ sin ut) = ше", 
Dans ce probléme, on veut retrouver la formule d'Euler à l'aide d'une approche différente de celle 
qui a été utilisée précédemment. 
a) Montrez que у (0) = cos t et y,(f) = sin t constituent un ensemble fondamental de solutions à 
y" + у= 0, c'est-à-dire qu'elles sont des solutions à l'équation et que leur wronskien est non nul. 
b) Montrez (formellement) que y = e" est aussi une solution à y" + y = 0. Par conséquent, 
е' = c, cos t * c, sin f, (1) 
ой c, et с, sont deux constantes arbitraires. Pourquoi ce raisonnement est-il valide ? 
с) Posez t = 0 dans l'équation (1) et montrez que c, = 1. 
d) En supposant que l'équation (14) est vraie, dérivez l'équation (i), puis posez t = 0 pour conclure 
que c, = i. Utilisez les valeurs de c, et de c, dans l'équation (i) pour obtenir la formule d'Euler. 
À l'aide de la formule d'Euler, montrez que 
cos t = (e + e 1/2, sin t = (е — езуі. 


Gir3)t rit rot 


Soit e" tel que défini par l'équation (13). Montrez que e =e "e, quels que soient les 


nombres complexes r, et r,. 


Soit e" tel que défini par l'équation (13). Montrez que 


quel que soit le nombre complexe r. 
Considérez l'équation différentielle 
ay” + by +cy=0, 
ой P? — 4ac < 0 et l'équation caractéristique a des racines complexes À + iu. Substituez les fonctions 
u(t) = e" cos ut et v(r) = e” sin ut 
à y dans l'équation différentielle pour confirmer qu'elles sont bien des solutions. 


Si les fonctions y, et y, sont des solutions linéairement indépendantes à y" + p(t)y' + g(ny = 0, 
montrez qu'entre deux racines consécutives de y}, il existe une et une seule racine de у,. Vous 
devez noter que ce résultat est confirmé par les solutions y,(f) = cos t et y,(f) = sin ға l'équa- 
tion y" * у= 0. 
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P ш Les changements de variables Dans la recherche d'une solution, on peut souvent simplifier une 
équation différentielle à coefficients variables 


Y" * p(t)y' + (ду = 0 G) 


en changeant la variable indépendante ou la variable dépendante, ou les deux. Ce sujet est abordé dans 
les problèmes 34 à 46. Au probléme 34, on montre comment transformer le type d'équations connues 
sous le nom d'équations d'Euler en équations par un simple changement de la variable indépendante. 
Les problémes 35 à 42 sont des applications de ce principe. En outre, au probléme 43, on détermine les 
conditions sous lesquelles on peut transformer l'équation (1) en une équation différentielle à coefficients 
constants qui soit plus facile à résoudre. Les problémes 44 à 46 sont des applications de ce principe. 
34. L'équation d'Euler Оп appelle équation d'Euler une équation de la forme 
а: а E 
РЕ or + Ву= 0, 1> 0, (ii) 
dt dt 
où & et B sont deux constantes réelles. 


a) Posez x = In t et calculez dy/dt et d^ y/dt? en termes de dy/dx et d^ y/dx^. 
b) Servez-vous des résultats de la partie a) pour transformer l'équation (ii) en 


d? d 
2 (a -1) + By - 0. бін) 
ах ах 


Notez que l'équation (iii) a des coefficients constants. Si у(х) et y,(x) constituent un ensemble 
fondamental de solutions à l'équation (iii), alors у, (Та f) et y,(In 1) constituent un ensemble fonda- 
mental de solutions à l'équation (ii). 


ш Dans les problèmes 35 à 42, utilisez le résultat du probléme 34 pour résoudre l'équation lorsque т > 0. 


35. Ру" c ty +y=0 36. 12у” + Aty' + 2y = 0 
37. ty” + 31у + 1,25у= 0 38. 12у” – 41у – 6y 20 
39. 12у” – 41у + бу = 0 40. 12у” – гу + 5у= 0 
41. 12у” + 31у – Зу= 0 42. гу" + пу + 10у= 0 


43. Pour се probléme, on détermine les conditions s'appliquant à p et à 4 sous lesquelles on peut 
transformer l'équation (1) en une équation à coefficients constants en changeant la variable indé- 
pendante. Soit x = u(t) la nouvelle variable indépendante (la relation entre x et t sera précisée 
plus loin). 


a) Montrez que 


dy ах dy 263] d'y d’x dy 
dt аах а? Қа) dx? d£ dx 
b) Montrez que l'équation différentielle (1) peut étre réécrite sous la forme 


dx ШЫ) dx dx |dy 
+ + pt + q(t)y = 0. i 
(=) ах? Е рау, Јах 209 Gv) 


с) Pour que l'équation (iv) soit une équation à coefficients constants, les coefficients de d?y/dx? 
et de y doivent être proportionnels. Si q(t) > 0, on peut choisir la constante de proportionnalité 
comme étant égale à 1. Par conséquent, 


x =u(t)= / [GT dt. (v) 


d) En choisissant x comme dans la partie c), montrez que le coefficient de dy/dx dans l'équa- 
tion (iv) est aussi constant si l'expression 


4(0%2р(0а(0) 
3/2 
21400)] 
est constante. On peut ainsi transformer l'équation (1) en une équation à coefficients constants 


en changeant la variable indépendante, à la condition que la fonction (g' + 2pqy/q^^ soit 
constante. Comment devez-vous modifier le résultat dans le cas où q(t) < 0? > 


(vi) 
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» 


ш Dans les problèmes 44 à 46, essayez de transformer l'équation en une équation à coefficients constants 
à l’aide de la méthode utilisée au probléme 34. Si c'est possible, trouvez la solution générale à l'équation. 


44. уау же у= 0, —o < f < co 
45. y" - 3ty +ty=0, | —œ< f<% 
46. ty" + (r? — Dy + Py - 0, 0<1<о 


Les racines de multiplicité deux - 
la réduction d'ordre 
Dans les sections précédentes, nous avons vu comment résoudre l'équation 
ay" + Бу + су= 0 (1) 
lorsque les racines de l'équation caractéristique 
а? +br+c=0 (2) 


sont soit réelles et distinctes, soit complexes conjuguées. Nous allons maintenant considérer la 
troisiéme possibilité, c'est-à-dire le cas oü les racines r, et r, sont identiques. Cela se produit 
lorsque le discriminant D? — 4ac est égal à zéro. Alors, 


r,=r,=-bl2a. (3) 
La difficulté apparaît immédiatement. Les deux racines donnent lieu à une seule solution 
AO) = eg 92a (4) 


à l'équation différentielle (1), et il n'est pas évident d'en trouver une deuxième. 


Résolvez l'équation différentielle 
y" * 4у + 4y = 0. (5) 
L'équation caractéristique est 


r+4r+4=(r+2) = 0, 


donc г, = r, = —2. Par conséquent, une solution à l'équation (5) est у, (0) = e™. Pour trouver la solution 


générale à l'équation (5), une deuxiéme solution qui n'est pas un multiple de y, est nécessaire. Plusieurs 
méthodes permettent de trouver cette deuxième solution (voir les problèmes 20 à 22). On utilise ici 
une méthode élaborée par Jean d'Alembert* au хуш“ siècle. Rappelons que si y,(/) est une solution à 
l'équation (1), il en est de même pour су (№), quelle que soit la constante c. L'idée consiste à généraliser 
ce résultat en remplaçant с par une fonction v(t), puis à essayer de déterminer v(f) de sorte que le pro- 
duit у(ду, (1) soit également une solution à l'équation (1). 

Pour y arriver, on remplace y par v(t)y (f) dans l'équation (1) et on se base sur l'équation résultante 
pour trouver v(t). Si 


у= vOy (D = De”, (6) 
опа 


y =v (Ne - 2w(t)e? (7) 


6. Jean d'Alembert (1717-1783), mathématicien frangais, était un contemporain de Léonhard Euler et de Daniel 
Bernoulli. Il est surtout connu pour ses réalisations en mécanique et en équations différentielles. On lui est redevable 
du principe de d'Alembert en mécanique et du paradoxe de d'Alembert en hydrodynamique. L'équation d'onde pour la 
corde vibrante (1747) est également le fruit de son travail. Vers la fin de sa vie, il s'est surtout consacré à la philosophie 
et à des táches d'édition scientifique pour l'encyclopédie Diderot. 
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y et 
y” = v" Qe” – Av'(t)e?'  Av(t)e. (8) 


En substituant les expressions des équations (6), (7) et (8) dans l'équation (5) et en réorganisant les 
termes, on obtient 


[v^ (t) — Av'(t) + Aw(t) + 40 (0) — 8v(t) + 4v(0)]e' = 0, 


qui se simplifie en 


v"(t) = 0. (9) 
Par conséquent, 
v'(t) = c 
et 
wf) = ett c, (10) 


ой c, et c, sont deux constantes arbitraires. Finalement, en remplaçant v(t) par l'expression (10) dans 
l'équation (6), on obtient 


у= cte? + ce”. (11) 


Le deuxième terme du second membre de l'équation (11) est la solution originale y, (f) -ехр(-22), mais 
le premier est une deuxième solution, soit y,(f) = t ехр(-2/). De toute évidence, ces deux solutions ne 
sont pas proportionnelles, mais on peut vérifier qu'elles sont linéairement indépendantes en calculant 
leur wronskien : 


-24 -1t 


te 
-2e?' (1-210)e * 


те е &2te е“ #0. 


WO. 2)0) = 


Par conséquent, 
у(0=е у= te” (12) 


forment un ensemble fondamental de solutions à l'équation (5), et la solution générale à cette équation 
est donnée par l'équation (11). П faut noter que у, (0) et у,(2) tendent vers zéro lorsque f — о. Ainsi, 
toutes les solutions à l'équation (5) se comportent de la méme facon. Dans la figure 3.5.1, on illustre le 
graphe d'une solution typique. 


Solution typique à l'équation (5): y" + 4y' + 4y = 0. 


On peut appliquer la méthode utilisée dans l'exemple 1 à une équation générale dont l'équa- 
tion caractéristique admet une racine de multiplicité deux. En supposant que les coefficients de 
l'équation (1) satisfont à b? — 4ас = 0, оп en déduit que 


y (D = e 
est une solution. Pour trouver une seconde solution, on suppose que 


y = Ay O = ve", (13) 
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et on substitue cette dernière expression dans l'équation (1) pour déterminer v(r). On a 
-ыра D bia 
y -у(фе ыра 9 ү(де bia (14) 
2a 
et 
2 


y" = v(e дайы _ : wg 7 + туе”. (15) 


En substituant ensuite (13), (14) et (15) dans l'équation (1), on obtient 


2 
a| v"(t)— 4 v'(f) + € v(t) |- b E «| t cv(t) е7"? = 0). (16) 
а 4а 2а 
Еп simplifiant le facteur commun non nul exp(—bt/2a) et en réorganisant les termes qui restent, 
on trouve 
b? b? 
av" (t) * (Cb-4 b)v'(t) -| —- —-c |v(t)=0. (17) 
4a 2a 


Le terme comprenant v'(r) est de toute évidence nul. Le coefficient de у(), soit c — (b?/4a), est 
également nul, car b? — 4ac = 0 par hypothèse. Comme dans l'exemple 1, l'équation (17) est 
ainsi réduite à 


v"(t) = 0. 
Par conséquent, 
vf) = etc c,. 
Ainsi, à partir de l'équation (13), on a 
у= cite Pa c g tia. (18) 


Donc, y est une combinaison linéaire des deux solutions 
y, (D = ena, yf = tet, (19) 


Le wronskien de ces deux solutions est 


—bt/2a 
е te 
WO NDS) b uo, (- ы (рге в”, (20) 
2а 2а 


Puisque W(y,, y,)( est toujours non nul, les solutions y, et y, données dans les équations (19) 
constituent un ensemble fondamental de solutions. De plus, l'équation (18) est la solution géné- 
rale à l'équation (1) quand les racines de l'équation caractéristique sont identiques. En d'autres 
mots, dans ce cas, il existe une solution exponentielle correspondant à la racine de multiplicité 
deux, et on obtient une deuxième solution en multipliant la solution exponentielle par 1. 


| Exemple2 | Trouvez la solution au problème de valeur initiale 


I 


”-у+0,25у=0, dup. sec Q1) 
L'équation caractéristique est 
г^—т+ 0,25 = 0. 
Ses racines sont r, = r, = 1/2. Donc, la solution générale à l'équation différentielle est 
у= c," + cte? (22) 


Selon la premiére condition initiale, on a 


Х0)-с,- 2. 
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P Pour respecter la deuxième condition initiale, on dérive d'abord l'équation (22), puis on pose 
1 — 0, Той 


ONE 1 
Far: 


et c, = —2/3. Ainsi, la solution au probléme de valeur initiale est 


y= 2e"? це". (23) 


Dans la figure 3.5.2, on illustre le graphique de cette solution. 


y(0) 2 2: у= 2e? + ге? 


йү dio mei. oam 
y (0) = 3: у= 2е 316 


Solutions à y" — у’ + 0,25у = 0, у(0) = 2, avec у'(0) = 1/3 (la courbe bleue) еї 
avec y'(0) = 2 (la courbe noire), respectivement. 


Maintenant, on modifie le probléme de valeur initiale (21) en changeant la pente en т = 0. On pose 
comme deuxième condition initiale y'(0) = 2. La solution au probléme modifié est 


112, 112, 


y 2 2е + te"*, 


et son graphique est aussi illustré à la figure 3.5.2. Les graphiques de cette figure incitent à penser 
qu'il existe une pente initiale critique (dont la valeur se situe entre 1/3 et 2) permettant de distinguer 
les solutions concaves des solutions convexes. Au probléme 16, on demande de déterminer cette pente 
initiale critique. 


Ici, le comportement géométrique des solutions est similaire à celui qu'on a observé dans le 
cas ой les racines sont réelles et distinctes. L'amplitude de la solution croit ou diminue selon 
le signe de l'exposant. Le facteur linéaire t a peu d'influence. La figure 3.5.1 illustre une solution 
asymptotique à zéro, alors que la figure 3.5.2 présente une solution croissante et une solu- 
tion décroissante, mais ces solutions ne sont jamais asymptotiquement constantes. Si la racine 
de multiplicité deux est nulle, alors l'équation différentielle devient y" — 0, et sa solution géné- 
rale est une fonction linéaire de t. 


Résumé Оп peut maintenant résumer les résultats obtenus pour les équations homogènes 
linéaires du deuxiéme ordre à coefficients constants 

ay" + Бу + cy = 0. (1) 
Soit қ et r, les racines de l'équation caractéristique correspondante 

ar? * br- с = 0. (2) 
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Si r et r, sont réelles et distinctes, alors la solution générale à l'équation différentielle (1) est 
yea pua. (24) 
Si ғ et r, sont les nombres complexes conjugués À + іш, alors la solution générale est 
у= ce cos Lt + cel sin Lt. (25) 
Si r, = р, alors la solution générale est 


rit 


y-c,e" ^ сіе". (26) 


La réduction d'ordre П est intéressant de noter que la démarche utilisée plus tót dans cette 
section pour résoudre les équations à coefficients constants est applicable de manière plus géné- 
rale. On suppose que l'on connaît une solution y,(f) non identiquement nulle à 


y" + POY + q()y = 0. (27) 
Pour trouver une deuxiéme solution, on pose 
y = (05100). (28) 
Alors, 
y = v'G)y,) + (ут) 
et 


y" = v"(t)y, (t) + 2v (Әу (0 + vO ут). 


En substituant les trois dernières expressions à y, y' et y" dans l'équation (27) et en réorganisant 
les termes, on trouve 


лу” + (2у + ру) +(у/+ ру + qy)v = 0. (29) 


Puisque y, est une solution à l'équation (27), le coefficient de v dans l'équation (29) est nul et 
l'équation (29) devient 


уу” + @у + py)v' = 0. (30) 


L'équation (30) est une équation du deuxième ordre dans laquelle la variable dépendante n'appa- 
rait pas explicitement (voir la section 3.1). On peut réduire l'équation (30) à une équation du 
premier ordre en la fonction v’, et on peut la résoudre soit comme une équation linéaire du premier 
ordre, soit comme une équation à variables séparables. Une fois qu'on a trouvé v’, on obtient v en 
intégrant. Finalement, y est déterminée à partir de l'équation (28). Cette démarche est la méthode 
de réduction d'ordre, car l'étape importante consiste à résoudre une équation différentielle du pre- 
mier ordre en v' au lieu de l'équation initiale du deuxiéme ordre en y. Méme s'il est possible d'obte- 
nir une formule générale pour v(t), on se contentera d'illustrer cette méthode à l'aide d'un exemple. 


| Exemples | Sachant que y,(f) = t^! est une solution à 
212y" + 31у - у= 0, t» 0, (31) 
trouvez une deuxiéme solution linéairement indépendante. 


On pose y = v(f)t |. Alors, 


2 2 


y=vt lt 72, у= vt -2yt? + 2vt 3. 
En substituant les dernières expressions à y, à y” et à y" dans l'équation (31) et en réorganisant les 
termes, on obtient 
2t ("t ! -2yt? e 2yt ) e 3t(V/t – уг) vr! 
= 21" (4+ 3)у «(4t ! - 3p! - (£v 
-2ty" -v = 0. (32) 
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» П faut noter que le coefficient de v est nul, comme on s'y attendait. 
Si on pose w = v’, l'équation (32) devient 


2tw' — уу = 0. 
En séparant les variables et en isolant w(t), on obtient 
w(t) = v'(t) = ct? ; 

alors 

2 

у) = Set? + К. 

3 

П s'ensuit que 


у= = Zar кит, (33) 


ой c et k sont des constantes arbitraires. Le second terme du membre de droite de l'équation (33) est 
un multiple de y, (f) et peut être omis, mais le premier terme fournit une nouvelle solution, у,(1)- 17 
Vous pouvez vérifier que le wronskien de y, et de y, est 


Wy, 2)0)= iran #0 pour t » 0. (34) 


Par conséquent, y, et y, constituent un ensemble fondamental de solutions à l'équation (31) quand т> 0. 


Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 10, trouvez la solution générale à l'équation différentielle. 


1. у”-2у +у= 0 2. 9y" + бу +у= 0 

3. 4y” – 4y - 3у= 0 4. 4у” + 12у + 9у= 0 
5. y" – 2у + 10у = 0 6. y" – 6у + 9у= 0 

7. Ay" + 17у + Ay Z0 8. 16y" + 24y' + 9y Z0 
9. 25y" – 20у + 4y Z0 10. 2у^ + 2у +у= 0 


Е Dans les problémes 11 à 14, résolvez le probléme de valeur initiale. Tracez le graphe de la solution et 
décrivez son comportement lorsque / augmente. 


11. 9y" — I2y' + 4y = 0, y(0) = 2, y(0) 2-1 
12. y" - 6y' +9y=0, y(0)= 0, у(0)-2 
13. 9y” + 6y + 82у = 0, y(0) 2-1, y(0) 22 
14. y” + 4у + 4у = 0, y(-D =2, y(-D=1 
© 15. Considérez le problème de valeur initiale 
4y'-12y +9y=0,  y(0)=1,  y(0)=-4. 
а) Résolvez le probléme et tracez sa solution pour 0 < t < 5. 
b) Déterminez la racine de la solution. 


c) Déterminez les coordonnées (1, y,) du minimum. 


d) Changez la deuxième condition initiale en y'(0) = b et trouvez la solution en fonction de 2. 
Ensuite, trouvez la valeur critique de b qui permet de distinguer les solutions qui restent tou- 
jours positives des solutions qui peuvent devenir négatives. 


16. Considérez la modification suivante du probléme de valeur initiale de l'exemple 2: 
у-у + 0,25у= 0, y(0) = 2, у(0) = b. 


Trouvez la solution en fonction de b, puis déterminez la valeur critique de b qui permet de distin- 
guer les solutions concaves des solutions convexes. » 


MEE CHAPITRE 3 > Les équations linéaires du deuxième ordre 


b © 17. 


18. 


19. 


Considérez le problème de valeur initiale 
4у +4у' + у= 0, у(0) = 1, y«(0) = 2. 


а) Résolvez le probléme de valeur initiale et tracez la solution. 
b) Déterminez les coordonnées (f,, yj) du maximum. 
c) Changez la deuxième condition initiale en y'(0) = b > 0 et trouvez la solution en fonction de b. 


d) Trouvez les coordonnées (Т. у) du maximum en fonction de b. Décrivez l'influence de b sur 
ces coordonnées quand b augmente. 


Considérez le probléme de valeur initiale 
9y" + 12у + 4y = 0, y(0) =а>0, y'(0) = -1. 


a) Résolvez le probléme de valeur initiale. 

b) Trouvez la valeur critique de a qui permet de distinguer les solutions qui peuvent devenir 
négatives de celles qui restent toujours positives. 

Considérez l'équation ay" + by’ + су = 0. Si les racines de l'équation caractéristique correspon- 

dante sont réelles, montrez qu'une solution à l'équation différentielle est toujours nulle ou bien ne 

peut étre nulle qu'une fois. 


ш Dans les problèmes 20 à 22, on indique d'autres manières de trouver une deuxième solution quand 
l'équation caractéristique admet une racine de multiplicité deux. 


20. 


21. 


22. 


а) Considérez l'équation y" + 2ay' + а?у = 0. Montrez que les racines de l'équation caractéristique 
sont гу = r, ——a et, par conséquent, qu'une solution à l'équation est e ^. 


b) Utilisez la formule d'Abel (voir l'équation (23) de la section 3.3) pour montrer que le wronskien 
de deux solutions à l'équation donnée est 


WO= y (0X4(0— y((0y4(0 = ce", 


ой c, est une constante. 
€) Posez y,(t) = е“ et utilisez le résultat de la partie b) pour montrer qu'une deuxième solution 
est y, (f) = іе“. 
Soit r, et r, les racines de ar? + br + c = 0. On suppose que r, # r;; exp(r.f) et ехр(ғ,/) sont alors 
deux solutions à l'équation différentielle ay" + Бу” + су = 0. Montrez que @(r; ri, r,) = [exp(r,f) 
— exp(r,D]/(r, — rj) est aussi une solution à l'équation lorsque r, + r}. Ensuite, considérez comme 
fixée la racine г), puis utilisez la règle de І/ Hospital pour évaluer la limite de ó(t; г), ғ) lorsque 
r, > гү. On obtient ainsi la deuxième solution dans le cas de racines identiques. 


a) Si ar? + br + с = 0 admet une racine double г, montrez que 
Цейі-а(елу + bey + ce" = a(r — rye". (i) 
Puisque le second membre de l'équation (i) est nul lorsque r = r,, il s'ensuit que ехр(ғұ) est une 
solution à L[y] = ay" + Бу + cy = 0. 
b) Dérivez l'équation (1) par rapport à ғ. Ensuite, permutez la dérivée par rapport à r et la dérivée 
par rapport à t pour montrer que 
9 дон 
дг дг 


Це"]= Ц |- Lire" |= аге" (r-n) + ае" (г). ш) 


Puisque le second membre de l'équation (ii) est nul lorsque г = ғ), concluez que 1 exp(r.f) est 
aussi une solution à L[y] = 0. 


ш Dans les problèmes 23 à 30, utilisez la méthode de réduction d'ordre pour trouver une deuxième solu- 
tion à l'équation différentielle. 


23. 
24. 
25. 


26. 


ty” -—4ty +6y=0, 1>0; у= 
ty” + 21у – 2у = 0, і>0; уу@©=т 
Py” +3ty +y=0, 1>0; у= 


Üy'—i1(t-2)y-(r-2)-20, 1>0; ngo 


3.5 Les racines de multiplicité deux — la réduction d'ordre P 133 


27. ху”-у + Ax?y 2 0, x20; yŒ = sin x? 

28. x- Dy" -xy +y=0, х> 1; уб) = е" 

29. х2у”-(х-0,875у-0, х>0; у(х) = xe 

30. x?y" + ху + (2 — 0,25)у = 0, х>0; y, Q0 2 x ? sin x 


31. L’équation différentielle 
у + óQy *y)-0 


résulte de l'étude de l'écoulement d'un fluide de densité uniforme à travers un cylindre circulaire. 
Vérifiez que у(х) = exp(—-6x?/2) est une solution, puis trouvez la solution générale en termes 
d'une intégrale. 


32. On peut appliquer la méthode du probléme 20 aux équations du deuxiéme ordre ой les coefficients 
sont variables. Si on connaît une solution non nulle y, à y" + p(t)y' + g(fy = 0, montrez qu'une 
deuxième solution y, satisfait а (y,/y,) = (у, уу, ой W(y,, y.) est le wronskien de y, et de 
Уз. Ensuite, utilisez la formule d'Abel (voir l'équation (23) de la section 3.3) pour déterminer y... 


Е Dans les problémes 33 à 36, utilisez la méthode du probléme 32 pour trouver une deuxiéme solution 
indépendante à l'équation. 


33. 12у” c 3ty' +у= 0, і>0; y=" 

34. ty" у +4ťy=0, і>0; »,@ = sint’) 

35. x- )у”-ху +y=0, х> 1; уб) = е" 

36. x?y" + ху + (x? — 0,25)у = 0, х>0; уб) = x? sin x 


в Le comportement des solutions lorsque /->< Les problèmes 37 à 39 portent sur le comportement 
limite des solutions lorsque t — ce. 


37. Si a, b et c sont des constantes positives, montrez que toutes les solutions à ay" + by’ + cy = 0 
tendent vers zéro lorsque t — оо. 


38. a) Sia» 0 et c> 0, mais que b = 0, montrez que le résultat du probléme 37 n'est plus valide, mais 
que toutes les solutions sont bornées lorsque t — оо. 


b) Si a> 0 etb > 0, mais que c = 0, montrez que le résultat du probléme 37 n'est plus valide, mais 
que toutes les solutions tendent vers une constante qui dépend des conditions initiales lorsque 
t — c». Déterminez cette constante avec les conditions initiales y(0) = yg, y'(0) = ур. 


39. Montrez que y = sin 1 est une solution à 
y" + (k sin? ду + (1 — k cos t sin ду = 0, 


quelle que soit la constante k. Si 0 < k < 2, montrez que 1 — k cos t sin f > 0 et que k sin? t 2 0. 
Par conséquent, vous devez noter que méme si les coefficients de cette équation différentielle à 
coefficients variables sont non négatifs (et que le coefficient de y’ est nul seulement pour t = 0, л, 
2л,...), l'équation admet une solution qui ne tend pas vers zéro lorsque t — œ. Comparez cette 
situation avec le résultat du probléme 37. Ainsi, on observe une situation inhabituelle: des équa- 
tions apparemment similaires peuvent admettre des propriétés fort différentes. 


ш Les équations d'Euler Utilisez la substitution introduite au probléme 34 de la section 3.4 pour 
résoudre les équations des problémes 40 à 45. 


40. 12у” – 3ty' - 4y = 0, 1> 0 
41. y" + 21у + 0,25у = 0, і>0 
42. 2i?y" — 5ty' + 5у = 0, і>0 
43. гу” + Зу +у= 0, і>0 
44. Ay" — 81у + 9y = 0, і>0 
45. гу” + 51у + 13у = 0, і>0 
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3.6 | Les équations non homogènes - la 
méthode des coefficients indéterminés 


Revenons maintenant à l'équation non homogène 


Цу 2 Y" + р(ду + а(ду- 280, (1) 
ой les fonctions p, 4 et 2 sont continues dans un intervalle ouvert /. L'équation 
L[y] = у” + р(ду  q(t)y = 0, Q) 


où g(f) = О et p et q sont les mêmes que dans l'équation (1), est dite l'équation homogène corres- 
pondant à l'équation (1). Les deux résultats qui suivent montrent comment obtenir la solution à 
l'équation non homogène (1). 


Théoréme 3.6.1 


Si Y, et Y, sont deux solutions à l'équation non homogène (1), alors leur différence Y, — Y, 
est une solution à l'équation homogéne correspondante (2). De plus, si y, et y, constituent 
un ensemble fondamental de solutions à l'équation (2), alors 


Ү(0 — Y) = су + с,у,00), (3) 


ой c, et c, sont deux constantes. 


Pour prouver ce résultat, il faut noter que Y, et Y, satisfont aux équations 


L[Y()-8g(0) — ШҮ = 800). (4) 
En soustrayant la deuxième équation de la première, on obtient 
LIYO — LUYO = 60) — (0-0. (5) 


Cependant, 
LIY] - LIY] = LIY, — Y,]. 
Donc, l'équation (5) devient 
LIY, — Y = 0. (6) 
L'équation (6) permet d'établir que Y, — Y, est une solution à l'équation (2). Comme on peut 
exprimer toutes les solutions à l'équation (2) en termes de combinaisons linéaires de fonctions 


constituant un ensemble fondamental de solutions (voir le théorème 3.3.4), alors Y, — Y, est une 
solution. L'équation (3) est donc valide et la preuve est compléte. 


Théoréme 3.6.2 


On peut écrire la solution générale à l'équation non homogène (1) sous la forme 
у= GA) = cy (A) + ey (0) + Yo, (7) 


où у, et y, constituent un ensemble fondamental de solutions à l'équation homogène соггеѕ- 
pondante (2), ой c, et c, sont deux constantes arbitraires et Y est une solution particulière à 
l'équation non homogène (1). 


La preuve du théoréme 3.6.2 découle directement du théoréme précédent. Il faut noter que 
l'équation (3) est valide si on considére Y, comme une solution arbitraire ф à l'équation (1) et Y, 
comme sa solution particulière Y. Selon l'équation (3), on obtient donc 


000 -YA = ДО) т Cr), (8) 
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qui équivaut à l'équation (7). Puisque ф est une solution arbitraire à l'équation (1), l'expression 
du second membre de l'équation (7) inclut toutes les solutions à l'équation (1). On ГарреПе par 
conséquent solution générale à l'équation (1). 

Le théoréme 3.6.2 énonce donc que la solution à l'équation non homogéne (1) est obtenue à 
l'aide des trois étapes décrites ci-après. 


1. Trouvez la solution générale c, y,(t) + c,y,(à à l'équation homogène correspondante. On 
appelle souvent celle-ci solution complémentaire, et on la note у, (0). 

2. Trouvez une solution particulière Y(t) à l'équation non homogène. 

3. Additionnez les fonctions déterminées dans les deux étapes précédentes. 


On sait déjà comment trouver y, (№), du moins quand l'équation homogène (2) est à coef- 
ficients constants. Dans cette section et dans la suivante, nous verrons comment trouver une 
solution particulière Y(r) à l'équation non homogène (1). Nous discuterons deux méthodes: la 
méthode des coefficients indéterminés et la méthode de variation des paramétres. Chacune 
comporte ses avantages et ses inconvénients. 


La méthode des coefficients indéterminés Cette méthode requiert qu'on pose a priori 
une expression explicite pour la solution particulière de Y(t), dont les coefficients constants 
devront encore étre précisés. On substitue ensuite cette expression dans l'équation (1) et on tente 
d'en déterminer les coefficients de sorte que l'équation soit satisfaite. 

Quand cette démarche est réalisable, on trouve alors une solution à l'équation différen- 
tielle (1) qui est la solution particulière Y(t) recherchée. Dans le cas contraire, alors il n'existe 
aucune solution de la forme supposée initialement. Il faut donc modifier l'expression supposée 
au départ pour la solution et reprendre le processus. 

L'avantage de la méthode des coefficients indéterminés est son application directe dés 
qu'on dispose d'une expression potentielle pour Ү(І). Son inconvénient est qu'elle n'est utile 
que dans les équations oü il est facile d'établir intuitivement une expression pour la solu- 
tion particuliére. En général, on n'utilise cette méthode que dans les problémes ой l'équation 
homogène est à coefficients constants et où le terme non homogène est une fonction simple, 
par exemple un polynóme, une fonction exponentielle, un sinus ou un cosinus. Malgré cette 
restriction, la méthode des coefficients indéterminés sert à résoudre de nombreux problémes 
qui ont des applications importantes. Les calculs peuvent toutefois devenir fastidieux, et l'uti- 
lisation d'un calculateur symbolique s'avére alors fort utile. On illustre maintenant la méthode 
des coefficients indéterminés à l'aide d'exemples simples. Ensuite, les régles d'utilisation 
seront résumées. 


Trouvez une solution particuliére à 
у" — 3y - 4y = 3e". (9) 


On recherche une fonction Y telle que Y"(r) — 3Y'(f) — AY(t) = 3e”. Comme les dérivées d'une 
fonction exponentielle sont similaires à la fonction elle-même, on suppose intuitivement que Y(t) est 
un multiple de e”, soit 


Y(t) = Ae”, 
et on doit maintenant déterminer le coefficient A. Pour ce faire, on calcule 
Y'(t) = 24e, Y'(t) = 4Ae”, 
et on substitue ces expressions à y, à y' et à y" dans l'équation (9). On obtient 
(4A — бА — 4A)e? = 3e”. 


On doit donc avoir —6Ae” = 3e?', d’où A = —1/2. Par conséquent, une solution particulière est 


Ү(у- zx (10) 
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Trouvez une solution particulière à 
y" – 3y' - 4у = 2 sin f. (11) 
Selon le même principe que celui de l'exemple 1, on suppose d'abord que Y(t) = A sin t, où A est 
une constante à déterminer. En substituant cette expression dans l'équation (11), on obtient 


А sin t — ЗА cos t 4А sin t= 2 sin f 


ой, en réorganisant les termes, 


(2 + 5А) sin t + ЗА cos t - 0. (12) 


On veut que l'équation (12) soit valide pour tout т. Par conséquent, elle doit être valide en deux points 
spécifiques, tels que г = 0 et t = 77/2. En ces points, l'équation (12) est réduite à ЗА = 0 et 2 + 5A = 0, 
respectivement. Ces exigences contradictoires signifient qu'il n'existe aucune valeur de la constante A 
telle que l'équation (12) est valide pour t = 0 et t = 7/2, et encore moins pour tout f. Par conséquent, 
on conclut que notre supposition concernant Y(t) est inappropriée. La présence d'un cosinus dans 
l'équation (12) suggère de modifier cette hypothèse et d'inclure un terme cosinus dans Y(t), c'est-à-dire 


Ү(ї) =A sin t + B cos t, 
oü A et B sont à déterminer. Ensuite, on a 
Y'(t) = A cos t — B sin f, Y"(t) = —A sin t — B cos t. 


En substituant ces expressions à y, à y' et à y" dans l'équation (11) et en réorganisant les termes, on 
obtient 


(-А + ЗВ – AA) sin t + (CB — ЗА — 4B) cos t = 2 sin t. (13) 


Pour que l'équation (13) soit satisfaite, les coefficients de sin / et de cos / de part et d'autre de l'équation 
doivent étre identiques, c'est-à-dire que A et B doivent satisfaire à 


—5A + 3B = 2, -3A – 5B = 0. 


Par conséquent, А = —5/17 et B = 3/17, et une solution particulière à l'équation (11) est 


Y()--3. sin CH COS f. 
17 17 


Cette méthode est également facile d'application quand le second membre de l'équation est 
un polynôme. Ainsi, pour trouver une solution particulière à 


y" - 3y' - 4у= 4? — 1, (14) 


on suppose d'abord que Y(f) est un polynôme de méme degré que le terme non homogène, c’est- 
à-dire Y(r) = A? + Bt + C. 

On peut maintenant résumer nos conclusions: si le terme поп homogène g(t) dans l'équa- 
tion (1) est une fonction exponentielle е“, alors on suppose que Y(t) est proportionnelle à cette 
fonction. Si g(f) est de type sin Br ou cos fit, alors on suppose que Y(r) est une combinaison 
linéaire de sin Jt et de cos Br. Si g(f) est un polynôme, alors on suppose que Y(r) est un poly- 
nóme de même degré. Le même principe s'applique dans le cas où g(t) est un produit de deux 
de ces types de fonction, comme l’illustre l'exemple suivant. 


Trouvez une solution particuliére à 
y" — 3y — 4y = —8e'! cos 21. (15) 


Dans ce cas, on suppose que Y(t) est le produit de е' avec une combinaison linéaire de cos 2t et 
de sin 21, soit 


Y(t) = Ae! cos 2t + Ве! sin 2t. 
Dans cet exemple, les calculs sont fastidieux, mais il s'ensuit que 


Y'(t) = (A + 2B)e!' cos 2t + (C2A + В)е' sin 2t 
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ре 
Y"(t) = (-3A + 4В)е' cos 2t + (4А — 3B)e' sin 21. 
En substituant ces expressions dans l'équation (15), on trouve que A et В doivent satisfaire à 
10А + 2B = 8, 2А – 10B = 0. 


Ainsi, А = 10/13 et B = 2/13. Par conséquent, une solution particulière à l'équation (15) est 


Y(n- 20 uns 21+ 2и 21. 
13 13 


Maintenant, on suppose que g(t) est la somme de deux termes, g(t) = g,(t) + 2,(0), et que 
Y, et Y, sont des solutions aux équations 


ay" + Бу + cy- g,(f) (16) 
et 

ay" “Бу + cy = gy(t), (17) 
respectivement. Alors, Y, + Y, est une solution à l'équation 

ay" + by + cy = g(f). (18) 
Afin de prouver cet énoncé, on remplace y par Y,(t) + Y(t) dans l'équation (18) et on utilise les 
équations (16) et (17). Une conclusion semblable est valide si g(f) est la somme d'un nombre fini 
(quelconque) de termes. En pratique, ce résultat indique que dans le cas d'une équation ой la 
fonction non homogène g(f) est une somme de fonctions élémentaires, on ajoute à l'expression 


supposée déterminer Y(f) un terme correspondant à chacun des éléments de g(t). L'exemple 
suivant illustre cette démarche. 


Exemple 4 


Trouvez une solution particuliére à 
y" — 3у — 4y = 3e” + 2 sin t — 8e' cos 21. (19) 
En réécrivant l'équation (19) comme la superposition de trois équations, on obtient 


y" — 3y — 4y = 3e” 


y" – 3y' - 4у z2sinf 
et 
y" — 3y — 4y = -8e! cos 2t. 


On a trouvé les solutions à ces trois équations dans les exemples 1, 2 et 3, respectivement. Par consé- 
quent, une solution particulière à l'équation (19) est leur somme, à savoir 
1 3 5 . 10 2 : 
Y(t)  - 2e? + — cost sin t + —e'! cos 2t * — e! sin 2t. 
2 17 17 13 13 


La démarche illustrée dans ces exemples permet de résoudre plusieurs problémes gráce à 
une approche raisonnablement efficace. Dans l'exemple suivant, on constate toutefois que cer- 
taines difficultés peuvent se poser. 


Trouvez une solution particuliére à 
y" — 3y - 4y = 2e”. (20) 


En procédant comme dans l'exemple 1, on suppose que Y(t) = Ae *. En faisant la substitution dans 
l'équation (20), on obtient 


(А + ЗА - AA)e! 22e *. Q1) |» 
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» Puisque le premier membre de l'équation (21) est nul, il n'existe aucune valeur de A telle que l'équation 
puisse être satisfaite. Par conséquent, il n'existe aucune solution particulière à l'équation (20) de la 
forme supposée a priori. Cette conclusion est corroborée par la résolution de l'équation homogène 
correspondante 

y" — 3у - 4y = 0. (22) 

Un ensemble fondamental de solutions à l'équation (22) est y; (f) = e~ et y,(t) = е“. La solution 

particulière à l'équation (20) est en fait une solution à l'équation homogène (22). Elle ne peut donc pas 

satisfaire également à l'équation non homogène (20). Pour trouver une solution à l'équation (20), on 
doit, par conséquent, considérer des fonctions d'une forme quelque peu différente. 

À ce stade, nous avons plusieurs options possibles. Une de ces options consiste simplement à 
tenter de deviner la forme appropriée de la solution particuliére à l'équation (20). Une autre option 
consiste à résoudre cette équation d'une façon différente, puis à utiliser le résultat pour guider nos 
suppositions si cette situation se produit de nouveau dans le futur (voir les problémes 29 et 35 pour 
d'autres méthodes de résolution). On peut aussi chercher une équation plus simple oü cette difficulté 
apparait et utiliser sa solution pour suggérer une maniére de procéder avec l'équation (20). Si on 
adopte cette derniére approche, on cherche alors une équation du premier ordre analogue à l'équa- 
tion (20). Une possibilité est l'équation linéaire 


y +y=2et. (23) 
Si оп tente de trouver une solution particulière de la forme Ae ' à l'équation (23), оп échouera parce 
que е” est une solution à l'équation homogène y’ + y = 0. Cependant, à la section 2.1, on a déjà appris 


à résoudre l'équation (23). Un facteur intégrant possible est u(t) = e' et en multipliant par (4), puis en 
intégrant les deux membres de l'équation, on obtient la solution 


у= Же” *ce *. Q4) 


Le second terme du membre de droite de l'équation (24) est la solution générale à l'équation homo- 
gène y” + y = 0, mais le premier terme est une solution à l'équation non homogène (23). Notez que 
ce terme contient le facteur exponentiel е”! multiplié par le facteur f. Voilà l'indice qu'on recherchait. 

On revient maintenant à l'équation (20) et on suppose une solution particuliére de la forme 
Y(t) = Ате !. Dans ce cas, 


Y'(t) Ae - Ate et Y"(t) = -24е' + Ate”. (25) 
En substituant ces expressions à y, à y” et à y” dans l'équation (20), on obtient 
(-2A—3A)e"!  (A-3A—4Ayte"! 2e. 


Le coefficient de te est zéro; donc, d’après les termes contenant e', on a —A = 2, ou A --2/5. Par 
conséquent, une solution particuliére à l'équation (20) est 


Y()- ет, (26) 


Le résultat de l'exemple 5 incite à rectifier les principes énoncés plus tót. Lorsque la forme 
supposée a priori pour la solution particuliére contient un terme qui fait partie de la solution 
à l'équation homogène correspondante, alors ce terme doit être multiplié par t. Parfois, cette 
opération ne suffit pas à éliminer la répétition des termes de la solution recherchée et des termes 
de la solution à l'équation homogène. On multiplie alors une deuxième fois par t les termes de la 
solution recherchée qui posent probléme avec les termes de la solution à l'équation homogène. 
Dans le cas des équations du deuxiéme ordre, cette approche devrait toujours permettre d'obte- 
nir la solution particulière. 


Résumé Voici les étapes permettant de trouver la solution à un probléme de valeur initiale 
comportant une équation non homogène de la forme 


ay" + by + cy = g(t), (27) 
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où les coefficients a, b et c sont constants : 


1. Trouvez la solution générale à l'équation homogène correspondante. 

2. Assurez-vous que la fonction g(f) dans l'équation (27) soit du type de celles qui sont 
considérées dans cette section, c'est-à-dire qu'elle ne comporte que des fonctions expo- 
nentielles, des sinus, des cosinus, des polynómes et des sommes ou des produits de ces 
fonctions. Dans tous les autres cas, utilisez la méthode de variation des paramétres 
(voir la section suivante). 

3. Si e(t = g,(f) +...+ g, (f), c'est-à-dire si g(f) est une somme de n termes, alors considérez 
n sous-problémes, où chacun comporte un seul terme parmi 21(),..., g,(t). Le i-iéme 
sous-probléme i = 1,..., п se présentera ainsi: 


ay" + by + cy = gf. 


4. Pour le i-ième sous-probléme, supposez une solution particulière Y(t) de la forme 
appropriée (une fonction exponentielle, un sinus, un cosinus, un polynóme ou une 
combinaison de ces formes). Si, dans la forme supposée de Ү,(7), on trouve un 
terme qui fait partie de la solution à l'équation homogène (trouvée à l'étape 1), 
alors multipliez Y;(f) par t ou (au besoin) par г? pour éliminer la duplication (voir le 
tableau 3.6.1). 

5. Trouvez une solution particulière Y;(f) pour chacun des sous-problèmes. La somme 
Y (t) * --- +Y, (t) est alors une solution particulière à l'équation non homogène (27). 

6. La somme de la solution générale à l'équation homogène (voir l'étape 1) et de la solu- 
tion particulière à l'équation non homogène (voir l'étape 5) constitue la solution géné- 
rale à l'équation non homogéne. 

7. Utilisez les conditions initiales pour déterminer les valeurs des constantes arbitraires 
qui restent dans la solution générale. 


Dans certains problémes, on peut effectuer les calculs aisément, mais d'autres peuvent 
parfois s'avérer interminables. Quand cette méthode sera bien assimilée, un calculateur symbo- 
lique sera fort utile pour réduire la táche. 

Un avantage de la méthode des coefficients indéterminés est que si on pose initialement 
Y(t) sous une forme inappropriée, оп aboutit rapidement à une contradiction qui indique souvent 
comment modifier la fonction recherchée. Aussi, si on inclut a priori des termes inutiles dans 
Y(t), alors on complique inutilement le travail et certains coefficients seront nuls. Néanmoins, 
on obtient la bonne réponse. 


Tableau 3.6.1 Solution particulière à ay" + by’ + cy = g,(t) 


80) YO 
Р (1) = aut" catt" tta, (A FACT ++ A) 
P, De” t (At + Ат"! +A, )е“ 
„ [sint UG t" + Ат"! +- +A, )e" cos Dt 
FA | os Bt t (BuU RB s B,)e" sin Br] 


Remarque : Ісі, s est le plus petit entier de 0, de 1 ou de 2 qui assure qu'aucun terme 
de Y(t) ne fait partie de la solution à l'équation homogène correspondante. Dans ces 
trois cas, s correspond à la multiplicité de la racine 0 pour l'équation caractéristique, 
о est une racine réelle de l'équation caractéristique et œ + if est une racine complexe 
de l'équation caractéristique, respectivement. 
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La preuve de la méthode des coefficients indéterminés Nous venons de décrire la 
méthode des coefficients indéterminés à l’aide de divers exemples. Nous prouverons maintenant 
qu'elle est applicable en tout temps. Cette assertion sera vérifiée dans diverses situations qui 
correspondent à différentes formes pour le terme non homogène g(t). 


Cas 1: Soit g(t) = Р (0) = aut" c at"! +... +а, Dans се cas, l'équation (27) devient 
ау” + by + су= ay" t at  -- a, (28) 


n 


Pour obtenir une solution particuliére, on pose 


Y(f) = Ay" + At"! ++ À, 4E + Aat +A. (29) 
En faisant la substitution dans l'équation (28), on obtient 
a[n(n - А"? 4 --- 924A, е b(nAsU A, |) 
+с(Ам" + А" нА) = а" +. +а,. (30) 


On identifie les coefficients des puissances correspondantes en t pour obtenir 


CA, = 46, 
cA, +nbA, = а, 
cA, «БА, , +2ад, ,-а,. 


Si с = 0, la solution à la première équation est A, = a,/c, et les autres équations permettent 
d'obtenir successivement A,,..., А. Si c = 0 mais que b + 0, alors le polynôme du premier 
membre de l'équation (30) est de degré n — 1, et l'équation (30) ne pourra jamais étre satisfaite. 
Pour s'assurer que aY"(ft) + DY'(f) est un polynôme de degré п, Y(t) doit être un polynôme de 
degré n + 1. On pose alors 


Y(t) = КА" +++ An). 


Ici, le terme constant dans Y(f) est nul, mais il est inutile d'inclure un tel terme, car une constante 
est toujours une solution à l'équation homogène lorsque c = 0. Puisque b £0, ona А,= ay/b(n + 1) 
et on trouve les coefficients A,, ..., A, de façon similaire. Si c et b sont nuls, on pose alors 


Y(t) = P(A t” +- + A,). 


Comme aY"(f) est de degré n, on procède comme on Га fait précédemment. Dans Y(t), le terme 
constant et le coefficient de 1 sont alors nuls, puisque toute constante et toute fonction linéaire 
sont des solutions à l'équation homogène. 


Cas 2: Soit g(t) = e"P, (0) Le probléme consistant à déterminer une solution particulière à 

ay" + by + cy = е®Р (0) (31) 
peut être réduit, comme dans le cas précédent, par substitution. Soit 

Y(t) = e"u(t), 

alors 

Y'(t) = еи (À + auð] 
et 

Y"(t) = еи" (A + 2au'(t) + uA]. 


On substitue ces expressions à y, à y’ et à y" dans l'équation (31), puis on simplifie le facteur e^ 
et on réorganise les termes pour obtenir 


au" (t) + (2а0+ b\w (À + (ao? + ba+ c)u(t) = P (0). (32) 
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Afin de trouver la solution particulière à l'équation (32), on doit résoudre précisément le 
méme probléme que celui de l'équation (28), ой seule la notation des constantes différe. Par 
conséquent, si ао? + bæ + c est non nul, on suppose que u(?) = Af" + -- -+ A, Ainsi, une solu- 
tion particuliére à l'équation (31) est de la forme 


Y(t) = e"(A,t" +- А). (33) 


Toutefois, si ао? + bæ + c est nul et si 2aa + b est non nul, on doit poser u(t) = t(A,f" 
t А). La fonction Y(t) est alors t fois l'expression du second membre de l'équation (33). 
П faut noter que si ao? + ро + c est nul, alors е est une solution à l'équation homogène. 
Si ао? + ba c et 2aa+ b sont nuls (ce qui implique que e% et te” sont des solutions à l'équa- 
tion homogène), alors on pose и(0 = t? (A t"  --- + A,). Ainsi, Y(D est 1? fois l'expression du 
second membre de l'équation (33). 


Cas 3: Soit g(f) = e”P (f) cos Bt ou e"'P. (t) sin Bt Ces deux cas étant similaires, on ne consi- 
dérera que le second. On peut réduire cette expression comme dans le probléme précédent. П 
faut noter que grâce à la formule d'Euler, on obtient sin Br = (e/?' — е7'#')/21. Ainsi, g(r) est de 
la forme 

(о+13)1 __ gb 


800) = AU) F 


et on doit choisir 
Үш = e** Аут... + А) + e" PB" + + B,) 
ou, de la même manière, 
Y(t) = e”(A t" + --- + А) cos Dt + e”(B t" + ---+ В,) sin ft. 

En général, il est préférable d'adopter la dernière forme. Si o + if est une racine de l'équation 
caractéristique de l'équation homogène correspondante, on doit, bien sûr, multiplier chaque 
polynôme par t pour augmenter leurs degrés de un. 

Si la fonction non homogène comporte cos fit et sin ff, on doit traiter les deux termes 


simultanément. En effet, si оп les considère individuellement, on obtient la même forme pour la 
solution particulière. Par exemple, si g( = t sin f + 2 cos t, on pose 


Y(t) = (Aot + Aj) sin t + (B,t Bj) cos t, 


à condition que sin f et cos f ne soient pas des solutions à l'équation homogène. 


Problémes 
ш Dans les problèmes 1 à 12, trouvez la solution générale à l'équation différentielle. 
1. y" - 2y – Зу = 3e” 2. у 2y' + 5у = 3 sin2t 
3. y” -y -2y 2 21+ AP? 4. y” +y — 6y 2 128 + 12e?! 
5. y" – 2y' - 3y = -8te* 6. y" -2y =3 +4 sin 2t 
7. у/%9у- Pe! + 6 8. y" + 2у - y  2e* 
9. 2y" + Зу +у= 2 +3sint 10. y" - y 23sin2t- t cos 2t 
11. и" + Ou = cos ot, o = ©; 12. u” + Qu = cos @ot 


13. y" - y' - Ay Z 2sinht Suggestion: sinh t = (e — e*)/2 
14. y" — y - 2y = cosh 2t Suggestion: cosh t = (e! + e?)/2 
E Dans les problèmes 15 à 20, trouvez la solution au problème de valeur initiale. 
15. y" +y - 2у= 21, y(0) = 0, y(0)21 
16. у” +4у= 43e, у(0)-0, у(0)-2 » 
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» 17. 
18. 
19. 
20. 


y" — 2у +y=te +4, y(0)= 1, y(0)21 
y'-2y —3y=3te",  y(0-1 у(0)-0 

y" + 4y = 3 sin 2f, у(0) = 2, у 00) 2-1 

y" + 2y' + 5y = 4e” cos 21, y(0021, y'(0) 20 


ш Dans les problèmes 21 à 28, procédez comme suit. 


a) Déterminez une forme appropriée pour Y(t) si la méthode des coefficients indéterminés doit être 


b) 


© 21. 
© 22. 
© 23. 
© 24. 
© 25. 
Ф 26. 
© 27. 
© 28. 

29. 


30. 


© 31. 


© 32. 


utilisée. 


À l’aide d'un calculateur symbolique, trouvez une solution particulière à l'équation. 


y" +3y  2t* + Pe?! + sin 3t 
y" * y 2 1 + sin f) 
y" = 5у + бу = e cos 2t + e" (3t + 4) sint 
y" +2y + 2y = 3e” + 2e” cos t + 4e "1° sint 
y" — 4у + 4y = 212 + 4te” + t sin 21 
y" + 4y = Р sin 21+ (6t 7) cos 2t 
y" + 3y + 2y = e(t + 1) sin 2t + 3e* cos t + 4e! 
y" + 2y' + 5y = 3ге ! cos 2t — 2te™ cos t 
Considérez l'équation 
y” - 3y' - 4y = 2e” © 
de l'exemple 5. Souvenez-vous que y; (t) 2 e™ et y, (t) = e* sont des solutions à l'équation homo- 
gène correspondante. En adaptant la méthode de réduction d'ordre (voir la section 3.5), cherchez 


une solution à l'équation non homogène sous la forme Y(t) = v(f)y,(f) = v(t)e ', où v(f) reste à 

déterminer. 

a) Substituez Y(t), Y'(f) et Y"(r) dans l'équation (i) et montrez que v(t) doit satisfaire à v" — 5v' = 2. 

b) Posez w(t) = v'(t) et montrez que w(r) doit satisfaire à w’ — 5w = 2. Résolvez cette équation pour 
déterminer w(t). 


с) Intégrez w(t) pour déterminer v(t), puis montrez que 


2. À z 
dic '+ссе' +сзе Е 


Le premier terme du membre de droite est la solution particuliére recherchée à l'équation non 
homogène. Notez qu'il s'agit d'un produit de t et de е”. 


Déterminez la solution générale à 
N 
y'-Xy- > ay Sin тлі, 
m-l 
ой A» 0et Az mz pour m= 1,..., М. 


Dans plusieurs problémes de physique, le terme non homogéne peut différer d'un intervalle de 
temps à un autre. Par exemple, déterminez la solution y = ф(7) à 


» t, 0<:<л, 
y +у= 


m-t 


лет" t» m, 


avec les conditions initiales y(0) = 0 et y'(0) = 1. Supposez aussi que y есу” sont continues en t= л. 
Tracez le graphe du terme non homogène et de la solution en fonction du temps. 
Suggestion : Résolvez d'abord le problème de valeur initiale pour t < л. Ensuite, résolvez-le pour 
t > леп déterminant les constantes de la dernière solution et en supposant la continuité en t = л. 
Comme dans le probléme 31, résolvez l'équation différentielle 

7 А 1, 0<:<л/2 

у +2у +5y= 
0, ї>л/2 


avec les conditions initiales y(0) = 0 et y'(0) = 0. 
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р E Le comportement des solutions lorsque /  »» Le but des problèmes 33 et 34 est de poursuivre 
l'étude entreprise aux problèmes 37 à 39 de la section 3.5. Considérez l'équation différentielle 


ay" + by + cy = g(t), (1) 
ой a, b et c sont positifs. 


33. Si Y,(r) et Y;(t) sont des solutions à l'équation (i), montrez que Y, (t) — Ү,() — 0 lorsque t — >. Ce 
résultat est-il encore valide si b = 0? 


34. Si g(r) = d (une constante), montrez que toute solution à l'équation (i) tend vers а/с lorsque t — оо. 
Que se produit-il si c = 0? Que se produit-il si b = 0? 


35. Dans ce problème, une autre démarche est proposée” afin de résoudre l'équation différentielle 
y" + by + cy = (D? + bD + с)у = g(t), (1) 
ой b et c sont des constantes et où D est la dérivée par rapport à t. Soit r; et r, les racines du poly- 


nóme caractéristique de l'équation homogéne correspondante. Ces racines peuvent étre réelles et 
distinctes, réelles et identiques ou complexes conjuguées. 


a) Vérifiez que vous pouvez factoriser l'équation (1) sous la forme 
(D ni r (D Б "уу = 8(0), 
ойл +r, = рег, = с. 


b) Soit u = (D – r,)y. Montrez que vous pouvez alors trouver la solution à l'équation (i) en résol- 
vant les deux équations du premier ordre suivantes: 


p -r)u-g(. | (D-r9y- ut). 
ш Dans les problèmes 36 à 39, utilisez la méthode du problème 35 pour résoudre l'équation différentielle. 
36. y" – Зу - 4y = 3e" (voir l'exemple 1) 
37. 2y" + 3y' -y2 2+3 5іп г (voir le probléme 9) 
38. y" +2y +y=2e" (voir le probléme 8) 
39. y” +2y =3 +4 sin 21 (voir le problème 6) 


ЕРІ La méthode de variation des parametres 


Dans la présente section, nous décrirons une autre méthode permettant de trouver la solution 
particuliére à une équation non homogéne. Cette méthode, appelée la variation des para- 
métres, est attribuable à Joseph Louis de Lagrange. Elle compléte bien la méthode des coeffi- 
cients indéterminés. Le principal avantage de la méthode de variation des paramétres est qu'il 
s'agit d'une méthode systématique. En principe, on peut appliquer cette méthode à n'importe 
quelle équation, et elle ne requiert aucune hypothése spécifique sur la forme de la solution. 

Plus loin dans cette section, nous utiliserons cette méthode pour obtenir une solution par- 
ticuliére à une équation différentielle non homogène linéaire du deuxième ordre. La méthode 
de variation des paramétres requiert toujours des calculs d'intégrales impliquant le terme non 
homogène de l'équation différentielle. Toutefois, la résolution peut s'avérer ardue, voire impos- 
sible. Avant de nous pencher sur cette méthode d'une façon générale, nous illustrerons son 
utilisation à l'aide d'un exemple. 


7. LUTHAR, R. S. « Another Approach to a Standard Differential Equation», Two Year College Mathematics Journal, 
10, 1979, p. 200-201. Voir aussi SANDELL, D. C. et F. M. STEIN. «Factorization of Operators of Second Order 
Linear Homogenous Ordinary Differential Equations », Two Year College Mathematics Journal, 8, 1977, p. 132-141, 
pour une étude plus générale sur la factorisation des opérateurs. 
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Trouvez une solution particuliére à 
y" + 4y = 3 csc f. (1) 


Il faut noter que ce probléme ne peut étre résolu à l'aide de la méthode des coefficients indéter- 
minés, car le terme non homogène g(t) = 3 csc f est un quotient (plutôt qu'une somme ou un produit) 
de sin f ou de cos т. Une approche différente est donc requise. On remarque également que l'équation 
homogène correspondante de l'équation (1) est 


y" * 4y - 0, Q) 

et que la solution générale à l'équation (2) est 
y(t) = c, cos 2t + c, sin 2t. (3) 
L'idée de base de la méthode de variation des paramétres consiste à remplacer respectivement les 


constantes c, et c, dans l'équation (3) par deux fonctions и, (2) et и, (f), puis à déterminer ces fonctions 
pour que l'expression résultante 


y = u,(f) cos 2t + и,(р sin 2t (4) 


soit une solution à l'équation non homogène (1). 

Afin de déterminer и, et u,, on doit substituer l'expression de y de l'équation (4) dans l'équation (1). 
Méme sans avoir effectué cette substitution, on peut prévoir qu'il en résultera une seule équation impli- 
quant и, et и, ainsi que leurs dérivées premières et secondes. Puisqu'il n'y a qu'une équation mais 
deux fonctions inconnues, on peut s'attendre à plusieurs choix possibles de и, et de и, qui répondront à 
nos besoins. On imposera donc une deuxiéme condition pour disposer de deux équations de ces deux 
fonctions inconnues и, et и,. Nous montrerons plus loin (c'est là l'idée de Lagrange) qu'il est possible 
de choisir cette deuxième condition de sorte qu'on puisse obtenir systématiquement и, et и,. 

On revient maintenant à l'équation (4). En la dérivant et en réorganisant les termes, on obtient 


у = —2u,(t) sin 21+ 2u, (t) cos 2t + ui (t) cos 21+ и (1) sin 2t. (5) 


On impose une deuxième condition à и, et и,, à savoir que la somme des deux derniers termes du 
second membre de l'équation (5) soit nulle. Par conséquent, 


uj;(t) cos 2t  u5(t) sin 2t = 0. (6) 
À partir de l'équation (5), il s'ensuit que 
у = —2u,(t) sin 2t + 2u,(t) cos 2t. (7) 


Méme si le but de l'introduction de la condition (6) n'est pas encore clair, on a du moins simplifié 
l'expression de y’. En dérivant maintenant l'équation (7), on obtient 


y" = —4u,(t) cos 2t — 4и, (t) sin 2t — 2uj (t) sin 2t + 2u^(t) cos 2t. (8) 
Ensuite, en substituant dans l'équation (1) les expressions respectives de y et de y" dans les équations (4) 
et (8), on trouve que 
y" * 4y = -4u,(t) cos 2t — 4u, (t) sin 2t — 2u; (t) sin 21+ 2u5(t) cos 2t 
+ 4u,(t) cos 2t + 4и, (t) sin 2t = 3 csc t. 


Par conséquent, и, et и, doivent satisfaire à 
—2u; (t) sin 2t + 2и,(1) cos 2t = 3csc t. (9) 


On résume les résultats obtenus jusqu'à maintenant. On choisit и, et u, pour qu'elles satisfassent 
aux équations (6) et (9). On peut considérer ces équations comme un systéme à deux équations algé- 
briques et à deux inconnues, и|(7) et и (t). On peut résoudre les équations (6) et (9) de différentes 
manières. Par exemple, en résolvant l'équation (6) pour déterminer и; (7), on obtient 

cos 2t 


u(t) = -uj(t) T (10) 


Ensuite, en faisant la substitution pour déterminer и; (t) dans l'équation (9) et en simplifiant, on obtient 


3csctsin2t _ 


иш = J 


3 cost. (11) 
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» De plus, si on remet l'expression correspondant à и (t) dans l'équation (10) et qu'on utilise une identité 
trigonométrique élémentaire, on trouve 


3costcos2t - 3(1— 2 sin? 1) 3 
sin2f біп! 2 


ust) = csc t — 3sin t. (12) 


Après avoir obtenu u;(#) et u5(t), la prochaine étape consiste à intégrer pour obtenir u; (£) et u,(®). 
Le résultat est 


u,(f) = —3 sin t * c, (13) 


et 
3 
қалаған ама ыы (14) 
On substitue ces expressions dans l'équation (4) et on obtient 
; 3 : А ; 
y--3sintcos2t + 2 Іа | csc t — cot t | sin 27 + 3 cos t sin 2t t c, cos 2t +c, sin 2t. 
Finalement, en utilisant encore une fois les formules trigonométriques, on obtient 
й 3 : ; 

y=3sin f In| csc t – cot t | sin 27+ c, cos 2t * c, sin 2t. (15) 

Les termes dans l'équation (15) comportant les constantes arbitraires c, et c, constituent la solution 


générale à l'équation homogène correspondante, et les autres forment la solution particulière à l'équa- 
tion non homogène (1). Par conséquent, l'équation (15) est la solution générale à l'équation (1). 


Dans l'exemple précédent, la méthode de variation des paramétres a permis d'obtenir effi- 
cacement une solution particuliére ainsi que la solution générale à l'équation (1). П faut main- 
tenant déterminer si cette méthode peut être appliquée à une équation arbitraire. On considère 
donc 


y" +р(ду + q()y = 8(0), (16) 


où p, 4 et g sont des fonctions continues. On suppose que la solution générale se présente sous 
la forme 


y = cy) + суй) (7) 
en ce qui a trait à l'équation homogéne correspondante 
y” +р(ду + q()y = 0. (18) 


Cette hypothése est importante car, jusqu'à maintenant, on а vu comment résoudre l'équa- 
tion (18) seulement quand elle admet des coefficients constants. Si l'équation (18) admet des 
coefficients qui dépendent de 1, alors on doit généralement utiliser les méthodes décrites au 
chapitre 7 pour obtenir y, (1). 

L'idée maîtresse illustrée dans l'exemple 1 consiste à substituer respectivement aux 
constantes c, et c, dans l'équation (17) deux fonctions u,(f) et u,(f). On a alors 


y zu (fy) + wAY). (19) 


Ensuite, on tente de déterminer u,(t) et u,(f) pour que l'expression présente dans l'équation (19) 
soit une solution à l'équation non homogène (16) plutôt qu'à l'équation homogène (18). En déri- 
vant l'équation (19), on obtient 


У = uj (y) + и () yi) + us) ys G) + и, (0) y (0). Q0) 


Comme dans l'exemple 1, on suppose que la somme des termes impliquant и; (t) et u,(f) dans 
l'équation (20) est nulle. Ainsi, on pose 


u (t) y, CO + ust) y, (t) = 0. Q1) 


лав % CHAPITRE 3 » Les équations linéaires du deuxiéme ordre 


À partir de l'équation (20), on a ensuite 


У =u (Oy (Ð +и,(0)у,(0). (22) 
En dérivant une fois de plus, on obtient 
y" = ui (t) y ) + и G) yt) + AOMA ORL AOAO (23) 


Maintenant, dans l'équation (16), on substitue respectivement les expressions correspon- 
dant à y, à y' et à y" des équations (19), (22) et (23). Aprés avoir réorganisé les termes dans 
l'équation résultante, on obtient 


и (У (0 + LOMA G) + q()y,Q)] 
t u (Ly?) + pO у, (0)  q() y, D] 
+0100) у100) +05 (0) 500) = gn). (24) 


Chacune des expressions entre crochets de l'équation (24) est nulle, car y, et y, sont des solu- 
tions à l'équation homogène (18). Par conséquent, l'équation (24) est réduite à 


ui (yi) + и, (бу; (©) = gQ). (25) 


Les équations (21) et (25) forment un système à deux équations et à deux inconnues, qui sont les 
dérivées u;(r) еси, (0). Elles correspondent exactement aux équations (6) et (9) de l'exemple 1. 
On résout le systéme (21), (25) pour obtenir 


WOD o). X0 


, t=- | PELOLLA 
nt On 9.0 ЖАП 


(26) 
ой W(y,, y.) est le wronskien de y, et de у,. Il faut noter que la division par W est légitime, 
puisque y, et y, constituent un ensemble fondamental de solutions. Par conséquent, le wronskien 
est non nul. En intégrant les équations (26), on trouve les fonctions recherchées u,(f) еи, (№), soit 


ос [2O уо, адс ово PN та 
Wy, у) (0) УУ (уу, y3)() 


Si on peut évaluer les intégrales des équations (27) еп termes de fonctions élémentaires, оп peut 
alors substituer les résultats dans l'équation (19) et on obtient ainsi la solution générale à l'équa- 
tion (16). De facon plus générale, on peut toujours exprimer la solution en termes d'intégrales, 
comme l'énonce le théoréme suivant. 


Théoréme 3.7.1 


Si les fonctions p, 4 et g sont continues dans un intervalle ouvert /, et si les fonctions y, et y, 
forment un ensemble fondamental de solutions à l'équation homogène (18) correspondant à 
l'équation non homogène (16), on a 


y" + p(t)y' + (ду = 8(0). 


Alors, une solution particulière à l'équation (16) est 


t t 
о e а (28) 
t МСУ (5) to WO, У) (5) 
ой f, est un point bien choisi dans l'intervalle Z. La solution générale est 
Y =c yA) + cy (t) + Y), (29) 


conformément au théorème 3.6.2. 
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Si on examine l'expression (28) et qu'on considère la démarche utilisée pour l'obtenir, оп 
note que la méthode de variation des paramétres peut poser deux grandes difficultés. Comme on 
l'a mentionné plus tôt, la première consiste à déterminer у, (0) et y, (t), un ensemble fondamental 
de solutions à l'équation homogène (18), lorsque ses coefficients ne sont pas constants. L'autre 
difficulté possible réside dans l'évaluation des intégrales apparaissant dans l'équation (28). Ce 
probléme dépend entièrement de la nature des fonctions y,, y, et g. Pour utiliser l'équation (28), 
il faut s'assurer que l'équation différentielle est exactement de la forme (16). Autrement, le 
terme non homogène g(t) ne sera pas correctement déterminé. 

Un grand avantage de la méthode de variation des paramétres est que l'équation (28) donne 
une expression pour la solution particulière Y(f) sous la forme d'une fonction arbitraire g(t). 
Cette expression représente un bon point de départ lorsqu'on veut étudier l'effet des variations 
de la fonction g(t). 


Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 4, utilisez la méthode de variation des paramètres pour trouver une solution 
particulière à l'équation différentielle. Ensuite, vérifiez votre réponse en utilisant la méthode des coef- 
ficients indéterminés. 


1. y" - 5у + 6y 2e! 2. у-у - 2yz2e' 
3. у + 2y' +у= Зе" 4. 4y" – 4у + y = 16e? 


ш Dans les problèmes 5 à 12, trouvez la solution générale à l'équation différentielle. Dans les problèmes 
11 et 12, g est une fonction continue arbitraire. 


5. y" y- tant, 0<і<л/2 6. у” + 9у = 9 sec? 3t, 0<і<л/б 
7. у" c Ay +4y=t e”, і>0 8. у”--4у-3 сес 21, 0<1<л/2 
9. Ay" + y 22 sec(t/2), -л<і<л 10. у”-2у +y=ef/(1 +t) 

11. y" – 5у + бу= (0 12. у” + 4у= 200) 


ш Dans les problèmes 13 à 20, vérifiez que les fonctions y, еї y, satisfont à l'équation homogène corres- 
pondante. Ensuite, trouvez une solution particulière à l'équation non homogène. Dans les problèmes 19 
et 20, g est une fonction continue arbitraire. 


13. 12у” – 2у= 3? – 1, 1> 0; xX020, у, = 1 
14. Py” — t(t - 2)у + (7+ 2)у 220, 1> 0; у@ =1, (D = te 
15. ty" – (1+ ду + у= te”, і> 0; у(0 = 1+1, »(6-е 
16. (1 - ду” +1у -y 2(t - 1?e*, 0<1<1; у@ 7 e, у,(0 = 
17. x?y" – Зху + 4у= x? In x, х>0; у) =, у(х) 2 x In x 
18. x?y" + xy' + (02 — 0,25)y = 3х3? sin x, x»0; уб) =x"? sin x, у(х) 2 x"? cos x 
19. (1—x3)y" + xy - у= gx), 0«x«1; yxo-e, уб) = х 
20. x?y" + ху + (х2 — 0,25)у = g(x), х> 0; уб) =x"? sin x, у(х) 2 x? cos x 
21. Montrez qu'on peut écrire la solution au probléme de valeur initiale 
Цу]=у' +р@у cq(0y-g(. у0)-) — yu)-»o G) 
sous la forme y = u(t) + v(t), ой u et v sont des solutions respectives aux deux problèmes de valeur 
initiale 
L[u] — 0, ulto) = yg. w (ty) = yo. (ii) 
Цу] = g(t, v(t) = 0, v'(f,) = 0. (iii) 


En d'autres mots, si l'équation différentielle et les conditions initiales ne sont pas homogènes, on 
peut les traiter séparément. Vous devez noter que u est facile à trouver si on connait un ensemble 
fondamental de solutions de L[u] = 0. » 
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» 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


En choisissant la borne inférieure d'intégration dans l'équation (28) de la présente section comme 
point initial ty, montrez que Y(r) devient 

5 у(ө)у2(0- v (ys) 
iy XiG0y5G) — Y G)ys (5) 


Y()- g(s) ds. 


Montrez que Y(t) est une solution au probléme de valeur initiale 
Ll]-8(. у()-0.0  y(-0. 
Alors, on peut déterminer Y à partir de v telle qu'elle a été obtenue au probléme 21. 
a) Utilisez le résultat du probléme 22 pour montrer que la solution au probléme de valeur 
initiale 
у +у= 800,  »y4)-0  y(-0 бі) 


est 
у= / sin(t — s)g(s) ds. (ii) 
% 


b) Utilisez le résultat du probléme 21 pour trouver la solution au probléme de valeur initiale 
y*y-8&0,  y0-2»  yQ9-». 
Utilisez le résultat du probléme 22 pour trouver la solution au probléme de valeur initiale 
Цуі-(р-ахр-Әу- 0, уй)=0, у) =0, 


ой a et b sont deux nombres réels distincts. 


Utilisez le résultat du probléme 22 pour trouver la solution au probléme de valeur initiale 
Цу] = [D° - 240 + (0 +y =g у) =0, у(0-0. 
Vous devez noter que les racines de l'équation caractéristique sont À + iu. 
Utilisez le résultat du probléme 22 pour trouver la solution au probléme de valeur initiale 
Цуі-(р-а)у- 0,  yt)-20,  y()=0, 

ой a est un nombre réel. 
En combinant les résultats des problémes 24 à 26, montrez que la solution au probléme de valeur 
initiale 

Цу] = (а? +0 + c)y-g(, — y4)-0, — y (9-0, 


ой а, b et c sont constants, est de la forme 
1 
у= ф(0) = / K(t — s)g(s) ds. (1) 
10 


La fonction К dépend seulement des solutions y, et y, à l'équation homogène correspondante, еї 
elle est indépendante du terme non homogène. Une fois qu'on a déterminé K, tous les problèmes 
non homogénes impliquant le méme opérateur différentiel L se réduisent à l'évaluation d'une 
intégrale. Vous devez aussi noter que méme si К dépend de г et de s, seule la combinaison ft — s 
apparait, donc K est en réalité une fonction d'une seule variable. En considérant g(f) comme la 
donnée du probléme et $ (f) comme son résultat, il s'ensuit qu'à partir de l'équation (i), le résultat 
dépend de la donnée dans tout l'intervalle partant de f, et s'étendant jusqu'à t. L'intégrale dans 
l'équation (i) est la convolution de К et de g, où К porte le nom de noyau. 


On peut également utiliser la méthode de réduction d'ordre (voir la section 3.5) pour résoudre 
l'équation non homogène 

y" + POY + q()y = 80, G) 
à condition de connaître une solution y, à l'équation homogène correspondante. Posez у-у(у|() 
et montrez que y satisfait à l'équation (1) si v est une solution à 


yi (v^ +2 (0 + pOy (O]v' = gt). (ii) 


L'équation (ii) est une équation linéaire du premier ordre en v’. En résolvant cette équation, еп 
intégrant le résultat puis en multipliant par у (№), on obtient la solution générale à l'équation (i). 


» 
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р E Dans les problèmes 29 à 32, utilisez la méthode mentionnée au problème 28 pour résoudre l'équation 


différentielle. 

29. гу” – 21у - 2y 2 AC, і>0; у@ = 

30. y” + Ту + 5у = 1, 1> 0; y) =t" 

31. ty" (1+ Dy * y 2 Pe? і>0; уу@=1+ї (voir le probléme 15) 

32. (1- Oy" * ty' -y 2 2(t— 1?e", O<t<l; y, (02e (voir le probléme 16) 


ВЯ Les oscillations mécaniques et les 


circuits électriques 


Les équations linéaires du deuxiéme ordre à coefficients constants apparaissent souvent dans 
la modélisation de processus physiques classiques, par exemple les oscillations d'un systéme 
masse-ressort, les vibrations de torsion et la circulation d'un courant électrique dans un circuit 
branché en série. Ceux-ci peuvent étre décrits gráce à la résolution d'un probléme de valeur 
initiale de la forme 


ay” + ру + су= 800,  y0-y, у(0)-у; (1) 


Cela illustre une relation fondamentale entre les mathématiques et la physique: beaucoup 
de problémes de physique peuvent étre résolus sur la base d'un méme modéle mathématique. 
Par conséquent, une fois qu'on sait comment résoudre le probléme de valeur initiale (1), il suffit 
d'interpréter les constantes a, b et c et les fonctions y et g pour obtenir les solutions à divers 
problémes de nature physique. 

Dans la présente section, nous étudierons en détail les oscillations d'un systéme masse- 
ressort. En effet, la connaissance du comportement de ce systéme simple est l'étape de base 
menant à l'étude de systémes oscillatoires plus complexes. De plus, les principes qui en seront 
déduits sont communs à de nombreux problémes. Considérez un objet de masse m suspendu à 
l'extrémité d'un ressort vertical de longueur initiale / (voir la figure 3.8.1). Le poids de l'objet 
induit un étirement initial L du ressort vers le bas (la direction positive du déplacement). Deux 
forces agissent au point ой la masse est attachée au ressort (voir la figure 3.6.2 à la page sui- 
vante). La force gravitationnelle (le poids) s'applique vers le bas et son amplitude est de mg, 
ой g est la constante gravitationnelle. Une force F, exercée par le ressort agit également vers 
le haut. 51 on suppose que l'étirement L du ressort est petit, la force du ressort est proportion- 
nelle à L. C'est ce qu'on appelle la loi de Hooke?. On pose donc F = —kL, où la constante de 


ACIER Système masse-ressort. 


8. Robert Hooke (1635-1703) était un scientifique anglais qui s'intéressait à de nombreuses disciplines. Son ouvrage le 
plus important, Micrographia, publié en 1665, décrit diverses observations microscopiques. Robert Hooke a d'abord 
publié sa loi du comportement élastique en 1676 sous la forme de l'anagramme ceiiinosssttuv. En 1678, il en a donné 
la solution ut tensio sic vis, ce qui signifie en quelque sorte «telle est la force, tel est le déplacement ». 
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F,--kL 


w-mg 


ЭТЕ: Diagramme des forces dans un système masse-ressort. 


proportionnalité kest dite constante de raideur et oü le signe négatif est dà au fait que la force 
due au ressort s'applique vers le haut (la direction négative du déplacement). Puisque la masse 
est au repos, les deux forces s'équilibrent, ce qui signifie que 


mg — kL — 0. (2) 


Connaissant le poids w — mg de l'objet, on peut mesurer L, puis utiliser l'équation (2) pour 
déterminer k. Il faut noter que k est exprimée en unités de force par longueur. 

Dans ce contexte, nous étudierons le mouvement de l'objet quand une force extérieure 
agit sur lui ou qu'on le déplace au temps т = 0. Soit u(t) le déplacement de l'objet à partir de 
son point d'équilibre au temps f, la direction positive de и(/) étant orientée vers le bas (voir la 
figure 3.8.1). Alors, u(t) est régi par les forces qui agissent sur l'objet selon la loi du mouvement 
de Newton 


mu'(t) = f(t), (3) 


ой и” est l'accélération de l'objet et f, la force nette qui agit sur lui. П faut noter que и et f sont 
deux fonctions du temps. Pour établir la nature de f, on doit considérer quatre forces distinctes : 


1. On tient compte du poids w - mg de l'objet, qui agit toujours vers le bas. 

2. On suppose que la force du ressort F, est proportionnelle à son étirement total L + и, 
et qu'elle agit toujours de sorte que le ressort revienne vers sa position initiale. Si 
L+u>0, alors le ressort est étiré et la force du ressort est dirigée vers le haut. Dans ce cas, 


F, =-k(L+ и). (4) 


D'un autre côté, si L + u < 0, alors le ressort est comprimé sur une distance | L + u| et la 
force du ressort, maintenant dirigée vers le bas, est de F = k| L + u|. Cependant, lorsque 
L+u<0,ona|L+u|=-(L+u). Donc, F, est la méme que dans l'équation (4). Ainsi, 
sans tenir compte de la position de l'objet, la force exercée par le ressort est toujours de 
la forme de l'équation (4). 

3. La force d'amortissement Ғ, agit toujours dans la direction opposée à celle du mouve- 
ment de l'objet. Cette force peut dépendre de plusieurs facteurs : la résistance de l'air ou 
d'un autre milieu dans lequel l'objet se déplace, une dissipation d'énergie interne due à 
l'étirement ou à la compression du ressort, une friction entre l'objet et les contraintes (s'il 
y en а) sur son mouvement unidimensionnel ou encore une source extérieure (un amor- 
tisseur) qui transmet une force de résistance à l'objet. Dans tous les cas, on suppose que 
la force de résistance est proportionnelle à la vitesse | du/dt| de l'objet. C'est ce qu'on 
appelle généralement un amortissement hydraulique. Si du/dt > О, alors и est croissante 
et l'objet se déplace vers le bas. La force d'amortissement F, est alors dirigée vers le 
haut et vaut 


Ft) = -yu'(), (5) 


où y est une constante de proportionnalité positive appelée la constante d'amortisse- 
ment. Au contraire, si du/dt < 0, alors и est décroissante, l'objet se déplace vers le haut 
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et F, est dirigée vers le bas. Dans ce cas, F, = y |u'(r)|. Puisque |u'(f)| = —u'(f), il s’en- 
suit que Е (0) reste identique à l'expression donnée à l'équation (5). Ainsi, sans égard 
à la direction du mouvement de l'objet, la force d'amortissement est toujours exprimée 
par l'équation (5). 

La force d'amortissement peut étre complexe, et l'hypothése selon laquelle elle est 
modélisée adéquatement par l'équation (5) devrait étre vérifiée. Certains amortisseurs 
ont le comportement décrit dans l'équation (5) et si les autres sources de dissipation 
sont faibles, on peut les négliger ou encore corriger la constante d'amortissement у 
pour les approximer. L'hypothése (5) a pour avantage important de mener à une équa- 
tion différentielle linéaire (plutót que non linéaire). Une analyse approfondie du sys- 
téme est alors simplifiée, comme on le verra dans cette section et dans la suivante. 

4. On considère également l'application possible d'une force externe F(f) dirigée soit 
vers le bas, soit vers le haut (la force externe F(f) est alors respectivement positive ou 
négative). Celle-ci peut étre causée par un mouvement du support sur lequel le ressort 
est attaché, ou il peut s'agir d'une force appliquée directement sur l'objet. Cette force 
externe est souvent une fonction périodique. 


En considérant ces forces, on peut maintenant réécrire la loi de Newton (3) comme suit: 
mu" (t) = mg + F,(t) +Е, (0) + Е(ї) 
-mg-ck[L-u(t)]- yu (t) + F(t). (6) 


Puisque mg — kL = 0 selon l'équation (2), il s'ensuit que l'équation décrivant le mouvement de 
l'objet est 


mu" (t) + yu (À + ku(t) = Ей), (7) 


oü les constantes rn, y et k sont positives. Il faut noter que l'équation (7) a la méme forme que 
l'équation (1). 

On doit réaliser que l'équation (7) n'est qu'une modélisation approximative du comporte- 
ment du déplacement u(t). En particulier, les équations (4) et (5) ne sont respectivement que des 
approximations de la force du ressort et de la force d'amortissement. On a aussi négligé ici la 
masse du ressort par rapport à la masse de l'objet qui y est attaché. 

La formulation compléte de ce probléme d'oscillation demande qu'on précise deux condi- 
tions initiales: la position initiale и, et la vitesse initiale v, de l'objet. On a 


u(0) = и, u' (0) = у. (8) 


Selon le théorème 3.3.1, ces conditions déterminent un probléme mathématique admettant une 
solution unique. Cela confirme notre intuition physique selon laquelle si l'objet est mis en mou- 
vement et si le déplacement et la vitesse au départ sont spécifiés, alors sa position peut étre 
déterminée de facon unique en tout temps. Cette position de l'objet est donnée (approximative- 
ment) par la solution à l'équation (7) assujettie aux conditions initiales (8). 


Un objet de 4 Ib suspendu à un ressort induit un étirement du ressort de 2 po vers le bas. Supposez que 
l'objet est déplacé de 6 po supplémentaires vers le bas (la direction positive), puis qu'on le reláche. 
L'objet se trouve dans un milieu oü la force de viscosité est de 6 Ib quand l'objet atteint une vitesse de 
3 pi/s. En fonction des hypothéses émises précédemment, formulez le probléme de valeur initiale qui 
régit le mouvement de l'objet. 

Le probléme de valeur initiale approprié est constitué de l'équation différentielle (7) avec les 
conditions initiales (8). On doit maintenant établir les valeurs des constantes qui apparaissent dans 
ces équations. La première étape consiste à choisir les unités de mesure. Étant donné l'énoncé du рго- 
bléme, on utilisera le systéme impérial et non le systéme international d'unités (SI). 

Comme la seule unité de temps mentionnée est la seconde, on l'utilisera pour la variable t. Les 
pieds et les pouces mentionnés dans l'énoncé constituent deux autres unités de mesure. Le choix des 
unités importe peu, mais une fois que celui-ci est établi, on doit le respecter par souci de cohérence. 
On décide de mesurer le déplacement u en pieds. > 
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» Puisque aucune force externe n'est mentionnée dans ce problème, on pose F(t) = 0. Pour détermi- 
ner т, on considére que 


| w | 4l  llbs 
g 32pis) 8 pi 


La valeur du coefficient d'amortissement у est déterminée à partir du fait que уи” est égal à 6 Ib 
lorsque u' vaut 3 pi/s. Par conséquent, 


61b 16-5 
y= Z= 2 —. 
3 pi/s pi 


La valeur de la constante de raideur k dépend de l'étirement initial que l'objet impose au ressort, soit 
2 po ou 1/6 pi. Ainsi, 
41b 
= -=24 E 
1/6 pi pi 


Par conséquent, l'équation (7) devient 
1 Ld ^ 
"d +2u"+24u = 0 


ou 
и” +16и + 192и = 0. (9) 


Les conditions initiales sont 
и(0)- 5, и(0)- 0. (10) 


L'énoncé du probléme indique que l'objet est «relâché», donc que sa vitesse initiale est nulle. 


Les oscillations libres non amorties Si aucune force externe ne s'applique, alors (f) = 0 
dans l'équation (7). On suppose aussi qu'il n'y a aucun amortissement, donc que y = 0. Ces 
hypothéses simplifient l'analyse du systéme, mais elles ne sont jamais vérifiées en pratique. 
Toutefois, si l'amortissement réel est faible, l'hypothése selon laquelle il n'y a aucun amortisse- 
ment peut donner des résultats satisfaisants sur de courts intervalles de temps. Alors, l'équation 
du mouvement (7) est réduite à 


mu^ + ku = 0. (11) 
L'équation caractéristique correspondant à l'équation (11) est 
mr +k=0 
et ses racines sont г = £i k/m. La solution générale à l'équation (11) est 


и = A cos @t + B sin 0, (12) 


©, = Шт. (13) 


On peut déterminer les constantes arbitraires А et В si les conditions initiales de la forme (8) 
sont données. 
En étudiant la solution à l'équation (11), on peut réécrire l'équation (12) sous la forme 


и = R cos(@t — б) (14) 
ou 


и = К cos бсов 0 + К sin Ósin 0. (15) 
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En comparant l'équation (15) avec l'équation (12), on trouve que A, B, R et 6 sont reliés entre 
eux par les équations 


A = В cos д, B-Rsin 6. (16) 
Ainsi, 
R-4A* «Bl, — tanó- B/A. (17) 


Le calcul de la valeur de ô dépend des signes de cos 6 et de sin д dans les équations (16). 

La figure 3.8.3 illustre le graphe de l'équation (14) ou de l'équation équivalente (12), ой 
la présence de conditions initiales est admise. On observe une onde cosinusoidale déphasée 
qui décrit un mouvement périodique (ou harmonique simple) de l'objet. La période du mouve- 
ment est 


2л тү”? 
Т----2л|--|. (18) 
0, k 


La fréquence angulaire 0; = Vk/m, mesurée en radians par unité de temps, est dite la fré- 
quence naturelle de l'oscillation. L'écart maximal Ё entre la position de l'objet et son point 
d'équilibre est l'amplitude du mouvement. Le paramétre adimensionnel 6 est la phase (ou 
l'angle de phase) qui mesure le déplacement de l'onde à partir de la position normale corres- 
pondant à ô= 0. 


AUX] Mouvement harmonique simple; u = R cos(@,t — д). 


Il faut noter que le mouvement décrit par l'équation (14) est d'amplitude constante en tout 
temps. S'il n'y a aucun amortissement, alors le systéme est incapable de dissiper l'énergie 
induite par le déplacement et la vitesse initiale. De plus, pour une masse m et une constante de 
raideur k spécifiques, le système oscille toujours à la méme fréquence а), indépendamment des 
conditions initiales. Celles-ci permettent toutefois de déterminer l'amplitude du mouvement. 
Enfin, à partir de l'équation (18), on peut observer que T augmente lorsque m augmente, donc 
qu'un objet plus pesant oscille plus lentement. À l'inverse, T diminue lorsque k augmente, ce qui 
signifie qu'un ressort plus rigide fait osciller le systéme plus rapidement. 


Supposez qu'un objet de 10 Ib suspendu à un ressort induise un étirement initial du ressort de 2 po 
vers le bas. Si l'objet est déplacé de 2 po supplémentaires et qu'on le dirige ensuite vers le haut avec 
une vitesse initiale de 1 pi/s, déterminez la position de l'objet en fonction du temps. Évaluez aussi la 
période, l'amplitude et la phase du mouvement. 

La constante de raideur est k = 10 Ib/2 po = 60 Ib/pi, et la masse est m = w/g = 10/32 Ib-s?/pi. Par 
conséquent, l'équation du mouvement est réduite à 


и” + 192и = 0, (19) |» 
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> et la solution générale est 
u = А cos (8431) + В sin (8431). 
La solution qui satisfait aux conditions initiales и(0) = 1/6 pi еси(0)--І pi/s est 


u= | соз(8-/3г) — us sin(83r). (20) 


La fréquence naturelle est @ = 4192 = 13,856 rad/s. Donc, la période est T = 277/00, = 0,453 45 s. On 
trouve l'amplitude R et la phase д à partir des équations (17). On a 


pol. 219 


= — + —— = ——, donc К = 0,181 62 pi. 
36 192 576 


De la deuxième équation (17), on obtient tan б = —3/4. Il existe deux solutions à cette équation, une 
dans le deuxième quadrant et l'autre dans le quatrième. On a ici cos 5 > 0 et sin б < 0, donc, 6 est dans 
le quatriéme quadrant. Ainsi, 


б = —arctan(43/4) --0,408 64 rad. 
La figure 3.8.4 illustre le graphique de la solution (20). 


R= 0,182 u = 0,182 cos(8V3 t + 0,409) 


-0,2 — T = 0,453 


Oscillation libre non amortie; и” + 192u = 0, и(0)- 1/6, u'(0) 2-1. 


Les oscillations libres amorties En présence d'une force d'amortissement, l'équation 
différentielle qui régit le mouvement de l'objet est 


mu^ + уи + ки = 0. (21) 


Maintenant, оп s'intéresse à l'influence du coefficient d'amortissement y sur le déplacement 
lorsque la masse m et la constante de raideur k sont fixées. L'équation caractéristique corres- 
pondante est 


mr? * yr* к= 0, 


—y + 2_ 
Мыз лан жЕ, [is |) Q2) 
Ы 2т 2т Y 


Selon le signe de y? — 4km, la solution иа l'une des formes suivantes: 


P-4km>0, и= Ае" + Вет; (23) 


et ses racines sont 


y = 4km = 0, и = (А + Bt)e ?'?n 2 (24) 
4km- уху? 
Е = d DN 


у – 4km < 0, u = e "(A cos ut + B sin ut), Ии 7 
т 


0. (25) 
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Puisque т, y et k sont positifs, y? — 4km est toujours inférieur à y”. Ainsi, si y? — 4km 2 0), alors 
les valeurs de ғ, et de ғ, données par l'équation (22) sont négatives. Si y? — 4km < 0, alors les 
valeurs de r, et r, sont complexes, et leurs parties réelles sont négatives. Par conséquent, la 
solution и tend toujours vers zéro lorsque t — оо, indépendamment des valeurs des constantes 
arbitraires A et B, donc sans égard aux conditions initiales. Cela confirme notre intuition: en 
présence d'amortissement, l'énergie initialement transmise au système se dissipe de manière 
progressive et, par conséquent, le mouvement tend à se stabiliser. 

Le cas le plus important est le troisiéme, qui survient lorsque la force d'amortissement est 
faible. Si on pose A = R cos д et B = К sin ô dans l'équation (25), alors on obtient 


u = Re?" cos(ut — д). (26) 


Le déplacement и se situe entre les courbes u = + Re '?", П décrit alors une onde cosinusoidale 
d'amplitude décroissante. La figure 3.8.5 illustre un exemple typique de ce phénomène. On 
appelle ce mouvement une oscillation amortie. Le facteur d'amplitude R dépend de т, de у, de 
k et des conditions initiales. 


R g Tl 2m 


"ur ad ЧАһуғат 


ЧЕШИ ЕЕЕ: Oscillation amortie; и = Re?" cos(ut — 6). 


Bien que le mouvement ne soit pas périodique, le paramètre и détermine la fréquence à 
laquelle la masse oscille. Par conséquent, on appelle и la quasi-fréquence. En comparant и 
avec la fréquence 00, du mouvement non amorti, on trouve 


2 12 2 ү 2 
и _ (4km Y^) От. 1 Y z1- Am (27) 
O, УЕ/т 


La dernière approximation est valide lorsque 7?/4km est petit. On qualifie cette situation 
d'amortissement faible. Un tel amortissement a pour effet de réduire légèrement la fréquence de 
l'oscillation. Par analogie avec l'équation (18), la quantité Т, = 2x/u s'appelle la quasi-période. 
Celle-ci correspond au temps qui s'écoule entre deux maximums successifs ou deux minimums 
successifs de la position de l'objet, ou entre des passages successifs de l'objet par son point 
d'équilibre. La relation entre Т, et T est donnée par 


2 \-/2 2 
е ра” 2, (28) 
T u 4km 8km 


ой on considère comme encore valide la dernière approximation lorsque y?/4km est petit. Ainsi, 
un amortissement faible n'influence pas la quasi-période. 

Les équations (27) et (28) renforcent la signification du ratio adimensionnel 7?/Akm. П faut 
remarquer que non seulement la valeur de y, mais également celle de y? par rapport à 4km, 
permettent de déterminer si l'amortissement est faible ou non. Lorsque y?/4km est petit, alors 
on peut négliger l'effet de l'amortissement dans les calculs de la quasi-fréquence et de la quasi- 
période du mouvement. D'un autre cóté, dans une étude détaillée du mouvement de l'objet en 
tout temps, on ne doit jamais négliger la force d'amortissement, aussi petite soit-elle. 
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Lorsque y?/4km augmente, la quasi-fréquence и diminue et la quasi-période Т, augmente. 
En fait, u — 0 et T, —> œ lorsque y — 24 km . Comme l'indiquent les équations (23), (24) et (25), 
la nature de la solution change lorsque 7 atteint la valeur 24 km. On appelle cette valeur amor- 
tissement critique et, pour des valeurs supérieures de y, on parle de mouvement suramorti. 
En ce qui concerne les cas présentés respectivement dans les équations (24) et (23), la masse 
revient à son point d'équilibre, mais elle n'oscille pas autour de ce point, comme lorsque y est 
faible. La figure 3.8.6 illustre deux exemples typiques d'amortissement critique. On discute 
cette situation plus en détail dans les problémes 21 et 22. 


u(0) 23, (0-2 
_ (1 ui 
u= > + 21)e 


[ШЕШ ШЕ ри EE Кет ш | 
8 10 


“| #®= 5, (0) =] 
pe (5 = 3e" 


» 
t 


-1 |= 2 


EEEX] Amortissements critiques: u” + w + 0,25и = 0; u= (А + Вет. 


| Exemple3 | Le mouvement d'un système masse-ressort est régi par l'équation différentielle 
u^ + 0,125u' +и= 0, (29) 


ой и est mesuré en pieds et t еп secondes. Si u(0) = 2 et и(0) = 0, déterminez la position de l'objet 
au temps /. Trouvez la quasi-fréquence et la quasi-période, de méme que le premier instant où 
l'objet passe par son point d'équilibre. Trouvez aussi le temps т tel que |u(1)| < 0,1 pour tout t > т. 

La solution à l'équation (29) est 


_ ema ЕЕ J255 J255 ] 
16 16 | 


1+ В ѕіп 


Pour satisfaire aux conditions initiales, on doit choisir A = 2 et B = 2/4255. Ainsi, la solution au pro- 
bléme de valeur initiale est 


t+ t 


16 Jos 16 


E fo ШЕ z (30) 


où tan 6 = 1/4/255 , donc б = 0,06254. Le déplacement de l'objet en fonction du temps est illustré à la 
figure 3.8.7. À des fins de comparaison, dans cette méme figure, on illustre aussi le mouvement quand 
l'amortissement est négligé. 

La quasi-fréquence est u = 4255/16 = 0,998, et la quasi-période est Т, = 2zlu = 6,295 s. Ces 
valeurs ne différent que légérement des valeurs correspondantes (1 et 27r, respectivement) pour une 
oscillation non amortie. Cette situation est claire sur les graphes de la figure 3.8.7, oü on observe un 
comportement de croissance-décroissance fort similaire pour les deux courbes dans les mémes inter- 
valles de temps. Le coefficient d'amortissement est faible dans cet exemple, soit à peine 1/16 de la 
valeur critique. Néanmoins, l'amplitude de l'oscillation diminue rapidement. La figure 3.8.8 illustre le 
graphique de la solution pour 40 < t < 60 et u entre “0,1. Le graphe permet d'estimer la valeur de т à 
environ 47,5; un calcul plus précis donne 7 = 47,5149 s. 


ice [ao 2 M 0 
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> 
reprend l'équation (30) et on pose ү2551/16- 5 égal à 7/2, la p 
cosinus. En solutionnant pour déterminer f, on obtient 


18 (2+ 
2 


(255 


Afin de trouver le temps ой la masse revient pour la première fois à son point d'équilibre, on 


lus petite racine positive de la fonction 


E 1,637 s. 


u”+u=0 
u” + 0,125и + u = 
/\ 


ре 
0 С -2, и (0) 


1 
1 
{ 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


E 


=0 


ЭТЭ: Oscillation avec amortissement faible (courbe pleine) et oscillation sans 


amortissement (courbe pointillée). 


_ 


N255 
0,05 


= cos 


1/16 


| t — 0,062 54) 


ACTE Solution à l'exemple 3; évaluation de т. 


Les circuits électriques Un deuxième exemple dans 


lequel apparaissent des équations dif- 


férentielles linéaires du deuxième ordre à coefficients constants est un modèle du flux d'un cou- 
rant électrique dans un circuit simple branché en série (voir la figure 3.8.9 à la page suivante). 
Le courant / (еп ampéres) est une fonction du temps /. La résistance А (en ohms), la capacitance С 
(en farads) et l'inductance L (en henrys) sont toutes positives et on suppose qu'elles admettent 
des valeurs spécifiques. La tension résultante E (en volts) est également une fonction du temps. 
Une autre quantité physique impliquée est la charge totale Q (en coulombs) du condensateur au 


temps f. La relation entre la charge О et le courant Г est 
I= dQladt. 


GI) 
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Résistance R Capacitance C 


( I Inductance L 


Source E(t) 


ISI: | Circuit électrique simple. 


Le flux du courant dans un circuit électrique est régi par la deuxième loi de Kirchhoff?: 
dans un circuit fermé, la tension résultante est égale à la somme des chutes de tension dans le 
reste du circuit. 

Selon les lois élémentaires de l'électricité, on sait que: 


- Ја chute de tension aux bornes de la résistance est de IR ; 
— la chute de tension aux bornes du condensateur est de О/С; 
- Ја chute de tension aux bornes de l'inducteur est de Ldl/dt. 
Ainsi, selon la loi de Kirchhoff, 
dI 1 
L—+RI+—Q = E(t). 32 
di C Q- E(t) (32) 


Les unités de tension, de résistance, de courant, de charge, de capacitance, d'inductance et de 
temps sont toutes apparentées : 


1 volt = 1 ohm · 1 ampére = 1 coulomb/1 farad = 1 henry · 1 ampére/1 seconde. 
En substituant l'expression de l'équation (31) dans l'équation (32), on obtient l'équation 
différentielle 


LQ" « RO «—.Q- E(t) (33) 


en la charge Q. Les conditions initiales sont 
Q) = — Q't)- It = h. (34) 


On doit donc spécifier la charge du condensateur et le courant dans le circuit au temps initial t}. 

On peut aussi obtenir autrement une équation différentielle pour le courant 1. On dérive 
l'équation (33) en fonction de f, puis on substitue Z à dQ/dt, conformément à l'équation (31). Le 
résultat est 


LI" RI LISE (35) 
avec les conditions initiales 

Қ) = lo It) =K. (36) 
À partir de l'équation (32), il s'ensuit que 


| E(t)) - RI, - (41C)Q, 
Е " 


I (37) 


9. Gustave Kirchhoff (1824-1887), professeur à Breslau, Heidelberg, et à Berlin, fut l'un des physiciens éminents du 
хїх° siècle. Il a établi les lois fondamentales régissant les circuits électriques vers 1845, alors qu'il était encore étu- 
diant à Königsberg. Il est aussi connu pour son travail notoire en absorption et en émission électromagnétiques et il 
a été l'un des fondateurs de la spectroscopie. 
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Ainsi, Г est aussi déterminé par la charge et le courant de départ, qui sont des quantités physi- 
quement mesurables. 

La conclusion la plus importante qu'on puisse tirer de cette étude est la suivante: le flux du 
courant dans le circuit est décrit par un probléme de valeur initiale ayant précisément la méme 
forme que le probléme décrivant le mouvement d'un systéme masse-ressort. Il s'agit d'un bel 
exemple du róle unificateur des mathématiques. En effet, une fois qu'on sait comment résoudre 
des équations linéaires du deuxiéme ordre à coefficients constants, on peut interpréter les résul- 
tats pour ce qui est des vibrations mécaniques, de la circulation dans un circuit électrique ou de 
toute autre situation physique pouvant étre décrite par le méme probléme. 


Problémes 


E Dans les problèmes 1 à 4, déterminez w,, R et ô pour pouvoir écrire l'expression donnée sous la forme 
и = R cos(@,t — д). 


1. и-3 cos 2t + 4 sin 2t 2. и--со81- «3 sin t 
3. и- 4 cos 3t 2 sin 3t 4. и--2 cos zt З sin лї 


б 5. Un objet de 2 Ib suspendu à un ressort entraîne un étirement du ressort de 6 po vers le bas. Si 
l'objet est tiré vers le bas sur 3 po supplémentaires, puis qu'il est láché, et s'il n'y a aucun amor- 
tissement, déterminez la position и de l'objet au temps t. Tracez le graphe de и en fonction de t. 
Trouvez la fréquence, la période et l'amplitude du mouvement. 


6. Un objet de 100 g suspendu à un ressort entraîne un étirement du ressort de 5 cm. Si l'objet est mis 
en mouvement vers le bas depuis son point d'équilibre avec une vitesse initiale de 10 cm/s, et s’il 
n'y a aucun amortissement, déterminez la position и de l’objet au temps t. Quand l'objet revient- 
il pour la première fois à son point d'équilibre ? 


7. Un objet de 3 Ib suspendu à un ressort entraîne un étirement du ressort de 3 po vers le bas. Si 
l'objet est poussé vers le haut en contractant le ressort sur une distance de 1 po, puis qu'il est mis 
en mouvement vers le bas avec une vitesse initiale de 2 pi/s, et s'il n'y aucun amortissement, trou- 
vez la position и de l'objet au temps т. Déterminez la fréquence, la période, l'amplitude et la phase 
du mouvement. 


8. Un circuit en série est constitué d'un condensateur de 0,25 x 1076 farad et d'un inducteur de 
1 henry. Si la charge appliquée au départ sur le condensateur est de 10 $ coulomb et si le courant 
est nul initialement, trouvez la charge О dans le condensateur au temps t. 


© 9. Un objet de 20 g suspendu à un ressort entraîne un étirement du ressort de 5 cm vers le bas. 
Supposez que l'objet est aussi attaché à un amortisseur hydraulique avec une constante d'amor- 
tissement de 400 dynes-s/cm. Si l'objet est tiré vers le bas sur 2 cm supplémentaires puis qu'il est 
relâché, trouvez sa position и au temps 7. Tracez le graphe de и en fonction de т. Déterminez la quasi- 
fréquence et la quasi-période. Trouvez le rapport de la quasi-période avec la période du mouvement 
non amorti correspondant. Trouvez aussi le temps т tel que |и(0 | < 0,05 cm pour tout t > т. 


© 10. Un objet de 16 Ib suspendu à un ressort entraîne un étirement du ressort de 3 po vers le bas. L'objet 
est attaché à un amortisseur hydraulique avec une constante d'amortissement de 2 Ib-s/pi. Si 
l'objet est mis en mouvement à partir de son point d'équilibre vers le bas avec une vitesse initiale 
de 3 po/s, trouvez sa position и au temps f. Tracez le graphe de и en fonction de 1. Déterminez à 
quel moment l'objet revient pour la première fois à son point d'équilibre. Trouvez aussi le temps 7 
tel que |и(0| < 0,01 po pour tout т> т. 


11. Unressort est étiré sur 10 cm vers le bas par une force de 3 newtons. Un objet de 2 kg est suspendu 
au ressort et il est aussi attaché à un amortisseur hydraulique qui exerce une force de 3 newtons 
quand la vitesse de la masse est de 5 m/s. Si l'objet est tiré vers le bas sur 5 cm au-dessous de sa 
position d'équilibre avec une vitesse initiale vers le bas de 10 cm/s, déterminez sa position u au 
temps t. Trouvez la quasi-fréquence и et le ratio и par rapport à la fréquence naturelle du mouve- 
ment non amorti correspondant. > 
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13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


. Un circuit en série est constitué d'un condensateur de 10? farad, d'une résistance de 3 x 10? ohms 


et d'un inducteur de 0,2 henry. La charge initiale dans le condensateur est de 107$ coulomb, et le 
courant initial est nul. Trouvez la charge Q dans le condensateur au temps f. 


Un système oscillatoire satisfait à l'équation и” + уи + u = 0. Trouvez la valeur du coefficient 
d'amortissement у telle que la quasi-période du mouvement amorti soit de 50% plus grande que 
la période du mouvement non amorti correspondant. 


Montrez que la période du mouvement d'une oscillation non amortie d'un objet suspendu à un res- 
sort vertical est 27./L/g, ой L est l'étirement du ressort dû au poids de l'objet et g est la constante 
gravitationnelle usuelle. 


Montrez qu'on peut exprimer la solution au probléme de valeur initiale 
mu" + уи + Ки = 0, uto) = up, u' (ty) = uj 


comme la somme u = у + w, ой v satisfait aux conditions initiales v(t5) = ug, У(%) = 0, w satisfait 
aux conditions initiales w(tg) = 0, w(t) = ш et v et w satisfont à la méme équation différentielle 
que celle de u. Il s'agit d'un autre exemple de solutions superposées à des problémes simples pour 
obtenir la solution à un probléme plus général. 


Montrez qu'on peut réécrire A cos 02+ В sin @,f sous la forme r sin(@t — Ө). Déterminez ғ et Ө en 
fonction de A et de В. Si R cos(@t — 5) = г sin(@,t — 0), déterminez la relation entre В, r, 6 et Ө. 


Un objet de 8 Ib suspendu à un ressort entraine un étirement du ressort de 1,5 po vers le bas. L'objet 
est également attaché à un amortisseur de coefficient y. Déterminez la valeur de y pour laquelle 
le système est un système à amortissement critique. Assurez-vous de préciser les unités de y. 


Si un circuit en série est constitué d'un condensateur de С = 0,8 x 1079 farad et d'un inducteur de 
L= 0,2 henry, trouvez la résistance А pour que le circuit soit tout de méme amorti. 


Supposez que le système décrit par l'équation ти” + уи + ku = 0 est un système à amortissement 
critique ou suramorti. Montrez que l'objet peut passer par son point d'équilibre au moins une fois, 
peu importe les conditions initiales. 


Suggestion : Déterminez toutes les valeurs possibles de f pour lesquelles и = 0. 


Supposez que le système décrit par l'équation mu" + yu’ + ku = 0 est un système à amortissement 
critique et que les conditions initiales sont и(0) = и, u'(0) = у). Si v, = 0, montrez que и — 0 
lorsque t — о, mais que и n'est jamais nul. Si и, est positif, déterminez une condition portant 
sur v, qui assurera que l'objet passera par son point d'équilibre aprés avoir été reláché. 


Le décrément logarithmique 


a) Pour l'oscillation amortie décrite dans l'équation (26), montrez que le temps écoulé entre deux 
maximums successifs est de Td = 2л/ш. 


b) Montrez que le ratio des déplacements en deux maximums successifs est donné par 
ехр(уТ,/2т). Vous devez noter que ce ratio ne dépend pas du choix du couple de maximums. 
Le logarithme naturel de ce ratio s'appelle le décrément logarithmique et on le note A. 

с) Montrez que А = z y/mpy. Puisque m, и et A sont des quantités qu'on peut facilement mesurer, 
ce résultat est une méthode pratique permettant de déterminer la constante d'amortissement du 
systéme, qui est plus difficile à mesurer directement. En particulier, pour les oscillations d'un 
objet dans un fluide visqueux, la constante d'amortissement dépend de la viscosité du fluide. 
Quand l'objet est de forme géométrique simple, le type de dépendance est connu, et la relation 
précédente permet de déterminer la viscosité de manière expérimentale. Il s'agit de la manière 
la plus précise pour trouver la viscosité d'un gaz à haute pression. 

En vous reportant au probléme 21, trouvez le décrément logarithmique du systéme décrit dans le 

probléme 10. 


Pour le système décrit au probléme 17, supposez que A - 3 et que Td = 0,3 s. En vous reportant au 
problème 21, déterminez la valeur du coefficient d'amortissement y. 


La position de l'objet dans un systéme masse-ressort satisfait au probléme de valeur initiale 
3 
Ет Ки= 0, и(0)- 2, и(0)-у. 


Sila période et l'amplitude du mouvement résultant sont respectivement de z et de 3, déterminez 
les valeurs de k et de v. 
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» (025. Considérez le probléme de valeur initiale 
u^ + уи +и= 0, и(0) = 2, и(0)- 0. 


On désire connaitre le temps requis pour que la solution devienne «négligeable» et savoir 
comment le temps subit l'influence du coefficient d'amortissement у. Pour être plus précis, on 
recherche le temps т tel que | и(2)| < 0,01 pour tout t > т. Vous devez noter que l'amortissement 
critique dans ce problème se produit lorsque у = 2. 


a) Soit y — 0,25. Déterminez 7 ou, du moins, évaluez-le assez précisément à partir d'un graphe 
de la solution. 


b) Répétez la partie a) pour différentes valeurs de у dans l'intervalle 0 < y < 1,5. Vous devez 
noter que т diminue de manière constante lorsque у augmente dans cet intervalle. 


с) Construisez un graphe de 7 en fonction de y en traçant les couples de valeurs trouvées aux 
parties a) et b). Le graphe est-il une courbe lisse? 


d) Reprenez la partie b) pour diverses valeurs de y entre 1,5 et 2. Montrez que 7 continue à 
diminuer jusqu'à се que y atteigne une certaine valeur critique y, et qu'ensuite т augmente. 
Trouvez y, et la valeur minimale correspondante de 7 à deux décimales prés. 


e) Une autre maniére de procéder consiste à écrire la solution au probléme de valeur initiale de 
la forme (26). Ne tenez pas compte du facteur cosinus. Considérez seulement le facteur expo- 
nentiel et l'amplitude R. Ensuite, trouvez une expression pour représenter 7 en fonction de y. 
Comparez les résultats approximatifs obtenus de cette maniére avec les valeurs déterminées 
aux parties a), b) et d). 


26. Considérez le probléme de valeur initiale 
mu” + уи + ku = 0, u(0) = ug, u'(0) = у. 
Supposez que y? < 4km. 


а) Résolvez le probléme de valeur initiale. 

b) Écrivez la solution sous la forme u(t) = R ехр(-у/2т) cos(ut — ô). Déterminez В en termes 
de m, y, k, ug et vy. 

с) Étudiez comment R dépend du coefficient d'amortissement y quand les valeurs des autres 
paramétres sont fixées. 


27. Un bloc cubique de cóté / et de masse volumique p par unité de volume flotte dans un fluide 
de masse volumique p, par unité de volume, ой p, > p. Si le bloc est légèrement immergé puis 
relâché, il oscille dans la direction verticale. En supposant qu'on peut négliger l'amortissement 
hydraulique du fluide et de l'air, construisez l'équation différentielle régissant le mouvement et 
déterminez la période du mouvement. 


Suggestion : Référez-vous au principe d’Archimède : Un objet qui est complètement ou partielle- 
ment immergé dans un fluide subit une force vers le haut égale au poids du fluide déplacé. 


@ 28. La position d'un certain système masse-ressort non amorti satisfait au probléme de valeur initiale 
и” + 2u = 0, u(0) = 0, и(0)-2. 


a) Trouvez la solution à ce probléme de valeur initiale. 
b) Tracez le graphe de и en fonction de t et de и” en fonction de t dans un même plan. 


с) Tracez le graphe de и” en fonction de и, c'est-à-dire tracez le graphe de u(t) et de и) ой t est 
le paramètre. Ce graphe s'appelle une courbe de phase, et le plan ии” s'appelle le plan de phase. 
Vous devez noter qu'une courbe fermée dans le plan de phase correspond à une solution pério- 
dique u(t). Quelle est la direction du mouvement sur la courbe de phase lorsque t augmente ? 


(8) 29. La position d'un objet dans un système masse-ressort satisfait au probléme de valeur initiale 
и” + н +2и=0, u(0) = 0, u'(0) = 2. 


a) Trouvez la solution à ce probléme de valeur initiale. 
b) Tracez le graphe de и en fonction de t et de и” en fonction de t dans un même plan. 


с) Tracez le graphe de и” en fonction de и dans le plan de phase (voir le probléme 28). Déterminez 
divers points correspondants sur les courbes des parties b) et c). Quelle est la direction du 
mouvement dans la courbe de phase lorsque / augmente ? » 
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» 


30. 


31. 


© 32. 


En l'absence d'amortissement, le mouvement d'un objet dans un système masse-ressort satisfait 
au probléme de valeur initiale 


ти” + ku = 0, u(0) = a, u (0) = b. 


a) Montrez que l'énergie cinétique initialement transmise à l'objet est de mb?/2 et que l'éner- 
gie potentielle initialement emmagasinée dans le ressort est de ka?/2 et, par conséquent, que 
l'énergie totale initiale dans le système est de (ka? + mb?)/2. 


b) Résolvez le probléme de valeur initiale. 


c) En utilisant la solution de la partie b), déterminez l'énergie totale dans le systéme au temps f. 

Votre résultat doit confirmer le principe de conservation de l'énergie pour ce système. 
Supposez qu'un objet de masse т glisse sans friction sur une surface horizontale. L'objet est atta- 
ché à un ressort dont le coefficient de raideur est k (voir la figure 3.8.10), et il est aussi assujetti 
à une résistance de l'air de coefficient y. Montrez que le déplacement u(t) de l'objet à partir de sa 
position d'équilibre satisfait à l'équation (21). Comment la construction de l'équation du mouve- 
ment décrite ici diffère-t-elle de la construction donnée dans la présente section ? 


(0) 
и 


т 


ISP TTE: [IM Système masse-ressort. 


Dans le systéme masse-ressort du probléme 31, supposez que la force du ressort n'est pas donnée 
par la loi de Hooke, mais qu'elle satisfait plutót à la relation 


F = —(Ки + ei), 


où К> 0 et e est petit mais peut être positif ou négatif. Ce ressort est appelé un ressort durcissant 
si € > 0 et un ressort ramollissant si є < 0. Pourquoi ces termes sont-ils appropriés ? 


a) Montrez que le déplacement и(/) de l'objet à partir de sa position d'équilibre satisfait à l'équa- 
tion différentielle 


mu" + уи + Ки + ei? = 0. 


Supposez que les conditions initiales sont 


u(0) - 0, и(0)-і1. 


Dans le reste de ce probléme, supposez que m = 1, k= 1 et y = 0. 

b) Trouvez u(t) lorsque e = 0 et déterminez l'amplitude et la période du mouvement. 

с) Soit e= 0,1. Tracez le graphique (une approximation numérique) de la solution. Le mouvement 
semble-t-il étre périodique ? Estimez l'amplitude et la période. 

d) Répétez la partie c) pour є= 0,2 et e= 0,3. 

e) Tracez le graphique des valeurs estimées de l'amplitude A et de la période Т en fonction de e. 
Décrivez comment A et T, respectivement, dépendent de e. 


f) Répétez les parties c), d) et e) pour des valeurs négatives de e. 


ЕНІ Les oscillations forcées 


Nous allons maintenant examiner le cas ой une force externe périodique est appliquée à un 
systéme masse-ressort. Le comportement de ce systéme simple modélise le comportement de 
nombreux systémes oscillatoires comportant une force externe produite, par exemple, par un 
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moteur fixé au systéme. Nous allons d'abord considérer le cas oü il y a de l'amortissement, puis 
nous examinerons le cas idéal oü on suppose qu'il n'y a pas d'amortissement. 


Les oscillations forcées avec amortissement Les calculs algébriques peuvent étre assez 
complexes dans ce genre de probléme ; nous allons donc commencer avec un exemple relative- 
ment simple. 


Supposez que le mouvement d'un systéme masse-ressort satisfait à l'équation différentielle 


и" +w +1,25и =3 cost (1) 


et aux conditions initiales 
и(0)- 2, u'(0) = 3. (2) 


Trouvez la solution à ce probléme de valeur initiale et décrivez le comportement de cette solution 
lorsque 1 est grand. 

L'équation caractéristique de l'équation homogène correspondant à l'équation (1) est r?+ r - 1,25 20 
et ses racines sont r = —0,5 + i. Par conséquent, la solution générale и, (t) à cette équation homogène est 
‘sin f, (3) 


F 


и (t) = спе"? cos t+ се" 


Une solution particulière à l'équation (1) a la forme U(r) = A cos t+ B sin f, ой on détermine 
A et B en substituant U(f) à и dans l'équation (1). On obtient alors U'(r) = —A sin t+ B cost et 
U"(t) = -А cos t — B sin t. Dans ce cas, à partir de l'équation (1), on obtient 


(0,25А + B) cos t+ (CA 0,25B) sin t= 3 cos t. 


Par conséquent, A et B doivent satisfaire aux équations 
0,25A + B = 3, -А + 0,25В = 0, 


ce qui donne А = 12/17 et B = 48/17. Donc, la solution particulière est 
12 48 
U(t) = — cos t - — sin t, 4 
(0) 17 17 (4) 


et la solution générale à l'équation (1) est 


1 F 


Е —и2 12 48 , 
u-u,(t) -U(t) = ce cos [4 се 2 sin f^ 17 cos f 17 sin f. (5) 
Les constantes restantes c, et c, sont déterminées par les conditions initiales (2). D'aprés l'équa- 


tion (5), on a 


12 1 48 
0)2c * = 2, Қ0)---с,%с,%---3, 
и(0) 1 17 и'(0) 2а C2 17 
donc, c, = 22/17 et c, = 14/17. Ainsi, on obtient enfin la solution au probléme de valeur initiale donné, 
à savoir, 


22 n 14 |. 12 48 . 
u= Le"? cos t+ —e "" sin t+— cos t^ 2 sin f. (6) 
17 17 17 17 


Le graphique de la solution (6) est représenté par la courbe noire dans la figure 3.9.1, à la page suivante. 
Il est important de noter que la solution est composée de deux parties distinctes. Les deux pre- 
miers termes du membre de droite de l'équation (6) contiennent le facteur exponentiel e? ; pour cette 
raison, ils s'approchent rapidement de zéro. On qualifie habituellement ces termes de transitoires. Les 
termes restants de l'équation (6) ne contiennent que des sinus et des cosinus; ils représentent donc 
une oscillation qui se poursuit indéfiniment. Ils constituent ce qu'on appelle un état permanent. La 
courbe bleue pleine et la courbe bleue pointillée de la figure 3.9.1 illustrent respectivement la partie 
transitoire et la partie permanente de la solution. L'état transitoire provient de la solution à l'équation 
homogène correspondant à l'équation (1) et il est nécessaire pour satisfaire aux conditions initiales. 
L'état permanent correspond à la solution particulière de l'équation non homogène. Après un temps 
assez court, la partie transitoire devient infinitésimale et la solution compléte devient essentiellement 
indiscernable de l'état permanent. > 
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Solution compléte 


État permanent 


État transitoire 


-2 


-3 


| Figure 3.9.1 | Solution au probléme de valeur initiale (1), (2): u” +w +1,25u = 3 cos t, 


и(0)-2, и(0)-3. 


x 


L'équation du mouvement d'un systéme masse-ressort général soumis à une force ex- 
terne F(t) est représentée par l'équation (7) de la section 3.8, 


mu" (t) + yu'(t) + ku(t) = F(t), (7) 


oü m, y et k sont la masse, le coefficient d'amortissement et la constante de raideur du systéme 
masse-ressort. Supposez maintenant que la force externe est donnée par F,cos ot, ой F, et 
@ sont des constantes positives représentant respectivement l'amplitude et la fréquence de la 
force. Dans ce cas, l'équation (7) devient 


ти” + yw + ku = EF, cos æt. (8) 


Le comportement des solutions à l'équation (8) ressemble beaucoup à celui de la solution de 
l'exemple précédent. La solution générale à l'équation (8) doit étre de la forme 


и = cu (t) + с,и, (0) + Acos 07 + Bsin Ot = и, (t) - U(t). (9) 


Les deux premiers termes du membre de droite de l'équation (9) représentent la solution géné- 
rale u,(f) à l'équation homogène correspondant à l'équation (8), et les deux derniers termes 
représentent une solution particulière U(t) à l'équation non homogène. On peut trouver les coef- 
ficients A et B de la facon habituelle, en substituant ces termes dans l'équation différentielle (8), 
tandis que les constantes arbitraires c, et с, sont présentes pour satisfaire aux conditions initiales, 
s’il y en a. Les solutions u,(f) et u,(f) à l'équation homogène dépendent des racines ғ) et r, de 
l'équation caractéristique тг? + yr + k = 0. Puisque m, y et k sont tous positifs, il s'ensuit que 
les racines r, et ғ, sont soit réelles et négatives, soit complexes conjuguées avec une partie réelle 
négative. Dans les deux cas, u,(f) et u,(f) s'approchent de zéro lorsque t — œ. Puisque и, (0 
disparaît lorsque t augmente, on l'appelle la solution transitoire. Dans de nombreuses appli- 
cations, elle a peu d'importance et (selon la valeur de y) pourrait bien étre indétectable aprés 
seulement quelques secondes. 

Les autres termes de l'équation (9), à savoir U(t) = A cos ot + B sin ot, ne disparaissent 
pas lorsque t augmente, mais ils restent indéfiniment, ou du moins tant que la force externe est 
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appliquée. Ils représentent une oscillation permanente qui a la même fréquence que la force 
externe ; c'est ce qu'on appelle la solution permanente ou la réponse forcée. La solution tran- 
sitoire permet de satisfaire à n'importe quelles conditions initiales. Au fil du temps, l'énergie 
transmise au système en raison du déplacement initial et de la vitesse en t = 0 est dissipée par la 
force d’amortissement et le mouvement devient alors la réponse du système à la force externe. 
Sans amortissement, l'effet des conditions initiales prévaudrait en tout temps. 

Il est pratique d'exprimer U(f) en un terme trigonométrique unique, plutót qu'en une somme 
de deux termes. Souvenez-vous que c'est ce qu'on a fait pour d'autres expressions similaires 
dans la section 3.8. Par conséquent, on écrit 


U(t) = R cos (0t — д). (10) 
L'amplitude R et la phase 5 dépendent directement de A et de B et indirectement des paramètres 


de l'équation différentielle (8). П est possible de montrer, par des calculs directs, mais assez 
fastidieux, que 


J 42 
Rz-$, uga E ) sins = 20. (11) 
А А 
ой 
А- ДЕСІ -o y +у?о”? eto, = klm. (12) 


Souvenez-vous que 0, est la fréquence naturelle du système non forcé en l'absence 
d'amortissement. 

Examinons maintenant le lien entre l'amplitude Ё de l'oscillation permanente et la fré- 
quence о de la force externe. En substituant à partir de l'équation (12) l'expression de А dans 
l'équation (11) et en effectuant quelques manipulations algébriques, on obtient 

5 2 5 1/2 
AR 1-92) ure (13) 


0 


où Г = y? /mk. Notez que la grandeur RK/F, est le rapport de l'amplitude R de la réponse forcée 
à Fk, le déplacement statique du ressort produit par la force F,. 

Pour une excitation à basse fréquence, c'est-à-dire lorsque @ — 0, il s'ensuit, à partir de 
l'équation (13), que Rk/F, — 1 ou R > F,/k. À l'inverse, pour une excitation à très haute fré- 
quence, l'équation (13) implique que А — 0 lorsque © — о. Pour une valeur intermédiaire de 
о, l'amplitude peut admettre un maximum. Pour trouver cette valeur maximale, on peut dériver 
К par rapport à а) et poser le résultat égal à zéro. Ainsi, on constate que l'amplitude maximale 
survient lorsque © = 0),.,, Ой 


max? 


2 2 
2 2; Y 2 Y 
Qa = D — -0,1-——|. 14 
max 0 2m? 0 | | ( ) 
Notez que @ м, < @ et que а), |, est prés de 0, lorsque У est petit. La valeur maximale 
de R est 
F, F, й 

К, = — ER c r | (15) 

Ү®,1—(у?/4тк) УА 8mk 


où la dernière expression est une approximation quand у est petit. Si у ^/mk > 2, alors а), dans 
l'équation (14) est un nombre imaginaire ; dans ce cas, la valeur maximale de R survient lorsque 
æ = 0 et А est une fonction monotone décroissante de а). Rappelez-vous que l'amortissement 


critique survient lorsque y ^/mk = 4. 
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Lorsque У est petit, il s'ensuit, à partir de l'équation (15), ше А, = F,/yo,. Par consé- 
quent, pour les systèmes légèrement amortis, l'amplitude R de la réponse forcée quand o est 
prés de а), est plutôt grande, même pour des forces externes relativement faibles, et plus la 
valeur de y est petite, plus cet effet est prononcé. Ce phénomène est appelé la résonance et on 
le considére souvent comme un facteur important dans la conception. La résonance peut étre 
profitable ou néfaste, selon les circonstances. On doit en tenir compte trés sérieusement dans 
la conception de structures telles que les immeubles et les ponts, oü elle peut entrainer une ins- 
tabilité pouvant mener à l'écroulement de la structure. D'autre part, la résonance peut s'avérer 
utile dans la conception d'instruments comme des sismographes, qui sont concus pour détecter 
des signaux périodiques faibles. 

La figure 3.9.2 montre quelques graphiques représentatifs de Rk/F, en fonction de (0/00, 
pour plusieurs valeurs de Г = y? /mk. Le graphique correspondant à Г = 0,015625 est inclus, car 
il s'agit de la valeur de Г qui apparait dans l'exemple 2 ci-aprés. Notez en particulier la pente 
abrupte de la courbe correspondant à Г = 0,015625 prés de о/о, — 1. Le cas limite lorsque 
Г — 0 est aussi montré. Il s'ensuit, à partir de l'équation (13), ou des équations (11) et (12), 
que R  F,/ml0, — 0° | lorsque y — 0 et par conséquent, RK/F, est asymptotique à la droite 
verticale @ = &,, comme le montre la figure. А mesure que l'amortissement augmente dans le 
systéme, la réponse maximale diminue graduellement. 


ЕКШЕ À 
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|! 
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| Figure 3.9.2 Oscillation forcée avec amortissement: amplitude de la réponse permanente 
H А . 2 
en fonction de la fréquence de Іа force motrice; Г = У/т/. 


La figure 3.9.2 illustre également l'utilité des variables adimensionnelles. On peut 
facilement vérifier que chacune des grandeurs RK/F,, 0/0 et Г est adimensionnelle. 
L'importance de cette observation est que le nombre de paramétres significatifs du probléme 
est réduit à trois plutót qu'aux cinq qui apparaissent dans l'équation (8). Par conséquent, un 
seul ensemble de courbes, dont quelques-unes sont illustrées dans la figure 3.9.2, suffit pour 
décrire le comportement de la réponse en fonction de la fréquence de tous les systémes régis 
par l'équation (8). 

L'angle de phase ô dépend aussi de о d'une façon intéressante. Quand о) est près de zéro, 
il s'ensuit, à partir des équations (11) et (12), que cos ô = 1 et sin ô = 0. Dans се cas, ô = 0 et la 
réponse est presque en phase avec l'excitation, ce qui signifie que cette réponse et l'excitation 
augmentent et décroissent simultanément et, en particulier, qu'elles atteignent leurs maximums 
respectifs et leurs minimums respectifs presque en méme temps. 
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Quand @ = &,, on a cos б = О et sin б = 1, donc б = 7/2. Dans ce cas, la réponse est dépha- 
sée de л/2 par rapport à l'excitation, c'est-à-dire que les maximums de la réponse sont atteints 
7/2 plus tard que les maximums de l'excitation; c'est la méme chose pour les minimums. 
Enfin, lorsque 0) est très grand, on a cos б = —1 et sin б = 0. Par conséquent, б = x, donc la 
réponse est presque complétement déphasée par rapport à l'excitation; cela signifie que la ré- 
ponse est minimale lorsque l'excitation est maximale et vice versa. La figure 3.9.3 montre les 
graphiques de ô en fonction de 0/0, pour plusieurs valeurs de Г. Lorsque l'amortissement est 
faible, la transition de phase de près de ó = 0 à près de ó = x se produit plutôt brusquement, 
tandis que pour des valeurs plus grandes du paramétre d'amortissement, la transition s'effectue 
plus graduellement. 


Г -0015625 E 
T=0,1 


1 2 3 4 olo 


| Figure 3.9.3 Oscillation forcée avec amortissement: phase de la réponse permanente en 
fonction de la fréquence de la force motrice; Г = y? /mk. 


Considérez le probléme de valeur initiale 
u^ +0,125и + и = 3cos ot, и(0)- 2, и(0)-0. (16) 


Représentez graphiquement la solution pour diverses valeurs de la fréquence de contrainte 0), еї com- 
parez vos graphiques avec les graphiques correspondants de la fonction de contrainte. 

Pour се système, on a @ = 1 et Г = 1/64 = 0,015 625. On a discuté de son mouvement non forcé 
dans l'exemple 3 de la section 3.8, et la figure 3.8.7 montre le graphique de la solution au probléme 
non forcé. Les figures 3.9.4, 3.9.5 et 3.9.6 à la page suivante illustrent respectivement la solution au 
probléme forcé (16) lorsque © = 0,3, œ = 1 et œ = 2. Chaque figure illustre également le graphique de 
la fonction de contrainte correspondante. Dans cet exemple, le déplacement statique, Ғ/К, est égal à 3. 

La figure 3.9.4 illustre le cas d'une basse fréquence, 0/0, = 0,3. Aprés un amortissement consi- 
dérable de la réponse transitoire initiale, la réponse permanente restante est essentiellement en phase 
avec l'excitation, et l'amplitude de la réponse est un peu plus grande que le déplacement statique. Pour 
être plus précis, В = 3,2939 et 6 = 0,0411 85. 

Le cas de Іа résonance, 0/0), = 1, est illustré dans la figure 3.9.5. Dans се cas, l'amplitude de la 
réponse permanente est huit fois plus grande que le déplacement statique, et la figure montre égale- 
ment le déphasage prédit de 77/2 par rapport à la force externe. 

Le cas d'une fréquence d'excitation relativement élevée est illustré dans la figure 3.9.6. Notez 
que l'amplitude de la réponse permanente forcée égale approximativement un tiers du déplacement 
statique, et que la différence de phase entre l'excitation et la réponse est d'environ л. De manière plus 
précise, on trouve R = 0,996 55 et б = 3,0585. » 
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Solution Fonction de contrainte 


ЭШЕ Oscillation forcée avec amortissement; solution à l'équation (16) avec © = 0,3: 
u” +0,125и +и= 3 cos 0,37, и(0)-2, и(0)- 0. 


Fonction de contrainte Solution 


| Figure 3.9.5 Oscillation forcée avec amortissement; solution à l'équation (16) avec © = 1: 
и" --0,125u'cu-3cost, u(0)=2, и(0)-0. 


Fonction de contrainte Solution 


ACTE Oscillation forcée avec amortissement; solution à l'équation (16) avec @ = 2: 
и” +0,125и+и= 3 соѕ 21, и(0)-2, и(0)-0. 


3.9 Les oscillations forcées „вз OO 


Les oscillations forcées sans amortissement Supposons maintenant que у = 0 dans 
l'équation (8). On obtient ainsi l'équation du mouvement d'un oscillateur forcé non amorti 


mu" + Ки = F,cos 001. (17) 


La forme de la solution générale à l'équation (17) est différente selon que la fréquence de 
contrainte о) est égale ou non à la fréquence naturelle 0) = V/k/m du système non forcé. 
Considérons d'abord le cas © # 0; la solution générale à l'équation (17) est 


u — c, COS 01 +С, sin T M NT Ot. (18) 
т(0;-0”) 
Les constantes c, et с, sont déterminées par les conditions initiales. Le mouvement résultant est, 
en général, la somme de deux mouvements périodiques de fréquences (а), et о) et d'amplitudes 
différentes. 

Il est particuliérement intéressant de supposer que la masse est initialement au repos, de 
facon que les conditions initiales soient u(0) = 0 еси (0) = 0. Dans ce cas, l'énergie qui fait fonc- 
tionner le systéme provient entiérement de la force externe, sans aucun apport des conditions 
initiales. Ainsi, les constantes c, et c, dans l'équation (18) sont déterminées par 


F, 
c = — ~, с, =0, 19 
! т(ю;—-®?) i 7 
et la solution à l'équation (17) est 
F, 
u = —— —,' 7 — (cos Qt — cos 001). 20 
т(02 — "2 of) Vm) 


Cette solution est la somme de deux fonctions périodiques de périodes différentes, mais de méme 
amplitude. En utilisant les identités trigonométriques pour cos(A + B) avec A = (0 + 0)t/2 et 
В = (0, — 0)t/2, оп peut réécrire l'équation (20) sous la forme 
2F, . (09—0) | . (0, 0)t 
= | 0 032 0 | біп шы) А 


2 2 sin 
т(02 — о?) 2 2 


(21) 


5110, = æ | est petit, alors ©, + @ est beaucoup plus grand que lo — cl. Par conséquent, 
sin(@, +@)t/2 est une fonction qui oscille rapidement comparativement à sin(@, — @)t/2. 
Ainsi, le mouvement est une oscillation rapide de fréquence (а), + 0)/2, mais dont l'amplitude 
sinusoidale 


2F, 


m| o? - «| 


(0, — @)ї 
2 


sin 


varie lentement. 

Ce type de mouvement où l'amplitude varie de façon périodique est appelé une pulsation. 
Par exemple, un tel phénoméne se produit en acoustique quand on frappe simultanément deux dia- 
pasons de fréquences presque égales. Dans ce cas, on peut pratiquement entendre la variation 
périodique de l'amplitude. En électronique, la variation de l'amplitude en fonction du temps est 
appelée la modulation d'amplitude. 


Résolvez le probléme de valeur initiale 
и” +u = 0,5 cos 6,8t, и(0) = 0, и(0)-0 (22) 
et représentez graphiquement la solution. 


Dans ce cas, @ = 1, 0-0,8 et F) = 0,5; donc, selon l'équation (21), la solution au probléme donné 
est 


и = 2,777 18(sin O,1t)(sin 0,97). Q3) |) 
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> La figure 3.9.7 illustre un graphique de cette solution. La variation d'amplitude a une fréquence 
lente de 0,1 et une période lente correspondante de 207. Notez qu'une demi-période de 107 corres- 
pond à un cycle unique d'amplitude croissante et décroissante. Le déplacement du système masse- 
ressort oscille à une fréquence relativement rapide de 0,9, ce qui est à peine moins rapide que la 
fréquence naturelle &,. 

Imaginons maintenant qu'on augmente la fréquence de contrainte а) à 0,9. Dans ce cas, la fré- 
quence lente est divisée par deux et devient égale à 0,05, et la demi-période lente correspondante est 
multipliée par deux et devient égale à 20л. Le multiplicateur 2,777 78 augmente aussi considérable- 
ment, soit jusqu'à 5,2632. Toutefois, la fréquence rapide n'augmente que légérement, soit jusqu'à 0,95. 
Pouvez-vous visualiser ce qui se produit lorsque les valeurs de а) s'approchent de plus en plus près de 
la fréquence naturelle @ = 1? 


и = 2,777 78 sin 0,11 


и = 2,777 78 sin 0,17 sin 0,97 


ШЫ ПЛЕД Pulsation; solution à l'équation (22): u” +u = 0,5 cos 0,87, и(0) = 0, 
и = 2,777 18(sin 0,1t)(sin 0,9). 


Revenons maintenant à l'équation (17) et considérons le cas de la résonance, ой © = 0), 
c'est-à-dire que la fréquence de la fonction de contrainte est égale à la fréquence naturelle du 
système. Ainsi, le terme non homogène F, cos æt est une solution à l'équation homogène. Dans 
ce cas, la solution à l'équation (17) est 


Exemple 4 


; F қ 
u = c, COS Og +c, sin @ + —3— t sin Qt. (24) 
тфу 
Considérez l'exemple suivant. 
Résolvez le probléme de valeur initiale 
и” +и = 0,5cos t, и(0)- 0, и(0)-0 (25) 


et représentez graphiquement la solution. 
La solution générale à l'équation différentielle est 


И = С COS f t c5 Sin ї+ 0,25t sin f, 


et les conditions initiales exigent que c, - c, - 0. Par conséquent, la solution au probléme de valeur 
initiale donné est 


u — 0,25t sin t. (26) 
La figure 3.9.8 illustre le graphique de la solution. > 
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ЭТЕСЕ) Résonance; solution à l'équation (25): и”-и-0,5сов1, и(0)-0, и(0)-0; 
u= 0,25t sin t. 


En raison du terme f sin ot, la solution (24) prédit que le mouvement deviendra non borné 
lorsque f — о, peu importe les valeurs de c, et de с,. C'est ce que montre la figure 3.9.8. Bien 
sûr, en réalité, les oscillations non bornées n'existent pas, car le ressort ne peut pas s'étirer 
indéfiniment. De plus, dés que u devient grand, le modéle mathématique sur lequel est basée 
l'équation (17) n'est plus valide, puisque l'hypothése selon laquelle la force du ressort dépend 
linéairement du déplacement exige que u soit petit. Comme on l'a vu, si on ajoute une force 
d'amortissement au modéle, le mouvement prédit demeure borné. Toutefois, la réponse à la fonc- 
tion d'entrée F, cos œt peut être très grande si l'amortissement est faible et si © est près de а),. 


Problémes 


E Dans les problèmes 1 à 4, écrivez l'expression comme un produit de deux fonctions trigonométriques 
de fréquences différentes. 


1. cos 9t — cos 7t 2. sin 7t — sin 6t 
3. cos zt + cos 2ztt 4. sin 3t 4 sin 4t 


5. Un objet de 4 Ib suspendu à un ressort entraine un étirement du ressort de 1,5 po vers le bas. 
L'objet est déplacé de 2 po vers le bas à partir de sa position d'équilibre dans la direction positive 
du déplacement, puis il est reláché avec une vitesse initiale nulle. En supposant qu'il n'y a aucun 
amortissement et que l'objet subit une force externe de 2 cos 3f lb, formulez le probléme de valeur 
initiale qui décrit le mouvement de l'objet. 


6. Un objet de 5 kg suspendu à un ressort entraine un étirement du ressort de 10 cm vers le bas. 
L'objet subit une force externe de 10 sin(t/2) N (newtons), et il se déplace dans un milieu où la 
force de viscosité est de 2 N quand la vitesse de l'objet atteint 4 cm/s. Si l'objet est mis en mouve- 
ment à partir de sa position d'équilibre avec une vitesse initiale de 3 cm/s, formulez le probléme 
de valeur initiale qui décrit le mouvement de l'objet. 


@ 7. a) Trouvez la solution au problème 5. 


b) Tracez le graphe de la solution. 


с) Si la force externe donnée est remplacée par une force de 4 sin œt de fréquence c, trouvez la 
valeur de © pour laquelle une résonance se produit. » 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


© 17. 


а) Trouvez la solution au probléme de valeur initiale du probléme 6. 


b) Déterminez les parties transitoires et permanentes de la solution. 
€) Tracez le graphe de la solution permanente. 


d) Sila force externe donnée est remplacée par une force de 2 cos œt de fréquence c, trouvez la 
valeur de а) pour laquelle l'amplitude de la réponse forcée est maximale. 

Supposez un système masse-ressort non amorti avec un objet de 6 lb et une constante de rai- 

deur de 1 Ib/po soudainement mis en mouvement en f = 0 par une force externe de 4 cos 7t lb. 

Déterminez la position de l'objet au temps 1, puis tracez le graphique du déplacement en fonction 

de t. 


Un objet de 8 Ib suspendu à un ressort entraîne un étirement du ressort de 6 po vers le bas. Le 
système subit une force externe de 8 sin 8f lb. Si on tire l'objet vers le bas de 3 po supplémentaires 
et qu'on le reláche, déterminez la position de l'objet au temps t. Déterminez les quatre premiers 
instants oü la vitesse de l'objet est nulle. 


Un objet de 8 Ib suspendu à un ressort entraîne un étirement du ressort de 6 po. L'objet est attaché 
à un mécanisme d'amortisseur dont la constante d'amortissement vaut 0,25 Ib:s/pi et subit une 
force externe de 4 cos 21 Ib. 


a) Déterminez la solution permanente pour ce systéme. 


b) Si la masse de l'objet vaut m, déterminez la valeur de m telle que l'amplitude de la solution 
permanente soit maximale. 

Un systéme masse-ressort a une constante de raideur de 3 N/m. Un objet de 2 kg est attaché au 

ressort, et le mouvement se produit dans un fluide visqueux qui offre une résistance numérique- 

ment égale à l'intensité de l'accélération instantanée. Si le systéme est contrólé par une force 

externe de 3 cos 3f — 2 sin 3t М, déterminez la solution permanente. Exprimez votre réponse sous 

la forme А сов(01- 6). 


Dans ce probléme, vous devez fournir quelques-uns des détails de l'analyse d'un oscillateur forcé 
et amorti. 


a) Développez les équations (10), (11) et (12) pour la solution permanente à l'équation (8). 
b) Développez l'expression de l'équation (13), qui représente RK/F,,. 


2 
max 


с) Montrez que о, et Rmax sont donnés, respectivement, par les équations (14) et (15). 


Trouvez la vitesse de la réponse permanente donnée par l'équation (10). Ensuite, montrez que 
cette vitesse est maximale lorsque ©= 09. 


Trouvez la solution au probléme de valeur initiale 


и” + u- F(t), u(0) = 0, u'(0) = 0, 


oü 
Ft, 0<:<л, 
F(t) = 4 FyQz - t), л<1<2л. 
0, 2л « t. 


Suggestion : Traitez chaque intervalle séparément et faites concorder les solutions obtenues dans 
les différents intervalles pour que и et и” soient des fonctions continues de f. 


Un circuit en série est constitué d'un condensateur de 0,25 x 1076 farad, d'une résistance de 
5 x 10? ohms et d'un inducteur de 1 henry. La charge initiale dans le condensateur est nulle. Si une 
pile de 12 volts est connectée au circuit et que le circuit est fermé еп т = 0, déterminez la charge 
dans le condensateur en t = 0,001 s, en t = 0,01 s et en un temps т quelconque. Déterminez aussi 
la charge limite lorsque t — ce. 


Considérez le systéme oscillatoire décrit par le probléme de valeur initiale 
” 1 £ ^, 
u uu +2и = 2 сов ой, и(0)- 0, u'(0) = 2. 


a) Déterminez la partie permanente de la solution à ce probléme. 


b) Trouvez l'amplitude A de la solution permanente en fonction de c. 
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с) Tracez le graphe de A en fonction de o. 
d) Trouvez la valeur maximale de A et la fréquence @ pour laquelle ce maximum est atteint. 
© 18. Considérez le système forcé mais non amorti décrit par le probléme de valeur initiale 


u”+u=3 cos Qt, u(0) = 0, и(0)- 0. 
а) Trouvez la solution u(f) si 0% 1. 


b) Tracez la solution и(/) en fonction de t pour 0 = 0,7, © = 0,8 et о = 0,9. Décrivez en quoi la 
réponse и(1) dépend de а). Que se produit-il lorsque @ tend vers 1? Vous devez noter que 
la fréquence naturelle du système non forcé est @ = 1. 


© 19. Considérez le système oscillatoire décrit par le problème de valeur initiale 
и” + и = 3 сов Qt, u(0) = 1, u'(0) = 1. 
a) Trouvez la solution si 0 z 1. 


b) Tracez la solution u(t) en fonction de t pour @ = 0,7, œ = 0,8 et © = 0,9. Comparez les résultats 
avec ceux du probléme 18, c'est-à-dire décrivez les conséquences du fait que и et и” sont non 
nulles en t= 0. 
© 20. Pour le probléme de valeur initiale du problème 18, tracez le graphique de и” en fonction de и pour 
0 = 0,7, © = 0,8 et © = 0,9, c'est-à-dire tracez la courbe de phase de la solution pour ces valeurs 
de c. Faites varier t dans un intervalle assez grand, de sorte que la courbe de phase ressemble à 
une courbe fermée. Marquez la courbe à l'aide de fléches pour montrer la direction dans laquelle 
elle est parcourue lorsque t augmente. 


ш Dans les problèmes 21 à 23, le probléme de valeur initiale suivant est utilisé: 
и” + 0,125и' + и = F(t), u(0) = 2, u'(0) = 0. 
Dans chaque probléme, procédez comme suit. 
а) Tracez le graphique de la fonction de contrainte donnée F(t) en fonction de 1, puis le graphique 
de la solution u(t) en fonction de 1 dans un méme plan. Faites varier t dans un intervalle 
assez grand, de sorte que les parties transitoires initiales soient substantiellement éliminées. 


Observez la relation entre l'amplitude et la phase du terme de contrainte et entre l'amplitude et 
la phase de la réponse. Vous devez noter que ©, = Vk/m = 1. 


b) Tracez la courbe de phase de la solution, c'est-à-dire le graphique de и” en fonction de и. 
© 21. F(t) 23 cos(0,37) 
(922. F(t) 23cost 
(923. Ғ(/ =3 cos 3t 
© 24. Un système masse-ressort muni d'un ressort durcissant (voir le probléme 32 de la section 3.8) 


subit une force externe périodique. En l'absence d'amortissement, supposez que le déplacement 
de l'objet satisfait au probléme de valeur initiale 


и” +и+ ыи? = cos Or, u(0) = 0, и(0)-0. 


a) Posez @= 1 puis, à l'aide d'un ordinateur, tracez le graphique d'une solution au probléme. Le 
systéme admet-il une pulsation ? 


b) Tracez le graphique de la solution pour différentes valeurs de œ entre 1/2 et 2. Décrivez com- 
ment la solution est modifiée lorsque © augmente. 


© 25. Supposez qu'on inclut dans le système du probléme 24 un terme d'amortissement et que le pro- 
bléme de valeur initiale résultant est 


wes ear = COS Of, и(0)-0, и'(0) = 0. 


а) Tracez le graphique de la solution pour différentes valeurs de @ entre 1/2 et 2, puis estimez 
l'amplitude R de la solution permanente dans chaque cas. 

b) En utilisant les données de la partie a), tracez le graphique de К en fonction de о). Pour quelle 
fréquence de о l'amplitude est-elle maximale ? 


€) Comparez les résultats des parties a) et b) avec les résultats correspondants concernant le 
ressort linéaire. 
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СНАРІТНЕ 4 


Les équations linéaires 
d'ordre supérieur 


a structure des équations et les méthodes de résolution élaborées dans le chapitre pré- 

cédent pour les équations linéaires du deuxiéme ordre s'appliquent directement aux 

équations linéaires du troisième ordre et d'ordres plus élevés. Dans ce chapitre, nous 
examinerons briévement cette généralisation en attirant l'attention sur certaines situations 
propres aux équations d'ordre supérieur à deux. 


14.1 | La théorie générale des équations 
linéaires d'ordre л 


Une équation différentielle linéaire d'ordre n est une équation de la forme 


d"y dy 
P (t) — +P (t 
oC » (0 на 


t" 


+ POS e P O= GO: (1) 


On suppose que les fonctions scalaires Р,,..., Р, et С sont continues dans lintervalle 
I: a«t« p et que P, est non nulle partout dans l'intervalle /. En divisant l'équation (1) par P,(t), 
on obtient 


d"y d'y 
t ГА 
di? po йт"! 


ци- e p OS e py 80. Q) 
L'opérateur différentiel linéaire L d'ordre n défini par l'équation (2) est similaire à l'opérateur 
du deuxiéme ordre introduit au chapitre 3. L'analyse de l'équation (2) est analogue à celle de 
l'équation linéaire du deuxiéme ordre. Pour cette raison, nous ne ferons qu'énoncer les résultats 
dans le cas du probléme d'ordre n. Les preuves de la plupart de ces résultats sont également 
similaires à celles qui apparaissent dans l'étude de l'équation du deuxiéme ordre. En général, 
elles seront laissées à titre d'exercices. 

Puisque l'équation (2) implique la dérivée n-ième de y par rapport à t, on peut considérer 
que sa résolution nécessite n intégrations successives. Chacune de ces intégrations introduit 
une nouvelle constante arbitraire. Pour obtenir une solution unique, on doit donc disposer de 
n conditions initiales, soit 


Yta) = уо, y (t9) = уо, ee, у“ ?()= у," ?, (3) 


où f, peut être n'importe quel point dans l'intervalle / et y, y4,- .., y" est un ensemble de 


constantes spécifiques. Le théoréme d'existence et d'unicité suivant, qui est similaire au 
théoréme 3.3.1, assure que le probléme de valeurs initiales (2), (3) admet une solution et une 
seule. 
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Théoréme 4.1.1 


Si les fonctions p,, р,,..., p, et g sont continues dans l'intervalle ouvert /, alors il existe 
une et une seule solution y = $(f) à l'équation différentielle (2) satisfaisant aux conditions 
initiales (3). Cette solution existe partout dans l'intervalle /. 


La preuve de ce théorème ne sera pas présentée ici. Cependant, si les coefficients р,,..., p, 
sont constants, alors on peut obtenir la solution au probléme de valeur initiale (2), (3), tout 
comme dans le chapitre 3 (voir les sections 4.2 à 4.4). Мете s'il est possible de trouver une 
solution dans ce cas, on ne peut pas déterminer si elle est unique sans utiliser le théoréme 4.1.1. 
Une preuve du théoréme est présentée dans l'ouvrage d'Ince (voir la section 3.32) ou dans celui 
de Coddington (voir le chapitre 6). 


L'équation homogène Comme dans le probléme du deuxième ordre correspondant, on étu- 
die d'abord l'équation homogène 


Цу] = y? +p (Oy +-+ p, (Dy + р„(@)у= 0. (4) 


Si les fonctions y}, у,,..., y, sont des solutions à l'équation (4), alors il s'ensuit que la combinai- 
son linéaire 


у= су,(0) +с,у,(0) +---+с,у, (0), (5) 


où с,..., с, sont des constantes arbitraires, est aussi une solution à l'équation (4). П est donc 
naturel de se demander si on peut exprimer chacune des solutions à l'équation (4) sous la forme 
d'une combinaison linéaire de у,,..., y,. Cela s'avérera si, peu importe les conditions initiales (3) 
prescrites, on peut choisir les constantes c,,..., c, de sorte que la combinaison linéaire (5) 
satisfasse aux conditions initiales. Plus précisément, pour n'importe quelle valeur de ft, dans Геї 


peu importe y. Y4, .... Y" , on doit pouvoir déterminer c,...., c, afin que les équations 


cy, (fo) * ECY (t) = Уо 


Co) + +c, y (to) = у, e 


(n-1) (п-1) (п-1) 
Cy, (bo) tHCY (10) = Yo 


soient satisfaites. Le système donné par les équations (6) est compatible en les constantes 


€,,..., €, quand le déterminant de la matrice des coefficients est non nul. Toutefois, si ce déter- 
minant est nul, alors on peut toujours choisir des valeurs у, y,.....y0 de sorte que les équa- 
tions (6) n'admettent aucune solution. Par conséquent, une condition nécessaire et suffisante 


pour que les équations (6) admettent une solution, quels que soient y}, y,,....y$ >, est que le 


wronskien 
У у, ыз у, 
#(у,,...,у„)= Л 5 т ) . 
"E ye "- ye 


soit non nul en f = tọ. Puisque f, est quelconque dans l'intervalle 7, il est donc nécessaire et 
suffisant que W(y,, y,,..., y,) soit non nul en tout point dans l'intervalle. Tout comme pour 
l'équation linéaire du deuxième ordre, on peut démontrer que si y,, у,,..., y, sont des solutions 
à l'équation (4), alors W(y, y,,..., y,) est soit nul pour tout f dans l'intervalle /, soit toujours non 
nul dans cet intervalle (voir le probléme 20). On a donc le théoréme qui suit. 
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Si les fonctions p,, p,,..., p, sont continues dans l'intervalle ouvert 7, si les fonctions y;, 
Y»... Y, Sont des solutions à l'équation (4) et si W(y,, у,,..., y,)(t) ғ 0 pour au moins un 
point dans Z, alors on peut exprimer toute solution à l'équation (4) sous la forme d'une com- 
binaison linéaire des solutions у, у,,..., Y, 


Un ensemble de solutions y,,..., y, à l'équation (4) dont le wronskien est non nul 
est appelé un ensemble fondamental de solutions. On peut démontrer l'existence d'un 
ensemble fondamental de solutions exactement comme on l'a fait pour l'équation linéaire 
du deuxiéme ordre (voir le théoréme 3.3.5). Puisque toutes les solutions à l'équation (4) 
sont de la forme (5), on utilise l'expression solution générale pour désigner une combi- 
naison linéaire arbitraire de fonctions qui constituent un ensemble fondamental de solutions 
à l'équation (4). 


La dépendance et l'indépendance linéaires Explorons maintenant la relation entre les 
ensembles fondamentaux de solutions et le concept d'indépendance linéaire, une notion essen- 
tielle dans l'étude de l’algèbre linéaire. Les fonctions ў, f,...., f, sont dites linéairement dépen- 
dantes dans / s'il existe un ensemble de constantes К, k,,..., k, dont au moins une est différente 
de zéro telles que 


kf, t Eft +k, fa=0 (8) 


pour tout f dans 7. Les fonctions f,,..., f, sont linéairement indépendantes dans 7 si elles пе 
sont pas linéairement dépendantes. 


Déterminez si les fonctions f (1) = 1, f, (t) = t et f, (t) = t^ sont linéairement indépendantes ou dépen- 
dantes dans l'intervalle 1: —ee < t < eo. 
Formez la combinaison linéaire 


kf) kf.) ks f) = ++, 
et posez qu'elle est égale à zéro pour obtenir 
k, * kt kat? = 0. (9) 


Si l'équation (9) est valide pour tout t dans I, elle doit certainement être valide pour tout groupe de 
trois points distincts dans 1. On peut choisir trois points quelconques pour notre démarche, mais il est 
pratique de choisir г = 0, t= 1 et {= —1. En évaluant l'équation (9) en chacun de ces points, on obtient 
le systéme d'équations 


k, -0, 
К+ += 0, (10) 
k,- +0 = 0. 


D’après la première des équations (10), on note que К, = 0; dans ce cas, d’après les deux autres équa- 
tions, il s'ensuit que k, = К, = 0 également. Par conséquent, il n'existe aucun ensemble de constantes 
Ку, k,, k, dont au moins une est différente de zéro, pour lequel l'équation (9) est valide pour les trois 
points choisis, et encore moins pour tout l'intervalle 7. Donc, les fonctions données ne sont pas linéai- 
rement dépendantes dans / et elles doivent alors étre linéairement indépendantes. En effet, elles sont 
linéairement indépendantes dans tout intervalle. On peut établir ce fait en procédant comme dans cet 
exemple, en utilisant un ensemble différent de trois points. 
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| Exemple2 | Déterminez si les fonctions 
A0-2L  f£0-2245 — f023-7 et — f(D-4ren 
sont linéairement indépendantes ou dépendantes dans tout intervalle 1. 
Formez la combinaison linéaire 
Kf O+ k fo) + kafil) + ka fat) = ko Q e D SG - D) kate D) 
= (k; + 2k, + 3k4) + (k, +4k,)t + (=k; + k,)t’. (11) 
Pour que cette expression soit égale à zéro pour tout t dans un intervalle, il est certainement suffisant 
d'exiger que 
kı * 2k, * 3k, = 0, k, t Ak, = 0, —k;+k,=0. 
Ces trois équations, à quatre inconnues, admettent de nombreuses solutions. Par exemple, si 
k,= 1, alors Ку = 1, k, = —4 et k, = 5. Si on substitue ces valeurs aux coefficients dans l'équation (11), 
on obtient 


Sf (- 4f, Q0) fin fa -0 


pour tout 1. Par conséquent, les fonctions données sont linéairement dépendantes dans chaque 
intervalle. 


Le concept d'indépendance linéaire offre une autre caractérisation des ensembles fonda- 
mentaux de solutions à l'équation homogène (4). Supposons que les fonctions уџ,..., y, sont des 
solutions à l'équation (4) dans un intervalle / et considérons l'équation 


ky, (t) ++, у, (f) = 0. (12) 
En dérivant l'équation (12) plusieurs fois, on obtient les п — 1 équations supplémentaires 
ky) + k, y, (t) = 0, 
; (13) 
kr (kr -0. 


Le système constitué des équations (12) et (13) est un système de n équations algébriques 
linéaires à n inconnues K,,...,k,. Le déterminant des coefficients de ce système est le wronskien 
W(y,.....y,Xt) de y,,.... y,. Cela mène au théorème suivant. 


Théoréme 4.1.3 


Si y, (t), .... y, (f) est un ensemble fondamental de solutions à l'équation (4) 
L[y] 9 y? + p()y ++ p, OY + p, (y 20 


dans un intervalle /, alors y,(f),..., y, (f) sont linéairement indépendantes dans 1. Inver- 
sement, si y,(t),.... y, (f) sont des solutions linéairement indépendantes à l'équation (4) 
dans /, alors elles constituent un ensemble fondamental de solutions dans /. 


Pour prouver ce théorème, supposons d'abord que y, (t), ... , y, (f) est un ensemble fondamen- 
tal de solutions à l'équation (4) dans 1. Dans ce cas, le wronskien W(y,,..., y, )(f) 0 pour tout t 
dans /. Ainsi, le système (12), (13) admet seulement la solution k, = --- = К, = 0 pour tout г dans 7. 
Par conséquent, y, (f), ... , y, (f) ne peuvent pas être linéairement dépendantes dans / et doivent 
donc être linéairement indépendantes dans cet intervalle. 

Pour démontrer l'inverse, supposons que у, (7),..., y, (f) sont linéairement indépendantes 
dans 1. Pour montrer qu'elles constituent un ensemble fondamental de solutions, on doit mon- 
trer que leur wronskien n'est jamais nul dans Z. Supposons que ce n'est pas vrai; dans ce cas, il 
existe au moins un point f, pour lequel le wronskien est nul. En ce point, le systéme (12), (13) 
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S , ж ж А s 
admet une solution non nulle, qu'on peut noter par k, ,...,k,. Formons maintenant la combi- 
naison linéaire 


ф(0) = kj y (t) *- + k; y, (0). (14) 
Alors, $(t) satisfait au probléme de valeur initiale 
L[y] = 0, Y(t) = 0, y'(t9) = 0, os y Pr ye. (15) 


La fonction ф satisfait à l'équation différentielle parce qu'elle est une combinaison linéaire 
de solutions; elle satisfait aux conditions initiales parce que ces conditions ne sont que les 
équations du système (12), (13) évaluées en t. Toutefois, la fonction y(t) = 0 pour tout f dans / 
est aussi une solution à ce probléme de valeur initiale et, selon le théorème 4.1.1, la solution 
est unique. Donc, ó (t) = 0 pour tout t dans /. Par conséquent, y, (7),..., y, (f) sont linéairement 
dépendantes dans /, ce qui est une contradiction. Ainsi, la supposition selon laquelle il existe 
un point ой le wronskien est nul est indéfendable. Donc, le wronskien n'est jamais nul dans 1, 
ce qu'il fallait prouver. 

Notez que pour un ensemble de fonctions f,,..., f, qui ne sont pas des solutions à l'équa- 
tion (4), la partie inverse du théoréme 4.1.3 n'est pas nécessairement vraie. Ces fonctions peuvent 
étre linéairement indépendantes dans / méme si le wronskien est nul en certains points, ou 
méme en tout point, mais avec différents ensembles de constantes k,,...,k, en différents points. 
Voyez le probléme 25 pour un exemple. 


L'équation non homogéne Оп considére maintenant l'équation non homogéne (2) 
Ly] 7 y? + p (y ^ ++ p, (y = (t). 
On suppose que Y, et Y, sont deux solutions à l'équation (2). Comme L est linéaire, on a 
LY, - Y. KO = LY, XO) - ЦУЛ) = 600) - 800) = 0. 


Par conséquent, la différence de deux solutions quelconques à l'équation non homogène (2) est 
aussi une solution à l'équation homogène (4). Puisqu'on peut exprimer n'importe quelle solution 
à l'équation homogène comme une combinaison linéaire de fonctions y,,..., y, qui constituent 
un ensemble fondamental de solutions, toute solution à l'équation (2) peut s'écrire sous la forme 


у= сџу,(0) + cy, (f) +: +с,у, (0) - Y(t), (16) 


ой Y est une solution particuliére à l'équation non homogéne (2). La combinaison linéaire (16) 
est appelée solution générale à l'équation non homogéne (2). 

Ainsi, le probléme principal consiste à déterminer un ensemble fondamental de solutions 
y». .., y, àl'équation homogène (4). Si les coefficients sont constants, le probléme est relative- 
ment simple (ce sujet sera discuté dans la prochaine section). Si les coefficients ne sont pas 
constants, on doit habituellement utiliser des méthodes numériques ou des solutions en série 
(voir le chapitre 7). Ces méthodes deviennent complexes quand l'ordre de l'équation augmente. 

Pour trouver une solution particulière Y(t) dans l'équation (16), on peut de nouveau utili- 
ser la méthode des coefficients indéterminés et la méthode de variation des paramétres. Ces 
méthodes sont examinées et illustrées aux sections 4.3 et 4.4, respectivement. 

La méthode de réduction d'ordre (voir la section 3.5) s'applique aussi aux équations 
linéaires d'ordre n. Si y, est une solution à l'équation (4), alors la substitution y = v(f)y (£) mène 
à une équation différentielle linéaire d'ordre n — 1 en v' (voir le probléme 26 pour le cas ой 
n = 3). Cependant, si n > 3, l'équation réduite est au moins du deuxième ordre et elle sera rare- 
ment plus simple que l'équation originale. Par conséquent, en pratique, une réduction d'ordre 
est peu utile pour les équations d'ordre supérieur à deux. 
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Problémes 
ш Dans les problèmes 1 à 6, déterminez les intervalles à l'intérieur desquels il existe assurément des 
solutions. 
1. уй + 4y" + 3y zt 2. ty" + (sin Dy" + 3y = cost 
3. tt- Dy + еу” + Ay 20 4. y" e ty" +y + у= Int 
5. œ- Dy +(x+ Dy" + (tan x)y = 0 6. (2-4уФ-х2у” + 9y 20 


ш Dans les problèmes 7 à 10, déterminez si les fonctions sont linéairement dépendantes ou indépen- 
dantes. Si elles sont linéairement dépendantes, trouvez une relation linéaire entre ces fonctions. 


7. f(022t-3,  f(0-P-V. —fí0-22P-t 

8. fí((022t-3, р) =22+1, ),(0-32-1 

9. /(0-2-3) р0= 2+1,  f0-2P0-t  fO=P+1+1 
10. /(0-2-3, р = +1 А0 =22-, /(@=+г+1 


ш Dans les problèmes 11 à 16, vérifiez que les fonctions sont des solutions à l'équation différentielle 
et déterminez leur wronskien. 


П. у”-у-0; 1, COS f, sin f 

12. у®+у”=0; 1, t cos t, sin f 

13. у”--2у”-у”-2у-0; е, ет, е?! 

14. уб + 2y" +у”= 0; 1 о, е, te 
15. xy" - у= 0; 1, х, x 

16. x?y" c x?y" - 2ху + 2у= 0; X, x^ 1/x 


17. Démontrez que W(5, sin? 1, cos 2/) = 0 quel que soit г. Pouvez-vous parvenir à ce résultat sans 
effectuer une évaluation directe du wronskien ? 


18. Vérifiez que l'opérateur différentiel défini par 
L[y] 9 y? + p (Oy ++ р, (у 
est linéaire. Autrement dit, montrez que 
L[eyy, t e5y5] 7 eLbyi] 8 Ц], 


ой les fonctions y, et y, sont au moins z fois différentiables et ой c, et c, sont deux constantes 
arbitraires. Montrez ainsi que si у, Y», ... , y, sont des solutions à L[y] = 0, alors toute combinaison 
linéaire c, y, +++ c, y, est aussi une solution à L[y] = 0. 


19. Soit l'opérateur différentiel linéaire L défini par 
L[y] 2 ау + gy" teca 
Ol ау, d,,..., а, sont des constantes réelles. 
a) Trouvez L|[t"]. 


b) Trouvez L[e"']. 


c) Déterminez quatre solutions à l'équation у“ — 5y” + 4y = 0. Selon vous, ces quatre solutions 
forment-elles un ensemble fondamental de solutions ? Justifiez votre réponse. 


20. Dans ce probléme, on montre comment généraliser le théorème 3.3.7 (le théorème d'Abel) pour les 
équations d'ordre plus élevé. On présente d'abord la démarche pour l'équation du troisiéme ordre 


"m 


y" + pY” + py()y' + р,@)у= 0. 
Soit уу, y, et y, des solutions à cette équation dans l'intervalle /. 
a) Si W= W(y,, y;, уз), montrez que 
у У Уз 
м = |у у) ж |. 


mm m ССА 


У У Y» 
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Suggestion : La dérivée d'un déterminant d'ordre 3 est la somme de trois déterminants d'ordre 3 
obtenus en dérivant respectivement la première, la deuxième et la troisième ligne. 


m m m 


b) Substituez aux fonctions yj, y? егу; leurs expressions obtenues à partir de l'équation dif- 
férentielle ; multipliez la première ligne par p,, la deuxième ligne par р,, puis ajoutez-les à la 
dernière ligne pour obtenir 

W’ = —p,()W. 


с) Montrez que 
Wy, Y2, yan = emp - ІШІ a 


П s'ensuit que W est soit toujours nul, soit jamais nul dans 7. 
d) Généralisez ce raisonnement à l'équation du n-ième ordre 
-1 de^ 
y? +p OY ++ p, (f)y = 0, 


dont les solutions sont y,,..., y,. Autrement dit, appliquez la formule d'Abel, 


W(y,.... X, сезу - ІШІ а) 


à се cas. 
Е Dans les problèmes 21 à 24, utilisez la formule d'Abel (voir le probléme 20) pour trouver le wronskien 
d'un ensemble fondamental de solutions à l'équation différentielle. 
21. y" + 2у” _ y x 3y -0 22. y? +y= 0 


2 (4) m 


23. ty" +2y”-y +ty=0 24. ty +ty 


25. a) Montrez que les fonctions f(t) = Pret g(t)- г? sont linéairement dépendantes dans 0 « < 1 
et dans -1« t < 0. 


%”-4у-0 


b) Montrez que f(t) et g(t) sont linéairement indépendantes dans —1 < t < 1. 
с) Montrez que W(f, g)(t) est nul pour tout t dans —1 < t « 1. 
26. Montrez que si y, est une solution à 
y” + POY” + ру + py()y = 0, 


alors la substitution y = y,(f)v(r) mène à l'équation du deuxième ordre suivante en v": 


m 


УУ” t yt pv" + (Зуү +2p,y + ру) = 0. 


Е Dans les problémes 27 et 28, utilisez la méthode de la réduction d'ordre (voir le probléme 26) pour 
résoudre l'équation différentielle. 


27. (2- Dy" + Qt -3)y" - ty + у= 0, 1<2; (= e 
28. 12(1+ 3)y" – 311+ 2)y" + 601+ D)y' — бу = 0, 1> 0; уу@=1°; MORIN 


4.2 | Les équations homogènes à 
coefficients constants 


On considère l'équation différentielle homogène linéaire d'ordre n 
Цутау” c ay" e.a, y жа,у-0, (D) 


ой а, d,,..., а, Sont des constantes réelles. À partir de nos connaissances sur les équations 
linéaires du deuxiéme ordre à coefficients constants, on peut prévoir que y — e" est une solution 
à l'équation (1) pour certaines valeurs de ғ. En effet, 


1 


L[e"]- e" (ayr" c ar" *--- ta, ,rta,)-e"Z(r) m" 


pour tout r, où 


Z(r)= ау" tar" peta ar tay (3) 
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En ce qui concerne les valeurs de r telles que Z(r) = 0, on a L[e"] = 0. Donc, y = e" est une 
solution à l'équation (1). Le polynôme Z(r) est appelé un polynôme caractéristique et l'équa- 
tion Z(r) - 0 est l'équation caractéristique de l'équation différentielle (1). Un polynóme de 


degré n admet n racines !, disons г, r,,..., r,, qui ne sont pas nécessairement distinctes. On peut 
donc écrire le polynóme caractéristique sous la forme 
Z(r) = ay(r - r)(r— rj) --- (r— r,). (4) 


Les racines réelles et distinctes Si les racines de l'équation caractéristique sont réelles et 
toutes différentes, alors l'équation (1) admet n solutions distinctes е", e^',..., ез! Si ces fonc- 
tions sont linéairement indépendantes, alors la solution générale à l'équation (1) est 
"ut t nt 
у= се" cce" +... ce". (5) 
Pour établir l'indépendance linéaire de е", е?',...,е” 
une autre approche dans le probléme 40. 


" on évalue leur wronskien. On présente 


Trouvez la solution générale à 
y? « y" -7y' - y +6y=0. (6) 
De plus, déterminez la solution qui satisfait aux conditions initiales 
x0-1  y(0-0  Áy(0--2 у%0--І (7) 


et tracez son graphique. 
En supposant que y — e", on doit déterminer r en résolvant l'équation 


r-p-T)-rt620. (8) 


Les racines du polynôme sont r, = 1, r, = —1, r} = 2 et г, = —3. Par conséquent, la solution générale à 
l'équation (6) est 


у=сүе' *ce tc rcge. (9) 
Les conditions initiales (7) exigent que c,,..., с, satisfassent aux quatre équations 


C tC, G+ c= 1, 


€,—c,t*t2c,— 3с,- 0, 


(10) 
с tC;t4c4* 9с,--2, 
€, —€5 + 8c; – 2764 =-1. 
En résolvant ce systéme, on trouve 
11 5 2 1 
С = —, с = —, C3=——, Ca =——. 
| 8 ? 12 3 * 8 
Par conséquent, la solution au probléme de valeur initiale est 
ES 11 t4 5 =t 2 2t la (11) 


e e e 
8 12 3 8 


La figure 4.2.1 présente le graphique de la solution. 


1. Pendant plus de 200 ans, les mathématiciens se sont demandé si tout polynóme admettait au moins une racine. En 
1799, Carl Friedrich Gauss a démontré ce fait dans le théorème fondamental de l’algèbre, quoique sa preuve n'ait 
pas respecté les normes de rigueur actuelles. Plusieurs autres preuves ont été obtenues par la suite, dont trois par 
Gauss lui-méme. Aujourd'hui, les étudiants abordent le théoréme fondamental de l'algébre dans un premier cours 
sur les variables complexes. On obtient ce théoréme comme une conséquence de certaines propriétés essentielles des 
fonctions analytiques complexes. 
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Y 


0,5 1 


Solution au problème de valeurs initiales (6), (7): y® + у” —7у”— у +бу= 0, 
30)-1, 310-0, 370) 7-2, у”(0)=-1. 


Comme le montre l'exemple 1, l'essentiel de la résolution d'une équation différentielle linéaire 
d'ordre n à coefficients constants consiste à trouver les racines du polynóme de degré n correspon- 
dant. Si les conditions initiales sont données, on doit résoudre un systéme à n équations linéaires 
et n inconnues pour déterminer les valeurs appropriées des constantes c,,..., c,. Chacune de 
ces tâches devient beaucoup plus compliquée à mesure que n augmente ; on a donc omis les calculs 
détaillés dans l'exemple 1. Un ordinateur peut étre trés utile pour résoudre de tels problémes. 

Pour les polynómes de degrés trois et quatre, il existe des formules? similaires à la tech- 
nique de résolution des équations quadratiques, mais elles sont plus complexes. Ces formules 
donnent les valeurs exactes des racines. Les calculatrices et les ordinateurs sont souvent pro- 
grammés pour trouver les racines. Parfois, ces fonctions sont incluses dans le solveur d'équa- 
tions différentielles, de sorte que le processus de factorisation du polynóme caractéristique n'est 
pas visible et la solution à l'équation différentielle est directement obtenue. 

Si on doit factoriser le polynôme caractéristique, il existe un résultat qui est parfois utile. 
On suppose que le polynóme 


1 


n ne ыё 
ау” +ar" t:-ta,,r-*ta,-0 (12) 


est à coefficients entiers. Si r = p/q en est une racine rationnelle, où p et 4 sont premiers deux à 
deux, alors p doit être un diviseur de a, et q doit être un diviseur de a,. Par exemple, dans l'équa- 
tion (8), les diviseurs de a, sont +1 et les diviseurs de a, sont +1, +2, +3 et +6. Ainsi, les seules 
racines rationnelles possibles pour cette équation sont +1, +2, +3 et +6. On peut vérifier que 
1, –1, 2 et —3 sont des racines réelles. Dans ce cas, il n’y a aucune autre racine puisque le poly- 
nóme est du quatriéme degré. Si certaines racines sont irrationnelles ou complexes, comme c'est 
habituellement le cas, alors ce processus ne permet pas de les trouver. Toutefois, on peut réduire 
le degré du polynóme en le divisant par les facteurs correspondant aux racines rationnelles. 
Lorsque les racines de l'équation caractéristique sont réelles et distinctes, la solution géné- 
rale (5) est donc une somme de fonctions exponentielles. Pour de grandes valeurs de 1, la solu- 
tion sera dominée par le terme correspondant à la racine de valeur absolue maximale. Si cette 
racine est positive, alors les solutions deviendront non bornées de manière exponentielle. Si la 


2. On attribue la découverte de la solution à l'équation de degré trois à Scipione dal Ferro (1465-1526) vers 1500, bien 
que cette solution ait été publiée pour la premiére fois en 1545 par Girolamo Cardano (1501-1576) dans Ars Magna. 
Cet ouvrage présente aussi une solution à l'équation de degré quatre que Girolamo Cardano attribue à son élève 
Ludovico Ferrari (1522-1565). La question de savoir s'il existe des formules analogues pour les racines d'équations 
de degrés supérieurs est demeurée sans réponse pendant plus de deux siécles. En 1826, Niels Abel a démontré qu'il 
ne pouvait exister de formule générale donnant les racines d'un polynôme de degré cinq ou plus. Évariste Galois 
(1811-1832) a élaboré une théorie plus générale en 1831 mais, malheureusement, cette théorie n'a été répandue 
qu'aprés plusieurs décennies. 
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racine est négative, alors les solutions tendront vers zéro de maniére exponentielle. Finalement, 
si la plus grande racine est zéro, alors la solution tend vers une constante non nulle lorsque f aug- 
mente. Bien sûr, pour certaines conditions initiales, le coefficient du terme dominant sera nul. Le 
comportement de la solution lorsque t augmente dépend alors de la deuxiéme plus grande racine. 


Les racines complexes 51 l'équation caractéristique admet des racines complexes, celles-ci 
sont alors conjuguées, À + iu, puisque les coefficients a,, . .., a, sont réels. Si elles sont distinctes, 
la solution générale à l'équation (1) est toujours de la forme (4). Cependant, tout comme pour 
l'équation du deuxiéme ordre (voir la section 3.4), on peut remplacer les solutions à valeurs 
complexes e**?t et e4-'?' par les solutions à valeurs réelles 


e^ cos pt, e” sin ut, (13) 


qui sont les parties réelles et imaginaires de e^*'', Ainsi, méme si certaines racines de l'équa- 
tion caractéristique sont complexes, on peut encore exprimer la solution générale à l'équation (1) 
comme une combinaison linéaire de solutions à valeurs réelles. 


| Exemple2 | Trouvez la solution générale à 


у%-у-0. (14) 
Trouvez aussi la solution qui satisfait aux conditions initiales 
у(0) = 7/2,  y(0--4  )y'(0-52,  y”(0)=-2 (15) 


et tracez son graphe. 
En posant у = е”, on obtient l'équation caractéristique 


r* -1-2 (P - Dr? +10) = 0. 
Par conséquent, les racines sont г = 1, —1, i, —i et la solution générale à l'équation (14) est 
у= де + се +c, cos ttc, sin f. 
À partir des conditions initiales (15), on trouve 
c = 0, с, = 3, сз = 1/2, Ca = -1. 


Ainsi, la solution au probléme de valeur initiale est 
1 
y=3e" +7 cost-sin t. (16) 


Га figure 4.2.2 illustre le graphe de cette solution. 


| Figure 4.2.2 Solution du probléme de valeurs initiales (14), (15): y? - у= 0, у(0) = 7/2, 
у(0)--4, y"(0025/2, у”0)--2. 


Il faut noter que selon les conditions initiales (15), le coefficient с, du terme qui croît de manière expo- 
nentielle dans la solution générale est nul. Par conséquent, ce terme n'apparait pas dans la solution (16), 
qui décroit exponentiellement puis se stabilise en une solution périodique (voir la figure 4.2.2). Si on 
modifie les conditions initiales, il est possible que c, soit non nul. Le comportement de la solution est 
alors tout autre. Par exemple, si les trois premières conditions initiales demeurent inchangées et si l'on 
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P pose у”(0) = —15/8, alors la solution au probléme de valeur initiale devient 


у= Log cost E int (17) 
2 16 


Les coefficients de l'équation (17) ne différent que légérement de ceux de l'équation (16). Toutefois, 
le terme qui croit de maniére exponentielle, méme avec un coefficient relativement petit valant 1/32, 
domine complètement la solution dés que f atteint 4 ou 5. On peut le constater dans la figure 4.2.3, qui 
présente les graphes des solutions (16) et (17). 


| Figure 4.2.3 La courbe bleue représente la solution au probléme de valeur initiale (14), (15) 
et est identique à la courbe de la figure 4.2.2. La courbe noire représente la 
solution au probléme modifié, oü la derniére condition initiale est devenue 
y" (0) = -15/8. 


Les racines multiples Si les racines de l'équation caractéristique ne sont pas distinctes, 
alors l'expression (5) ne donne plus la solution générale à l'équation (1). On se rappelle que si r, 
est une racine multiple de l'équation linéaire du deuxième ordre ауу” + ау + a,y = 0, alors les 
deux solutions linéairement indépendantes sont e™ et re". Pour une équation d'ordre n, si r = r, 
est une racine de multiplicité s (ой s € n) de Z(r) = 0, alors 


rit 


2$ 5-1 
e", te", t^e", ОЯ te" (18) 


sont les solutions correspondant à l'équation (1). Le probléme 41 est une démonstration de cet 
énoncé, qui est valide peu importe si la racine multiple est réelle ou complexe. 

Notez qu'une racine complexe peut étre multiple seulement si l'équation différentielle (1) 
est d'un ordre supérieur ou égal à quatre. Si une racine complexe À + iu est répétée s fois, 
la racine complexe conjuguée À — iu est aussi répétée s fois. On peut trouver 25 solutions à 
valeurs réelles, qui correspondent à ces 25 solutions à valeurs complexes, en notant que les par- 
ties réelles et imaginaires de e*t, теді || [519 i?! sont aussi des solutions linéairement 
indépendantes: 


e^ COS Lf, e^ sinut, te^ COS Lf, te^ sin Lt, 


. te” cosut, — t" e^ sinut. 


Par conséquent, on peut toujours exprimer la solution générale à l'équation (1) comme une com- 
binaison linéaire de n solutions à valeurs réelles. 


Trouvez la solution générale à 
y? +2у”+у=0. (19) 
L'équation caractéristique est 
r* «2r? +1= (r? e Dr? +10) = 0. 


Les racines sont r = i, i, —i, —i, et la solution générale à l'équation (19) est 


y-c,cost-coc, sin t cf cos f t ct sin f. 
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Pour déterminer les racines du polynóme caractéristique, on peut devoir trouver des racines 
cubiques, quatriémes, et méme d'ordre plus élevé d'un nombre possiblement complexe. En géné- 
ral, on peut y arriver en utilisant la formule d'Euler, e" = cost + isint,etles règles données à la 
section 3.4. L'exemple 4 illustre cette situation. 


Exemple 4 Trouvez la solution générale à 


y? +y=0. (20) 


L'équation caractéristique est 
r* 31-0. 
Pour résoudre l'équation, on doit trouver les racines quatriémes de —1, qui est le nombre complexe 
—1 + Oi. Sa longueur est 1, et son argument est x. Ainsi, 
-]2cosz-isinz-e". 
Comme la période du cosinus et du sinus est de 27, on a 
—1= cos(z + 2mz) +і sin(zt + 2тл) = eC?" 

oü m est un entier quelconque. Ainsi, 

Туе cos + "л +i сЕ + Me) 

4 2 4 2 
On obtient les quatre racines quatriémes de —1 en posant m = 0, 1, 2 et 3. Ces racines sont 
1-і —1+i -l-i 1-і 

Il est facile de vérifier que pour toute autre valeur de т, on retombe sur une de ces quatre racines. Par 
exemple, si m = 4, on obtient (1+ 1)/ 2. La solution générale à l'équation (20) est 


t ККЕ: - t . d 
у= ea COS — +С) Sin Le ЕС COS —+c,sin +) (21) 


v2 v2 42 42 


L'obtention de toutes les racines d'un polynôme est ardue, même à l'aide d'un ordinateur. 
Par exemple, il peut étre difficile de déterminer si deux racines sont égales ou trés voisines l'une 
de l'autre. Il convient de se rappeler que la forme de la solution générale est différente dans ces 
deux cas. 

Si les constantes а,, а,,..., a, dans l'équation (1) sont des nombres complexes, la solution 
à l'équation (1) est encore de la forme (4). Cependant, dans ce cas, les racines du polynôme 
caractéristique sont en général des nombres complexes. Il n'est alors plus vrai que le conjugué 
d'une racine est aussi une racine. En conséquence, les solutions correspondantes sont à valeurs 


complexes. 

Problémes 

E Dans les problèmes 1 à 6, exprimez le nombre complexe sous la forme R(cos 0 + i sin Ө) = Ке. 
11-і 2. -1+V3i 
3. -3 4. -і 
5. ү3-і 6. -1-i 


ш Dans les problèmes 7 à 10, suivez la démarche présentée à l'exemple 4 pour déterminer les racines du 
nombre complexe. 


7. 1^ 8. (1-2 
9, 114 10. [2(cos л/3-кі sin z/3)]!? 
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P Dans les problèmes 11 à 28, trouvez la solution générale à l'équation différentielle. 


Пп. у”-у”-у+у=0 12. у”-3у 3у-у-0 

13. 2y"—4y" -2y' c Ay Z0 14. y? - Ay" c 4y" 30 

15. у®+у=0 16. у®—5у”+4у=0 

17. у9-3уФ-3у”-у-0 18. у9-у”-0 

19. у9-3уФ-3у”-3у”2у-0 20. y® —8y =0 

21. у +8y% + 16у= 0 22. y9 +2у"+у=0 

23. у" –5у" +3у+у=0 24. у”+5у'+бу +2у=0 
@ 25. 18y" -21y" -14y' +4у= 0 © 26. y? – 7у” - 6y" - 30y/ -36y 20 
© 27. 12у +31у” + 75y" - 37y +5y=0 © 28. y? +6y”+17y"+22y 414y 20 


ш Dans les problèmes 29 à 36, trouvez la solution au probléme de valeur initiale et tracez son graphe. 
Comment la solution se comporte-t-elle lorsque t — o»? 


© 29. y" y' =0; y(0)=0,  y(0-L  y”(0)=2 

©30. y +y=0; y(0)=0,  y(0)=0, у%0--іІ  y”(0)=0 

(31. у%-4у”-4у”-0; УХ )--,  y(D=2, у'@=0, у”@=0 

©32. у”-у «y -y=0; x022,  y(0)=-1,  y”(0)=-2 

©33. 2y® - y” -9y”+4y +4y=0; у(0)=-2, (0-0, у%0--2  y"(0-0 
(934. 4y” +y +5y=0; у(0)-2,  y(0)=1,  y”0)=-1 

(935. 6y” +5y”+y =0; y(0) = —2, y'(0) = 2, y”(0)= 0 

©36. y'? c 6y" £17y" - 22y' +14y= 0; y(0)=1,  y(0)=-2, у”(0)-0, у”(0)-3 


37. Montrez qu'on peut écrire la solution générale à y? — y = 0 sous la forme 


y-c,cost-c,sin 1+ c4cosh t 4 c,sinh t. 


Déterminez la solution qui satisfait aux conditions initiales y(0) = 0, y'(0) = 0,y"(0) = 1,y"(0) 2 1. 
Pourquoi est-il approprié d'utiliser les solutions cosh t et sinh f plutôt que е! есе”? 


38. Considérez l'équation y ? — y = 0. 
a) Utilisez la formule d'Abel (voir le probléme 20 d) de la section 4.1) pour trouver le wronskien 
d'un ensemble fondamental de solutions à l'équation donnée. 
b) Déterminez le wronskien des solutions e', е”, cos t et sin t. 
с) Déterminez le wronskien des solutions cosh f, sinh 7, cos t et sin t. 


39. Considérez le systéme masse-ressort (voir la figure 4.2.4 à la page suivante) constitué de deux 
objets suspendus à des ressorts dont les constantes de raideur sont respectivement 3 et 2. Supposez 
qu'il n'y a pas d'amortissement dans le systéme. 


a) Montrez que les déplacements и, et и, des objets depuis leurs positions d'équilibre respectives 
satisfont aux équations 
иү t5u, = 2u,, и) t2u,-2u. () 
b) Résolvez la première des équations (i) pour u,, puis effectuez une substitution dans la deuxième 
équation afin d'obtenir l'équation du quatriéme ordre pour u, suivante: 
ut? + 7и” +6u, = 0. (ii) 
Trouvez la solution générale à l'équation (11). 
€) Supposez que les conditions initiales soient 
u,(0) = 1, и|(0) = 0, u,(0) = 2, u,(0)= 0. (ii) 


Utilisez la première des équations (1) et les conditions initiales (iii) afin d'obtenir les valeurs 
de u; (0) et de и” (0). Ensuite, montrez que la solution à l'équation (ii) qui satisfait aux quatre 
conditions initiales s'appliquant à и, est u,(f) = cos t. Montrez que la solution correspon- 
dante и, est u,(f) = 2 cos t. » 
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40. 


41. 


Id TITIO бусійте masse-ressort à deux degrés de liberté. 


d) Maintenant, supposez que les conditions initiales soient 
ш(0)--2, ш(0) = 0, и„(0) = 1, u,(0) = 0. (iv) 


Suivez la même démarche qu’à la partie c) pour montrer que les solutions correspondantes 
sont 


u(t) = -2 cos V6t et и„(ї) = cos Үбі. 


e) Les solutions obtenues aux parties c) et d) décrivent deux modes distincts de vibration. Dans 
la première solution, la fréquence du mouvement est de 1 et les deux objets bougent en phase, 
se déplaçant simultanément vers le haut ou vers le bas. Le deuxième mouvement a une fré- 
quence de 1/6 et les mouvements des objets sont déphasés : l'un se déplace vers le bas, tandis que 
l'autre se déplace vers le haut et inversement. Avec d'autres conditions initiales, le mouvement 
des objets est une combinaison de ces deux modes. 

Dans ce probléme, on montre que si r4, . . ., r, sont des réels distincts, alors les fonctions елен 

sont linéairement indépendantes pour —ee < f < œ. Ainsi, оп considère la relation 


aU WELL А 
се" bee" —0, -юо<1<о (1) 
et on montre que toutes les constantes doivent étre nulles. 


r 


a) Multipliez l'équation (i) раге" et dérivez-la par rapport à ѓ pour obtenir 


с, (ғ, -n jet dece (ғ, _ re 7"! -0. 


—(G2-rnt 


b) Multipliez le résultat de la partie а) par e et dérivez-le par rapport à f pour obtenir 


сз) — п)е e e, (7, rr,  )e ?” = 0. 


€) Poursuivez la démarche des parties a) et b) pour en venir à obtenir 
cr, ri (n T n)e m! = 0. 
Ainsi, c, — 0 et, par conséquent, 
c£" oe, пет! = 0. 


d) Répétez le raisonnement précédent pour montrer que с, = 0. De Іа méme manière, il s'ensuit 
rit 


que c, , —::-— c, = 0. Ainsi, les fonctions e'",... ,e€"' sont linéairement indépendantes. 
Dans ce probléme, on présente une manière de montrer que si r= г, est une racine de multiplicité s 
du polynôme caractéristique Z(r), alors e", te", . .., 1" е" sont des solutions à l'équation (1). Ce 
probléme étend aux équations d'ordre n la méthode servant à résoudre les équations du deuxième 
ordre présentée dans le probléme 22 de la section 3.5. On commence avec l'équation (2) du texte, 


L[e"]- e"Z(r), © 
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et on la dérive plusieurs fois par rapport à ғ, en posant r = ғ, aprés chaque dérivation. 


a) Notez que si ғ, est une racine de multiplicité s, alors Z(r) = (r — r,)' q(r), où q(r) est un poly- 
nóme de degré n — s et q(r,) = 0. Montrez que Z(n), 2" (),..., (и) sont tous nuls, mais 
que 2% (n) = 0. 

b) En dérivant l'équation (1) plusieurs fois par rapport à r, montrez que 

9 
дг 


L[e"]- ц 9 4 L[te"'], 
or 


5-1 


or?! 


L[e”] - дрот) 


с) Montrez que e", te". .., t* le"! sont des solutions à l'équation (1). 


La méthode des coefficients 
indéterminés 
On peut obtenir une solution particulière Y à l'équation linéaire du n-iéme ordre non homogène 
à coefficients constants 


L[y]7 a, y? tay"? "ees +а, у +а,у= g(t) (1) 


à l'aide de la méthode des coefficients indéterminés à condition que g(#) soit simple. Bien que 
la méthode des coefficients indéterminés ne soit pas aussi générale que celle de la variation des 
paramétres (voir la prochaine section), elle est habituellement plus facile à utiliser quand elle 
est applicable. 

Tout comme pour l'équation linéaire du deuxiéme ordre, si on applique l'opérateur dif- 
férentiel linéaire à coefficients constants L sur un polynôme At” +Af""+...+ А, sur une 
fonction exponentielle е“, sur sin Br ou sur cos fit, le résultat reste respectivement un polynôme, 
une fonction exponentielle ou une combinaison linéaire de sinus et de cosinus. Par conséquent, 
si g(f) est une somme de polynómes, d'exponentielles, de sinus et de cosinus ou des produits de 
telles fonctions, on peut s'attendre à pouvoir trouver Y(t) en choisissant une combinaison appro- 
priée de polynómes, d'exponentielles et ainsi de suite, multipliée par certaines constantes indé- 
terminées. On trouve ensuite les valeurs constantes de sorte que l'équation (1) soit satisfaite. 

La principale différence dans l'utilisation de cette méthode pour les équations d'ordre élevé 
réside dans le fait que les racines du polynóme caractéristique peuvent étre d'une multiplicité 
supérieure à deux. Par conséquent, on peut devoir multiplier les fonctions introduites par des puis- 
sances élevées de t en se basant sur la partie non homogène de la solution. On peut ainsi les dis- 
tinguer des termes dans la solution à l'équation homogène correspondante. Les exemples ci-après 
illustrent cette démarche. Dans ces exemples, on a omis plusieurs étapes algébriques simples, car 
le but principal est de montrer la manière d'arriver à la forme correcte de la solution présumée. 


Trouvez la solution générale à 
y" —3y" - 3y' - у= 4e". (2) 
Le polynôme caractéristique de l'équation homogène correspondant à l'équation (2) est 


г? -3r? &3r- 12 (r- y^. 


Donc, la solution générale à l'équation homogène est 


y, (t) = ce tete + cote. Q) b 
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» Pour trouver une solution particulière Y(f) à l'équation (2), on pose d'abord Y(f) = Ae'. Comme e', 
te' et Ре! sont des solutions à l'équation homogène, on doit multiplier le choix initial de la solution 
particulière par г. En conséquence, on posera Y(t) = Afe', où A est un coefficient indéterminé. Pour 
déterminer A, on dérive Ү(4) trois fois, on la substitue avec ses dérivées dans l'équation (2), puis on 
regroupe les termes dans l'équation résultante. On obtient ainsi 


6Ae'= 4e'. 


Donc, À = 2/3, et la solution particulière est 
2 
Ү() = re. (4) 
3 
La solution générale à l'équation (2) est la somme de y, (7) et de Ү(4). 


2 
у= се! t cyte' + cel + 217 


| Exemple2 | Trouvez une solution particulière à l'équation 


y? -2y" - y 23sint—5cost. (5) 
On a trouvé la solution générale à l'équation homogène dans l'exemple 3 de la section 4.2, soit 
y, (t) = c, cos t t c, sin t t c4f cos t+c,t sin f, (6) 


qui correspond aux racines r = i, i, —i et —i du polynôme caractéristique. On pose d'abord comme solu- 
tion particulière Y(f) = A sin t + B cos f, puis on doit la multiplier par г afin de la distinguer de toutes 
les solutions à l'équation homogène. On aboutit donc à 


Y( = Ar’ sin t+ Bi? cos t. 


On dérive ensuite Y(r) quatre fois, on substitue la fonction et ses dérivées dans l'équation différen- 
tielle (4) et on regroupe les termes pour obtenir 


—8Asint—8B cost = 3 sin t— 5 cos t. 


Ainsi, А- À B = et la solution particulière à l'équation (4) est 


ү) = -zr sin rear cos t. (7) 


Si g(t) comporte plusieurs termes, il est souvent plus facile, en pratique, de calculer séparé- 
ment la solution particulière correspondant à chaque terme dans g(t). Comme pour l'équation 
du deuxième ordre, la solution particulière au probléme global est la somme des solutions par- 
ticuliéres aux problémes individuels. L'exemple suivant illustre ce cas. 


| Exemple3 | Trouvez une solution particuliére à 


y" - 4у = te 3cos te e ?', (8) 


On résout d'abord l'équation homogène. L'équation caractéristique est ғ? — 4r = 0, et les racines 

du polynôme sont 0, +2. Ainsi, 
y, (D c tee” + ce ы 
On obtient une solution particuliére à l'équation (8) en additionnant les solutions particuliéres aux 
équations différentielles 
y"- 4у =t, y"- 4у =3 cos 1, y"- 4у - e”. 

Notre choix initial pour une solution particulière Y (f) à la première équation est Aot + A, et, du fait 
que la solution à l'équation homogène comporte un terme constant, on multiplie ce choix par t. Ainsi, 


Y (t) = (Aot + Ai). 
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> Pour la deuxième équation, on pose 
Y, (t)= В cost+C sint, 


et il n'est pas nécessaire de modifier ce choix initial de solution puisque cos f et sin / ne sont pas des 
solutions à l'équation homogène. Finalement, pour la troisième équation, puisque e ?' est une solution 
à l'équation homogéne, on pose 
a) 
Ү,(0) = Ete ^. 


Les constantes sont déterminées en effectuant les substitutions dans les équations différentielles indi- 


viduelles. On obtient A, = -1, A =0,В=0,С = : et E = 3 Par conséquent, une solution particu- 


lière à l'équation (8) est 


1 1 
Y()- - zr -Š sinr ste, (9) 


Vous devriez garder à l'esprit que les opérations nécessaires pour déterminer les coef- 
ficients appropriés sont fastidieuses quand les équations sont d'ordre élevé, particuliérement 
quand le terme non homogéne est complexe. Un calculateur symbolique est alors fort utile pour 
les exécuter. 

Il est possible d'utiliser la méthode des coefficients indéterminés lorsqu'on peut deviner une 
forme appropriée pour Y(t). Cependant, en général, on ne peut pas l'employer si les équations 
différentielles ne sont pas à coefficients constants ou si les termes non homogènes diffèrent de 
ceux qui ont été décrits plus tót. Dans le cas de problémes plus complexes, on peut utiliser la 
méthode de variation des paramétres, qui sera introduite dans la section suivante. 


Problémes 

ш Dans les problèmes 1 à 8, déterminez la solution générale à l'équation différentielle. 
1. у”-у”-у-у-2е7-3 2. уй y Z 31+ cost 
3. y" y" y M y-e' +47 4. y" —y' 2sint 
5. y9 -4y 2n. el 6. y + 2y" E y 2 3 + cos 27 
7. y94 y" = 8. y? + y" = sin2t 


ш Dans les problèmes 9 à 12, trouvez la solution au probléme de valeur initiale. Ensuite, tracez le graphe 
de la solution. 


© 9. y”+4y =t, — y0-2y(0-0, у(0-і 


Ф 10. y? -2y" e y 23r 4, y(0) = у(0)-0, y'(0) = y"(0) 21 
1 
911. y"-3y'«2y =t+e,  y(0)=1, — y(0- B y”(0)= - 
(612. yP - 2y" + y" -8y -12y=12sint-e", у(0) 23, y'(0) = 0, 
y(0-2-L  y”(0)=2 


ш Dans les problèmes 13 à 18, déterminez une forme appropriée pour Y(f) si vous devez utiliser la 
méthode des coefficients indéterminés. Ne tentez pas de trouver les valeurs des constantes. 


13. y"-2y' ку = 4 2e' 14. y"— y' = te! -2cost 
15. y? -2y" & yz e' csint 16. y? - 4y" = sin2t* te' +4 
17. y? С у” – у" + у = t +4+tsint 18. y? + 2y" + 2y" - 3e! к е ке” sinf 


19. Considérez l'équation différentielle linéaire d'ordre n non homogène 


ауу? + a y" D Tectay- g(t), > 
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» ой ау... а, sont des constantes. Vérifiez que si g(t) est de la forme 
e" (byt" ++ bp), 
alors la substitution y = e% (f) réduit l'équation précédente à la forme 


Ки? + ku 7 e ои bot" b 


m? 


où K,,..., k, sont des constantes. Déterminez К, et k, en termes des a et de œ. Pour trouver une 
solution particulière à l'équation originale, on obtient le probléme plus simple consistant à déter- 
miner une solution particuliére à une équation à coefficients constants dont le terme non homo- 
gène est polynomial. 


ш La méthode de l'annihilateur Dans les problèmes 20 à 22, оп considère une autre facon d'obtenir 
la forme appropriée de Y(t) à utiliser avec la méthode des coefficients indéterminés. La démarche 
est basée sur l'observation selon laquelle les termes exponentiels, polynomiaux ou sinusoidaux (ou 
les sommes ou les produits de ces termes) peuvent étre considérés comme des solutions à certaines 
équations différentielles linéaires homogènes à coefficients constants. Le symbole D signifie d/dt. Par 
exemple, е” est une solution à (D + 1)y = 0. L'opérateur différentiel D + 1 annihile (ou il est un «anni- 
hilateur de») е”. De même, D? + 4 est un annihilateur de sin 27 ou de cos 21, (D — 3? = D? - 6D +9 
est un annihilateur de e? ou de te”, et ainsi de suite. 


20. Montrez que le produit d'opérateurs différentiels linéaires à coefficients constants est commutatif. 
Cela signifie que 


(D-ayD-b)f -(D-by)(D-a)f 
pour toute fonction f au moins deux fois différentiable et quelles que soient les constantes a et b. 
Le résultat peut étre généralisé peu importe le nombre (fini) de facteurs. 
21. Considérez le probléme qui consiste à trouver la forme de la solution particulière Y(t) à 
(D—2) (D 4 DY -3e? – te”, G) 
où le premier membre de l'équation correspond à la factorisation du polynôme caractéristique. 


a) Montrez que D — 2 et (D + 1)?, respectivement, sont des annihilateurs des termes du second 
membre de l'équation (i), et que la combinaison (D — 2)(D + 1)? annihile simultanément les 
deux termes du second membre de l'équation (1). 

b) Appliquez l'opérateur (D — 2)(D + 1)? à l'équation (i) et utilisez le résultat du probléme 20 
pour obtenir 


(D-2ÿ (D41yY -0. (ii) 
Ainsi, Y est une solution à l'équation homogène (ii). En résolvant l'équation (ii), montrez que 
Y(t) = се + сие + c0? сце +e” +ске" o cue, (ii) 

où c,,..., c; sont des constantes qui restent à déterminer. 


c) Comme e”, te”, te” et e” sont des solutions à l'équation homogène correspondant à l'équa- 
tion (1), ces fonctions sont superflues dans la résolution de l'équation non homogéne. Donc, 


posez су, с, c, et c, égaux à zéro dans l'équation (iii) pour obtenir 
3,2 - 2,- А 
Ү()= сиге t cgte ‘+ct'e 3 (iv) 


ce qui correspond à la forme de la solution particuliére Y à l'équation (4). On peut trouver les 
valeurs des coefficients c,, с, et c, en substituant l'expression de l'équation (iv) dans l'équation 
différentielle (1). 


ш Résumé Soit 
L(D)y = g(t), (1) 


ой L(D) est un opérateur différentiel linéaire à coefficients constants et g(t) est une somme ou un 

produit de termes exponentiels, polynomiaux ou sinusoidaux. Pour trouver la forme de la solution 

particulière à l'équation (1), vous pouvez procéder comme suit. 

a) Trouvez un opérateur différentiel H(D) à coefficients constants qui annihile g(t), c'est-à-dire un 
opérateur tel que H(D)g(t) = 0. 
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b) Appliquez H(D) à l'équation (1) pour obtenir 
H(D)L(D)y = 0, (i) 


qui est une équation homogène d'ordre élevé. 

c) Résolvez l'équation (ii). 

d) Éliminez de la solution trouvée à l'étape a) les termes qui apparaissent aussi dans la solution à 
L(D)y - 0. Les termes restants constituent la forme appropriée de la solution particuliére de 
l'équation (1). 

22. Utilisez la méthode de l'annihilateur pour trouver la forme de la solution particulière Y(t) à cha- 
cune des équations des problémes 13 à 18. Ne tentez pas d'évaluer les coefficients. 


EY La méthode de variation des paramètres 


La méthode de variation des paramétres servant à déterminer une solution particuliére à l'équa- 
tion différentielle linéaire d'ordre n non homogène 


L[y] 7 y? + p (Dy +--+ p, (бу + p, (Dy = gA) (1) 


est une extension directe de la méthode pour l'équation différentielle du deuxiéme ordre (voir 
la section 3.7). Comme on l'a vu plus tót, pour utiliser la méthode de variation des para- 
métres, on doit d'abord résoudre l'équation différentielle homogéne correspondante. Cela peut 
s'avérer difficile à moins que les coefficients ne soient constants. Cependant, la méthode de 
variation des paramètres est plus générale que la méthode des coefficients indéterminés, car 
elle conduit à une expression pour la solution particuliére à toute fonction continue g, tandis 
que la méthode des coefficients indéterminés est restreinte, en pratique, à une classe limitée 
de fonctions g. 

Par exemple, on suppose que l'on connait un ensemble fondamental de solutions y,, у,,..., y, 
à l'équation homogène. Alors, la solution générale à celle-ci est 


y, (t) = ey G)o ey, (f) 9 + ey, (t). (2) 


La méthode de variation des paramétres servant à déterminer une solution particuliére à l'équa- 
tion (1) repose sur la possibilité de déterminer n fonctions и, и,,..., и, telles que Y(f) soit de la 
forme 


Y(r) = и, G)y (0) + uy) * +и, (у, O. (3) 


Puisqu'il y a n fonctions à déterminer, on doit préciser n conditions. L'une d'elles est que Y doit 
satisfaire à l'équation (1). Les n — 1 autres fonctions sont choisies pour simplifier les calculs 
le plus possible. Puisqu'une simplification dans la détermination de Y est peu probable si on 
doit résoudre des équations différentielles d'ordre élevé pour u,,..., и,, il est normal d'imposer 
des conditions pour supprimer les termes qui conduisent à des dérivées d'ordre supérieur de 
Шах» Ts À partir de l'équation (3), on obtient 


Ү"-(шу  u5y5 t uy) + (иу, + иу, t bu у„), (4) 


ой on a omis la variable indépendante т dont dépend chaque fonction de l'équation (4). Par 
conséquent, on impose une premiére condition, soit 


шу, Uy; +-+ uy, = 0. 6) 
Il s’ensuit que l'expression (4) représentant Y' est réduite à 


Ү"-шу tuy +++ и„у,. (6) 
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On continue en calculant les dérivées successives У”,..., Y "^". Aprés chaque dérivation, on 
pose la somme des termes contenant les dérivées de u,,...,u, égale à zéro. Ainsi, on obtient 
n — 2 conditions supplémentaires similaires à l'équation (5), c'est-à-dire 


шу? uy tek, -0,  m=1,2,...,n=2. (7) 

En raison de ces conditions, il s'ensuit que les expressions représentant У”,..., Y "^" sont 
réduites à 

y? = uy uy coq qp ym m -—2,3,...,n- l. (8) 


Enfin, on doit imposer la condition où Y est une solution à l'équation (1). En dérivant Y? à 
partir de l'équation (8), on obtient 


Y? = (щу +... ни, у) + Qype uL yt), (9) 


Pour satisfaire à l'équation différentielle, оп remplace Y et ses dérivées dans l'équation (1) à 
partir des équations (3), (6), (8) et (9). Ensuite, on regroupe les termes contenant chacune des 


fonctions y,,...,y, et leurs dérivées. П s'ensuit alors que la plupart des termes de l'équation 
sont éliminés, car chacune des fonctions у,,... , y, est une solution à l'équation (1) et, par consé- 
quent, L[y;] 2 0, i= 1, 2,..., n. Les termes restants donnent la relation 
п-1 n-l п-1 
шу” иу шу” = 8. (10) 


L'équation (10), jumelée avec les n — 1 équations (7), donne un système à n équations linéaires 


Ж 


non homogènes et n inconnues и|,ш2,..., и”: 


n 
Уш + уи, t t уи, = 0, 
LA ы ГА , t à 
Уш + уи +... + у,и, = 0, 


ЖА Ў ғ. ЖІ 


Уш + узи; +++ yu, = 0, (11) 


Yr Mit Y. =g. 

Le système (11) est linéaire en uj... , и. Si on résout ce système et qu'on intègre les expres- 
sions résultantes, on peut obtenir les coefficients и,..., и,. Une condition suffisante pour qu'il 
existe une solution au systéme d'équations (11) est que le déterminant de la matrice des coeffi- 
cients doit être non nul pour tout t. Comme ce déterminant est précisément (у, y,,..., y,), il 
n'est jamais nul car y,,..., y, sont des solutions linéairement indépendantes à l'équation homo- 
gène. On peut ainsi déterminer и/,...,и'. À partir de la règle de Cramer, on trouve la solution 
au systéme d'équations (11) selon 


wg. шарф. m (12) 
W(t) 
Ici, W(t)  W(y,, y,..... y, X0), et W, est le déterminant obtenu en remplaçant la m-ième colonne 
de W par la colonne (0, 0,..., 0, 1). Une solution particulière à l'équation (1) est donc donnée par 
1 ' g()W, (s) 
Y(t) = > y, (0) ds, (13) 
> 10 W(s ) 


où f, est arbitraire. Bien que cette démarche soit simple, les calculs impliqués par l'équation (13) 
sont fort complexes lorsque n est élevé. Dans certains cas, on peut les simplifier en utilisant 
l'identité d'Abel (voir le probléme 20 de la section 4.1). 


W() = WO,.....y,0 = eep|- / рб) a 


On détermine la constante c en évaluant W en un point approprié. 
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Sachant que y, (f) = é, у, (t) = te' егу, (t) = e” sont les solutions à l'équation homogène correspondant à 
y"-y'-yty-sg(. (14) 


déterminez une solution particuliére à l'équation (14) en termes d'intégrale. 
On utilise l'équation (13). D'abord, on a 


e te e 


W(t) 2W(e',te',e')t)-e . (t-De' —e |. 
ес (1+2)е е" 


On extrait du déterminant les facteurs е! des deux ргетіёгеѕ colonnes et le facteur е” de la troisiéme 
colonne. On obtient 


1 t 1 
М(д-ейр 1-1 -ДЦ, 
1 ї+2 1 


Еп soustrayant la première ligne des deuxième et troisième lignes, on obtient 


bog d 
W()2e'0 1 -2l 
0 2 0 


Finalement, en évaluant le dernier déterminant à partir des mineurs associés à la premiére colonne, 
ona 


W(t) = 4е'. 
Ensuite, 
0 te' е" 
М(д-(0 (+ е -e*. 
1 (t-2e е" 


En utilisant les mineurs associés à la premiére colonne, on obtient 


te! as i 
W(t) = ; P --2t-]. 
(t-De' —e 
De la méme manière, 
е е" Ф m 
е е 
№, (t) |e' 0 =e“ =- : к= 2 
е! 1 e” ‚Ж 
et 
e' те! 0 
1 Ж 
1 1 е te 2t 
W(t) = (е (1+ е 0|= ; Де. 
e  (t+2)e' 1 (epe 


En substituant ces résultats dans l'équation (13), on a 
! t t 2s 
-1-2 2 
vo- f =) вне f 809) asse” f £e 2: 
% 4е n 4e n 4 


=- / le^ [-1+2(- 5)]+е (}g(s) ds. (15) 


Selon la fonction spécifique g(t), il ne sera peut-être pas possible d'évaluer les intégrales de l'équa- 
tion (15) en termes de fonctions élémentaires. 
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Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 6, utilisez la méthode de variation des paramètres pour déterminer la solution 
générale à l'équation différentielle. 


1. y"-y'-tant, | -z/20«t«z/2 2. y”-y =t 
3. y" -2y" - y 4 2yz е“ 4. y" — y zsect, —-nznl2«t«mnl2 
5. y"-y' cy -yce"sint 6. y? -2y" t ycsint 


ш Dans les problèmes 7 et 8, trouvez la solution générale à l'équation différentielle. Laissez votre réponse 
en termes d'au moins une intégrale. 


7. y" - y" cy – у= sect, -лЛ/2<і<л/2 
8. y"—y'-csct, 0<і<л 


ш Dans les problèmes 9 à 12, trouvez la solution au probléme de valeur initiale, puis tracez un graphe de 
la solution. 


© 9. у”-у -весі, y(0) = 2, y(0) 21, (0) = -2 
© 10. y +2y”+y=sint, — y(022, у(0-0,  Áy"0--L у”()-і 
Q1. у”-у+у-у=ѕес,  y(0)=2, у(0--,  у7(0)=1 
(912. у”-у-всвсг, y(x/2) = 2, y (1/2) = 1, y"(n/2) = -1 
13. Sachant que x, x? et 1/х sont des solutions à l'équation homogène correspondant à 


3 n 


xy” + x?y" – 2ху  2y x 2x", x»0, 


déterminez une solution particulière. 


14. Trouvez une solution particulière à l'équation différentielle en termes d'intégrales 
У”-у'+у—-у=в(@). 


15. Trouvez une solution particulière à l'équation différentielle en termes d'intégrales 
y? - y- g0). 

Suggestion: Les fonctions sin f, cos f, sinh f et cosh t constituent un ensemble fondamental de 

solutions à l'équation homogéne. 
16. Trouvez une solution particulière à l'équation différentielle en termes d'intégrales 

y^ 33 «3y ye g(t). 

Si g(t) = 1 2е!, déterminez Y(t). 

17. Trouvez une solution particuliére à l'équation différentielle en termes d'intégrales 
3 m 


x° y" — 3x? y" + 6xy' — бу = g(x), x »0. 


Suggestion: Vérifiez que x, x? et x? sont des solutions à l'équation homogène. 
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CHAPITRE 5 


Les systemes d'équations 
linéaires du premier ordre 


lusieurs problèmes en physique comportent un certain nombre d'éléments distincts reliés 

entre eux, par exemple dans les circuits électriques et en mécanique classique. Dans de 

tels cas, le probléme mathématique correspondant est constitué d'un systéme qui com- 
prend au moins deux équations différentielles qu'on peut toujours réécrire en termes d'équations 
du premier ordre. Dans ce chapitre, nous aborderons essentiellement les systémes d'équations li- 
néaires du premier ordre au moyen des techniques élémentaires de l’algèbre linéaire. À bien 
des égards, ce chapitre suit la méme démarche que celle utilisée pour étudier les équations 
linéaires du deuxiéme ordre au chapitre 3. Nous aborderons la stabilité et la linéarisation des 
systémes non linéaire à la fin du chapitre. 


EX Introduction 


Les systèmes d'équations différentielles ordinaires interviennent dans les problèmes incluant 
plusieurs variables dépendantes, chacune d’elles étant une fonction d’une même variable indé- 
pendante. La variable indépendante sera notée 1 et les variables dépendantes x,, х,, x,,...sont 
des fonctions de t. La notation x; indiquera la dérivée de x; par rapport à t. 

On considére le systéme masse-ressort illustré à la figure 5.1.1. Les deux objets se déplacent 
sur une surface (on néglige l'amortissement) sous l'influence de forces externes Ё (7) et F,(r) et 
sont contraints par les trois ressorts caractérisés respectivement par les constantes ЁК, k, et k}. 
À l'aide d'arguments similaires à ceux qui ont été avancés à la section 3.8, on trouve les équa- 
tions suivantes régissant les déplacements respectifs x, et x, des objets: 


а?х 
m, d —k(x,—x)-kx, +F (t) 
——(Kk + k,)x, + kx, + F (t), (1) 
а?х 
т, T =—k,x, — k, (x, — x) F, (t) 


= kx, — (k,  k)x, + F, (t). 


La construction des équations (1) apparaît au problème 17. 


EASE Système masse-ressort à deux degrés de liberté. 
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Ensuite, on considére un circuit RLC branché en parallele (voir la figure 5.1.2). Soit V la chute 
de tension aux bornes du condensateur et / le courant passant par l'inducteur. En se reportant 
à la section 3.8 et au probléme 19 de la présente section, on peut montrer que la tension et le 
courant sont régis par le systéme d'équations 


d! V 
dt L’ 

2 
dV p yv в 
dt C RC. 


ой L est l'inductance, C la capacitance et К la résistance. 


C 


Circuit RLC branché en paralléle. 


Comme dernier exemple, on peut mentionner le probléme proie-prédateur qui, en écologie, 
est fondamental du point de vue mathématique. Soit H(f) et P(t) les populations au temps ғ de 
deux espèces dont l'une est la proie (P) et l'autre le prédateur (Н). Par exemple, Р() et H(A 
peuvent représenter respectivement soit le nombre de renards et de lapins dans une forét, soit 
le nombre de perches et de crapets (qui sont consommés par les perches) dans un étang. Sans 
proies, le nombre de prédateurs diminuera et sans prédateurs, le nombre de proies augmentera. 

Vers 1925, Lotka et Volterra ont introduit un modéle mathématique montrant la facon de 
préserver un équilibre écologique quand les deux espèces sont présentes. Le modèle est consti- 
tué du systéme d'équations différentielles 


dH dt = a,H — b,HP, 
dPldt=-a,P+b,HP, 


appelé équations proie-prédateur. Dans les équations (3), le coefficient a, est le taux de natalité 
dans la population Н, et a, est le taux de mortalité dans la population P. Les termes HP dans les 
deux équations modélisent l'interaction entre les deux populations. On suppose que le nombre 
de rencontres entre les prédateurs et les proies est proportionnel au produit des tailles des popu- 
lations. Puisque cette rencontre tend à étre favorable pour le prédateur et défavorable pour la 
proie, le signe du terme HP est négatif dans la première équation et positif dans la seconde. Les 
coefficients b, et b, sont les coefficients d'interaction entre le prédateur et la proie. 

Les systémes d'équations du premier ordre sont aussi importants dans l'étude des équa- 
tions d'ordre plus élevé, car celles-ci peuvent toujours étre ramenées à de tels systémes. Cette 
transformation est généralement nécessaire si on prévoit utiliser une approche numérique. En 
effet, presque tous les logiciels permettant d'obtenir des solutions numériques sont conçus pour 
résoudre les systémes d'équations du premier ordre. L'exemple suivant illustre la facilité avec 
laquelle on peut effectuer cette transformation. 


(3) 


| Exemple | Le mouvement d'un systéme masse-ressort (voir l'exemple 3 de la section 3.8) est décrit par l'équation 
différentielle du deuxiéme ordre 


u^ + 0,125u' +и= 0. (4) 


Réécrivez cette équation sous la forme d'un systéme d'équations du premier ordre. 
Soit x, = u et x, = и”. Alors, x, = x;. De plus, и” = x5. Par conséquent, en remplaçant и, и” et u” 
dans l'équation (4), on obtient 


хз * 0,125x; * x, = 0. 


» Ainsi, x, et x, satisfont au système suivant de deux équations différentielles du premier ordre: 


Xi = X5, 
, (5) 
x, = х – 0,125х,. 
On peut transformer l'équation générale du mouvement d'un systéme masse-ressort 
mu^ + уи + ku = Е() (6) 


en un système d'équations du premier ordre de la même manière. Si x, = u et x, = и et si on 


procéde comme dans l'exemple 1, on obtient le systéme 
XL my 
JN (7) 
x, =—(k/m)x, — (y/m)x, + F(t)Im. 


Pour transformer une équation d'ordre arbitraire n 
у? = F(t, y, У, yo) (8) 


en un système à n équations du premier ordre, on applique la méthode de l'exemple 1 en intro- 
duisant n variables x,, х,,..., x,, définies selon 


EN za ow —1 
х= у, x =}, x =}, viis x, = у. (9) 
On a alors 
M eas 
х,=х 
2:77 Уаз 
: (10) 
ГА 
х= 


et, à partir de l'équation (8), 


x, = F(t, Xi, x,,..., Xp) (11) 
Les équations (10) et (11) constituent un cas particulier du systéme plus général 

xp = F (t, x, х,,...,х,), 

х= Ё,(ї{, Ху X vx) 


(12) 


L4 


x, =F (t, Xi, X5,..., Xp). 


De manière similaire, on peut réduire le système (1) en un système à quatre équations du pre- 
mier ordre de la forme (12), tandis que les systèmes (2) et (3) admettent déjà cette forme. En 
fait, les systèmes de la forme (12) incluent presque tous les cas rencontrés en pratique et, par 
conséquent, une grande part de la théorie en équations différentielles leur est consacrée. 

On dit que le système (12) admet une solution dans l'intervalle 1: œ< t < p s'il existe un 
ensemble de n fonctions 


ху = (D), x, = $ (t), ТҮР x, = Qt), (13) 


qui sont différentiables en tout point dans l'intervalle 7 et qui satisfont au système d’équa- 
tions (12) en tout point dans cet intervalle. En plus du systéme d'équations différentielles, on 
peut aussi avoir des conditions initiales de la forme 


ax EX. x eX me Ama. (14) 


ой 1, est une valeur précise de t dans 7 et х,..., х? sont des valeurs spécifiques. On obtient 
un probléme de valeur initiale en combinant les équations différentielles (12) et les conditions 
initiales (14). 

On peut considérer une solution (13) comme un ensemble d'équations paramétriques dans 
un espace à п dimensions. Pour une valeur donnée de f, les équations (13) permettent d'obtenir 
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les valeurs des coordonnées x,,..., x, d'un point dans l'espace. Quand f varie, les coordon- 
nées varient également. L'ensemble de points correspondant à œ < t < В décrit une courbe 
dans l'espace. On considére souvent cette courbe comme la trajectoire suivie par une particule 
dont le déplacement correspond au systéme d'équations différentielles (12). Les conditions ini- 
tiales (14) déterminent le point de départ du déplacement de la particule. 

Les conditions suivantes s'appliquant à F, F,,..., F,, facilement vérifiées en pratique, 
suffisent pour assurer que le probléme de valeur initiale (12), (14) admet une solution unique. 
Le théoréme 5.1.1 est analogue au théoréme 2.4.2, relatif à l'existence et à l'unicité pour une 
équation du premier ordre. 


Théoréme 5.1.1 


Soit n fonctions continues (Е,..., F,) dont les dérivées partielles 9F,/2x,...., OF /Әх,,..., 
OF, /9х,..., OF / dx, existent et sont également continues dans une région А de l'espace 
хх... définie par æ < t < P, œ < ху Вох < B, et soit (fo X, xo es X2) 
un point dans R. Il existe alors un intervalle |t — t| < ^ dans lequel il y а une solution 
unique x, = ф,(0),..., x, = ф,(0 au système d'équations différentielles (12) satisfaisant égale- 
ment aux conditions initiales (14). 


Nous ne ferons pas la démonstration de ce théoréme ici. Il convient toutefois de noter que 
dans les hypothèses du théorème, on ne spécifie rien sur les dérivées partielles de F,,..., F, 
par rapport à la variable indépendante т. De plus, dans la conclusion, l'amplitude 2h de l'in- 
tervalle dans lequel la solution existe n'est pas spécifiée et, parfois, celle-ci est trés courte. 
Finalement, on peut obtenir le même résultat sur la base d'hypothéses moins restrictives mais 
plus complexes. Ainsi, le théoréme tel qu'il est énoncé ne représente pas le résultat le plus géné- 
ral possible. Par ailleurs, les conditions d'application du théoréme sont suffisantes mais non 
nécessaires pour que la conclusion soit valide. 

Si chacune des fonctions F,,..., Е, des équations (12) est une fonction linéaire des variables 
dépendantes x, ..., x,, le système d'équations est linéaire; autrement, il est non linéaire. Ainsi, 
le systéme le plus général à n équations linéaires du premier ordre est de la forme 


X = p ()x, tec pn x, + 8,0), 


x; = pa G)x, t: p, (t)x, + 8,0), (15) 


x, z Pa (0x, mense D, x, * g,(0). 


Si chacune des fonctions g,(f),..., g, (t) est nulle pour tout ғ dans l'intervalle 7, le système (15) 
est homogène ; sinon, il est non homogène. Il faut noter que les systèmes (1) et (2) sont tous les 
deux linéaires et que le système (3) est non linéaire. Le système (1) est non homogène sauf si 
F (À = F;(f) = 0, et le système (2) est homogène. Pour le système linéaire (15), le théorème 5.1.2, 
relatif à l'existence et à l'unicité, est plus simple et permet de tirer une conclusion plus solide. П 
est analogue aux théorémes 2.4.1 et 3.3.1 


Théoréme 5.1.2 


Si les fonctions Pip pi. .., Pans £p---. £, Sont continues dans un intervalle ouvert Г: œ< t < D, 
alors il existe une solution unique x, = ф,(0),..., x, = ф,(0) au système (15) qui satisfait éga- 
lement aux conditions initiales (14), ой 4, est un point dans 7 et x?,...x? sont des valeurs 
spécifiques. De plus, la solution existe dans l'intervalle /. 


Il faut noter que contrairement au cas d'un systéme non linéaire, l'existence et l'unicité de 
la solution d'un systéme linéaire sont assurées partout dans l'intervalle à l'intérieur duquel les 


hypothèses sont satisfaites. De plus, pour un système linéaire, les valeurs initiales х?,..., x? 


en t = f, sont complètement arbitraires, tandis que dans le cas du système non linéaire, le point 
initial doit se situer dans la région А définie au théorème 5.1.1. 

Le présent chapitre sera consacré essentiellement aux systémes d'équations linéaires du 
premier ordre. Les systémes non linéaires seront abordés à la section 5.11. Nous utiliserons 
ici une notation matricielle et supposerons que le lecteur est familier avec les propriétés des 
matrices. Nous résumerons les propriétés élémentaires des matrices dans les sections 5.2 et 5.3, 
et nous introduirons au besoin des notions plus avancées dans les sections suivantes. 


Problémes 


Е Dans les problèmes 1 à 4, transformez l'équation en un système d'équations du premier ordre. 
1. и + 0,5и + 2и= 0 2. и" + 0,5и + 2и = 3 sint 
3. Pu" + tw + (2 – 0,25)и= 0 4. иӘ-и-0 


ш Dans les problèmes 5 et 6, transformez le probléme de valeur initiale donné en un probléme de valeur 
initiale composé de deux équations du premier ordre. 


5. и" +0,25и' + 4и = 2 cos 3t, u(0) = 1, и(0)--2 
6. и +р(ђи + а(Йи- g(f), u(0) = ug, и'(0) = и, 
7. Méthode de résolution par élimination Les systèmes d'équations du premier ordre peuvent 
parfois étre transformés en une seule équation d'ordre plus élevé. Considérez le systéme 
xi =—2x + X, x, =x- 2x3. 


a) Résolvez la première équation pour déterminer x, et substituez-la dans la seconde équation 
afin d'obtenir une équation du deuxième ordre pour x,. Résolvez cette équation pour détermi- 
ner x, puis x,. 

b) Trouvez la solution au système qui satisfait aussi aux conditions initiales x, (0) = 2, x,(0) = 3. 


c) Dans le cas où £ 2 0, tracez la courbe paramétrique obtenue en termes de x, et de x, trouvées 
dans la partie b). 


ш Dans les problèmes 8 à 12, procédez comme pour le probléme 7. 
a) Transformez le systéme en une seule équation du deuxiéme ordre. 
b) Trouvez x, et x, satisfaisant aux conditions initiales données. 


с) Tracez le graphique de la solution dans le plan x,x, lorsque t > 0. 
8. x: 23x, -2x,, x,(0) 23 
1 
x, = 2x, —2x;, х,(0) = о 
9. хі-1,25х, +0,75x;, x,(0) = -2 
х,-0,75х| +1,25x,, x,(0)=1 
10. = x,-2x,, x,(0) 2 -1 
xi = 3x — 4x3, х,(0) 22 
11. x, =2x,, x,(0) 23 
X55 2X, x,(0)= 4 


12. x=-0,5x,+2x,, х/(0)--2 


1 
x, =—2x, +0,5x;, x4(0)22 


13. Transformez les équations (2) pour le circuit en paralléle en une seule équation du deuxiéme 
ordre. 
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15. 


16. 


17. 


18. 


. Montrez que si 4,,, ау», à, et a, sont des constantes, ой а, et a», ne sont pas simultanément nulles, 


et que si les fonctions g, et g, sont dérivables, alors on peut transformer le probléme de valeur initiale 
Xp = 41X] + ах + gi), Xi (0) = xj 
ху = 4X, d55X5 + Lot), x,(0) = x9 
en un problème de valeur initiale avec une seule équation du deuxième ordre. Est-il possible 
d'appliquer la méme démarche si a,,..., а; sont des fonctions de г? 
Considérez le système linéaire homogène 
x= р(х + pyy(t)y, 
Y = Pa Ox + р››(0)у. 


Montrez que si x = x,(t), y = y,(t) et x = x,(f), y = у, (0) sont deux solutions au système, alors 
х= cx, (f) + ex, (f), y = cy, (f) + cy, (t) est aussi une solution, quelles que soient les cons- 
tantes c, et c,. Il s'agit du principe de superposition. 


Soit x = x (t), y = y,(t) et x = x, (t), y = y, (f) deux solutions au système linéaire non homogène 
х = Paix + р,.(0)у+ 80), 
У = px + Ppa (Hy + 8,0). 


Montrez que х= x, (£) — x, (f), y = у, @) — y, (f) est une solution au système homogène correspondant. 


Pour obtenir les équations (1), on trace un schéma d’équilibre qui présente les forces agissant sur 
chaque objet. La figure 5.1.3 a) illustre la situation où les déplacements x, et x, respectifs des objets 
sont tous les deux positifs (donc orientés vers la droite) et x, > x,. Par conséquent, les ressorts 1 et 2 
sont étirés et le ressort 3 est comprimé, ce qui donne lieu aux forces en présence dans la figure 5.1.3 b). 
En vous référant à la loi de Newton (F = ma), faites en sorte d'obtenir les équations (1). 


(a) 


1 2 
k(x — Х|) k3 x2 


a) Les déplacements x, et x, sont tous deux positifs. b) Schéma d'équilibre 
du système masse-ressort. 


Transformer le système (1) en un système d'équations de premier ordre en introduisant les 
. . 4 4 СА 
4 variables suivantes: y, = х, y, = x4, уз = х, et у, = x5. 


Les circuits électriques La théorie des circuits électriques (voir la figure 5.1.2), qui sont consti- 
tués d'inducteurs, de résistances et de condensateurs, est basée sur les lois de Kirchhoff: 


І) le débit net de courant passant par chaque nœud est nul; 
2) la chute de tension nette autour d'une boucle fermée est nulle. 


En plus des lois de Kirchhoff, les relations suivantes existent entre le courant / (en ampéres) pas- 
sant par chaque élément du circuit et la chute de tension V (en volts) dans l'élément: 


Ү- РІ, R = résistance (en ohms); 
cT = І, C = capacitance (en farads!); 
ГА 
dI : 
L =V, L = inductance (en henrys). 
t 


1. On mesure généralement les capacitances des condensateurs réels en microfarads. On utilise le farad par commodité. 


19. 


20. 


21. 


Les lois de Kirchhoff ainsi que la relation courant-tension pour chaque élément du circuit aboutissent 
à un systéme d'équations algébriques et différentielles à partir duquel on peut établir la tension à 
chaque nœud et le courant passant dans le circuit. Les problèmes 19 à 21 illustrent ce qui précède. 


Considérez le circuit illustré à la figure 5.1.2. Soit Д, Г, et I, les courants passant respectivement 
par le condensateur, la résistance et l'inducteur, et soit V;, У, et V. les chutes de tension correspon- 
dantes. Les fléches indiquent les directions (choisies arbitrairement) dans lesquelles les courants 
et les chutes de tension seront considérés comme positifs. 


a) En appliquant la seconde loi de Kirchhoff à la boucle supérieure du circuit, montrez que 


V, - V, 20. (1) 
Пе méme, montrez que 
V,- V,=0. Gi) 
b) En appliquant la première loi de Kirchhoff à un nœud dans le circuit, montrez que 
1-1,-1,-0. (iii) 
c) Utilisez la relation courant-tension dans chaque élément du circuit pour obtenir les équations 
CV/=1,, V,-RL, LI, = V}. (iv) 
d) Éliminez V5, Vz, L et I, des équations (i) à (iv) pour obtenir 
суў=-1,-%, LI, =V. (у) 


Vous devez noter que si les indices inférieurs sont omis dans les équations (v), alors on obtient le 
système (2) illustré dans la présente section. 

Considérez le circuit illustré à la figure 5.1.4. Utilisez la méthode mentionnée dans le probléme 19 
pour montrer que le courant / passant par l'inducteur et la tension V passant par le condensateur 
satisfont au systéme d'équations différentielles 


аў ешек 
dt dt 
R=1ohm 
L= 1 henry 
R = 2 ohms 
C= 1 farad 
2 


| Figure 5.1.4 | Circuit du problème 20. 


Considérez le circuit illustré à la figure 5.1.5. Utilisez la méthode mentionnée dans le problème 19 
pour montrer que le courant / passant par l'inducteur et la tension V passant par le condensateur 
satisfont au systéme d'équations différentielles 

ат dv _ V 


L—-2-RI-V, С---І---. 
dt dt R, 


| Figure 5.1.5 | Circuit du problème 21. 
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22. Considérez les réservoirs reliés illustrés à la figure 5.1.6. Au départ, le réservoir 1 contient 30 gal 


d'eau et 25 oz de sel, et le réservoir 2 contient 20 gal d'eau et 15 oz de sel. 


De l'eau contenant 1 oz/gal de sel entre dans le réservoir 1 avec un débit de 1,5 gal/min. Le 
mélange se déverse du réservoir 1 dans le réservoir 2 avec un débit de 3 gal/min. De l'eau 
contenant 3 oz/gal de sel se déverse également dans le réservoir 2 avec un débit de 1 gal/min 
(de l'extérieur). Le mélange sort du réservoir 2 avec un débit de 4 gal/min, duquel une cer- 
taine partie retourne dans le réservoir 1 à un débit de 1,5 gal/min, tandis que le reste quitte le 
systéme. 


a) Supposez que О, (7) et О, (0) sont respectivement la quantité de sel dans chaque réservoir 
au temps f. Posez les équations différentielles et les conditions initiales qui modélisent le 
processus de débit. Vous devez noter que ce systéme d'équations différentielles est non 
homogéne. 

b) Trouvez les valeurs de О, et de О, pour lesquelles le système est en équilibre, c'est-à-dire que 
ce système ne varie plus avec le temps. Soit QF et Q7 ces valeurs d'équilibre. Pouvez-vous 
prédire quel réservoir s'approchera le plus rapidement de son état d'équilibre ? 

с) Soit x, = Q,(tr) - QF et x, = 0,00) – Qf. Posez un probléme de valeur initiale en termes de x, 
et de х,. Vous devez noter que le système d'équations avec x, et x, est homogène. 


1,5 gal/min 1 gal/min 


—— m. a — 


1 oz/gal à 4 3 oz/gal 


3 gal/min 
0100) oz de sel y Q(t) oz de sel 
30 gal d’eau 20 gal d’eau 
------ r e == = 
аена 1,5 gal/min с 
Réservoir 1 M Réservoir 2 
2,5 gal/min 


| Figure 5.1.6 | Deux réservoirs reliés (voir les problèmes 22 et 23). 


23. Considérez deux réservoirs reliés semblables à ceux qui sont illustrés à la figure 5.1.6. Le réservoir 1 


contient au départ 60 gal d'eau et Q? oz de sel, et le réservoir 2 contient au départ 100 gal d'eau 
et Q? oz de sel. De l'eau contenant q, oz/gal de sel s'écoule dans le réservoir 1 avec un débit de 
3 gal/min. Le mélange dans le réservoir 1 s'écoule avec un débit de 4 gal/min, duquel la moitié 
s'écoule dans le réservoir 2, tandis que le reste quitte le systéme. De l'eau contenant 4; oz/gal 
de sel entre également dans le réservoir 2 de l'extérieur avec un débit de 1 gal/min. Le mélange 
dans le réservoir 2 quitte le réservoir avec un débit de 3 gal/min, dont 1 gal/min retourne dans le 
réservoir 1, tandis que le reste quitte le système. 


а) Tracez un diagramme qui illustre le processus décrit plus haut. Soit О (0) et О, (0 les quanti- 
tés respectives de sel dans les réservoirs au temps 1. Posez les équations différentielles et les 
conditions initiales en termes de О, et de О,, qui modélisent le processus. 


b) Trouvez les valeurs d'équilibre ОҒ et О? en fonction des concentrations 4) et q. 

с) Est-il possible (en corrigeant д, et 4) d'obtenir оғ = 60 et о? = 50 comme état d'équilibre ? 

d) Décrivez quels états d'équilibre sont réalisables pour ce système avec différentes valeurs de q, 
et de q,. 
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5.2 | Résultats élémentaires sur les matrices 


Pour effectuer les calculs requis, nous devons introduire plusieurs résultats d'algébre matri- 
cielle? afin de résoudre le probléme de valeur initiale décrit par un système d'équations diffé- 
rentielles. Dans cette section et la suivante, nous présenterons un résumé des notions qui seront 
nécessaires ultérieurement. Il est possible de trouver plus d'information dans un manuel de base 
sur l'algébre linéaire. Toutefois, nous supposons que le lecteur est familier avec les détermi- 
nants et la facon de les évaluer. 

Les matrices seront désignées par des lettres majuscules en caractères gras A, B, С,..., et, 
occasionnellement, par des lettres majuscules en caractères gras de l'alphabet grec Ф, V, ... Une 
matrice А est un tableau rectangulaire de nombres dits éléments disposés en m lignes et en 
n colonnes, soit 


ау ар din 
a a e. 0 
21 22 2n 
А=| à й ic (1) 
а, 5 қайы a mn 


On dit que A est une matrice de dimensions m x n. Même si plus loin dans ce chapitre on sup- 
posera souvent que les éléments sont des nombres réels, on admet dans cette section que les 
éléments des matrices peuvent être des nombres complexes. L'élément se trouvant à l'intersec- 
tion de la i-ième ligne et de la j-iéme colonne est désigné par a;, le premier indice précisant sa 
ligne et le second, sa colonne. On utilise parfois la notation (a;) pour indiquer la matrice dont 
le terme général est a;. 

La matrice А” associée à la matrice A est la transposée de А; on l'obtient еп permutant 
les lignes et les colonnes de A. Ainsi, si А = (а,), alors T = (а). De plus, on notera a; le 
conjugué complexe de а, et А la matrice obtenue à partir de А en remplaçant chaque élément a, 
par son conjugué а,. La matrice A est la conjuguée de А. On aura également besoin de la 
transposée de la conjuguée de A". Cette matrice est la matrice adjointe? de A et sera notée A*. 

Par exemple, soit 


_ 3 2-і 
“(4-34 -5+2i 
Alors, 
z 3 4+3i = 3 2+i 3 4—3i 
А = | M A- | ЕЕ А* = | ‚ 
2-і —5+2ї 4-31 —5-2i 2-і —5—2ї 


On s'intéresse ісі à des types particuliers de matrices: les matrices carrées, qui admettent le 
méme nombre de lignes et de colonnes, c'est-à-dire pour lesquelles m = n; et les vecteurs (ou les 
vecteurs colonne), qu'on peut considérer comme des matrices de dimensions n х 1 donc comme 
des matrices avec une seule colonne. Les matrices carrées avec n lignes et п colonnes sont dites 
d'ordre n. Les vecteurs (ou colonnes) seront notés par des lettres minuscules en caractéres gras: X, 
y. & 1]... La matrice transposée x” d'un vecteur colonne est un vecteur ligne n x 1, c'est-à-dire 


2. En 1858, l'algébriste anglais Arthur Cayley (1821-1895) écrivait un article dans lequel les propriétés des matrices 
étaient examinées pour la premiére fois en détail. Le terme «matrice» a été introduit par son ami James Sylvester 
(1814-1897) en 1850. Arthur Cayley a accompli certains de ses plus grands travaux en mathématiques de 1849 à 1863, 
alors qu'il pratiquait le droit. П est ensuite devenu professeur de mathématiques à l'Université Cambridge, poste 
qu'il a conservé durant le reste de sa vie. Aprés le travail innovateur d'Arthur Cayley, l'élaboration de la théorie sur 
les matrices s'est déroulée rapidement. Charles Hermite, George Frobenius et Camille Jordan, entre autres, y ont 
apporté d'importantes contributions. 

3. La matrice adjointe ne doit pas étre confondue avec la transposée de la matrice des cofacteurs pour l'inversion d'une 
matrice (voir les équations (23) et (24) de la présente section). 
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une matrice constituée d'une seule ligne et dont les éléments sont les mémes que les éléments 
correspondants de x. 


Propriétés des matrices 


1. 


2. 


L'égalité Deux matrices A et B de dimensions m х n sont égales si tous les éléments 
correspondants sont égaux, c'est-à-dire si а, = Б, pour tout i et pour tout j. 

La matrice zéro Оп utilise le symbole 0 pour noter la matrice (ou le vecteur) dont 
chacun des éléments est zéro. 


. L'addition La somme de deux matrices А et B de dimensions m x n est la matrice 


obtenue en additionnant les éléments correspondants : 
А +В = (a;) + (b;) = (aj + b;). (2) 


А partir de cette définition, il s'ensuit que l'addition des matrices est commutative et 
associative, de sorte que 


A-B-B-A, А + (В + С) = (А + В) + С. (3) 


. La multiplication par un scalaire Le produit de la matrice А par un nombre com- 


plexe о est la matrice 


ОА = о(а,)-(аа;). (4) 
Chaque élément de la matrice А est multplié par o. Les lois de distributivité 
a(A + B) = «A + eB, (a+ В)А = кА + ВА (5) 
sont satisfaites par cette opération. En particulier, l'inverse additif de A, noté —A, est 
-A = (—1)А. (6) 
. La soustraction La différence А - B de deux matrices de dimensions m х n est 
А-В-А-(-В). (7) 
Ainsi, 
A -B = (а) - b) = (a, - bj) (8) 


ce qui est similaire à l'équation 2. 


. Lamultiplication Le produit AB de deux matrices n'est défini que lorsque le nombre 


de colonnes de A est identique au nombre de lignes de B. Si A et B sont des matrices 
de dimensions respectives m x n et n х r, alors le produit C = AB est une matrice de 
dimensions т x ғ. On trouve l'élément dans la i-iéme ligne et la j-iéme colonne de С en 
multipliant chaque élément de la i-ième ligne de A par l'élément correspondant de la 
j-ième colonne de B et en additionnant ensuite ces produits. Symboliquement, on a 


cj =) ub (9) 
k=1 


On peut démontrer que la multiplication matricielle est associative : 
(AB)C = А(ВС) (10) 
On peut aussi démontrer qu'elle est distributive sur l'addition: 
A(B + C) = AB + AC. (11) 
En général, la multiplication matricielle n’est pas commutative. Pour que les produits 
AB et BA existent et pour qu’ils admettent les mêmes dimensions, A et B doivent être 


deux matrices carrées de même ordre. Même dans ce cas, les résultats des deux pro- 
duits sont habituellement différents, de sorte qu’en général, 


AB = BA. (12) 
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Pour illustrer la multiplication des matrices et le fait que la multiplication de matrices n'est pas néces- 
sairement commutative, considérez les matrices 


1 -2 1 2 1 -1 
А-|0 2 -1|, B-|1 -1 0| 
2 1 1 2 -1 1 


À partir de la définition de la multiplication donnée à l'équation (9), on obtient 
2-2%2 142-1 -1-0-1 


АВ-|0-2-2 0-241 0-0-1 
4+1+2  2-1-1 -2-0-1 


2 2 0 
=|0 -1 -1|. 
7 0 -1 
De même, on trouve 
0-3 0 
BA=|1 -4 2 
4 -5 4 


De toute évidence, AB z BA. 


7. La multiplication des vecteurs La multiplication des matrices s'applique aussi en 
particulier si les matrices А et B sont respectivement des vecteurs de dimensions 1 x n 
et n x 1. En notant ces vecteurs x et y, on obtient 


x'y= W х,у, (13) 
і-і 


Il s'agit d'un prolongement en п dimensions du produit usuel issu de la physique et du 

calcul différentiel. Le résultat de l'équation (13) est un nombre (complexe), et il découle 
de l'équation (13) que 

Xy-yx  x(ycz)-xy-cxz,  (aox)y-o(xy)-x'(ay). (14) 

Il existe un autre produit vectoriel qu'on définit aussi pour deux vecteurs ayant le 


méme nombre de composantes. Ce produit noté (x, y) est appelé produit scalaire et est 
défini par 


(х,у)= Уху, (15) 


Le produit scalaire est aussi un nombre (complexe) et, en comparant les équations (13) 
et (15), on constate que 

(x. y) 2 x y. (16) 
Si tous les éléments de y sont réels, alors les produits (13) et (15) sont identiques. À 
partir de l'équation (15), il s'ensuit que 

(x, y) = (у, х), (х,у+2) = (x. y) +(х, 2), 
(ох, y) = a(x. у), (X, ау) = а(х, y). 

П faut noter que méme si le vecteur x comporte des éléments dont les parties imagi- 


naires sont non nulles, le produit scalaire de x par lui-méme donne un nombre réel non 
négatif 


(7) 


(xx) Ух, = Ух, (18) 
іі і-і 
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La quantité non négative (x, х)!?, notée ||х ||, est appelée longueur de x. Si (x, y) = 0, les 
vecteurs x et y sont dits orthogonaux. Par exemple, les vecteurs unitaires i, j, k en géo- 
métrie vectorielle en trois dimensions forment un ensemble orthogonal. Par ailleurs, si 
certains des éléments de x ne sont pas réels, alors le produit matriciel 


х'х=}ўх} (19) 


peut ne pas étre réel. 
Par exemple, 


Alors, 
x'y = (D(2- i) -2)0) + (013-3) 2 4 3i, 
(х,у) = (002+ i 2 2) 0) +(1+0(3) = 24 Ti, 
x'x- (i) - (-2) - (1e i 23-4 2i, 
(x,x) = (i) -i) + (-2)(-2) + +D- i) = 7. 


8. L'identité La matrice identité I est de la forme 


10... 0 
O1.. 0 
ISu s | (20) 
0 0 1 


D'aprés la définition de la multiplication matricielle, on a 
AI=IA=A, (21) 


quelle que soit la matrice A. Le produit matriciel est donc commutatif si l’une des 
matrices est la matrice identité. 

9. L'inverse La matrice carrée A est non singulière ou inversible s'il existe une 
matrice B telle que AB = I et BA = I. S'il existe une telle matrice B, on peut montrer 
qu'elle est unique. On l'appelle matrice inverse ou simplement inverse de A et on écrit 
B = A”. Par conséquent, 


AA” = А-А =]. (22) 


Les matrices qui n'admettent раз d'inverse sont singuliéres ou non inversibles. 

Si l'inverse А”! existe, il peut être obtenu à partir de А de plusieurs façons. Dans l'une 
de celles-ci, on utilise les déterminants. Le mineur М; associé à l'élément d; d'une 
matrice est le déterminant de la matrice obtenue en supprimant la i-ième ligne et la 
j-ième colonne de la matrice originale, autrement dit la ligne et la colonne contenant a;. 
Le cofacteur C, est alors associé à chaque élément a;, et est défini par 


С,-(-1) “М; (23) 
Si B = A^, alors on peut démontrer que le terme général b; est 
C. 


Lin zd _ 
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La méthode donnée à l'équation (24) pour obtenir А?! n’est pas efficace“ mais elle per- 
met d'introduire la condition à laquelle A doit satisfaire pour admettre un inverse. En 
fait, cette condition est nécessaire et suffisante: А est non singulière si et seulement si 
det А = 0. Si det A = 0, alors A est singulière. 


Une technique plus appropriée pour calculer А! consiste à utiliser les opérations élémen- 
taires de lignes. Il en existe trois: 


1. la permutation de deux lignes ; 
2. la multiplication d'une ligne par un scalaire non nul ; 
3. l'addition vectorielle d'un multiple d'une ligne à une autre ligne. 


La transformation d'une matrice par une suite d'opérations élémentaires de lignes est 
appelée réduction ou élimination de Gauss. On peut transformer toute matrice non singu- 
lière А en la matrice identité I à l'aide d'une suite systématique de telles opérations. Il est pos- 
sible de montrer que si la méme suite d'opérations est effectuée sur І, on obtient la matrice A”. 
Il est beaucoup plus efficace d'effectuer la suite d'opérations sur les deux matrices simultané- 
ment en formant la matrice augmentée A | I. L'exemple suivant illustre la facon de déterminer 
une matrice inverse selon cette méthode. 


Trouvez l'inverse de 


1 -1 -1 
A=|3 -1 2 
2 2 3 


On commence par former la matrice augmentée А | I: 
1 -1 -1|1 0 0 
А|І-|3 -1 2|0 1 0). 
2 2 310 0 1 
On peut transformer la matrice А en I à l'aide de la suite d'opérations suivante. Simultanément, la 
matrice I est transformée en A™. Le résultat de chaque étape apparaît sous l'énoncé. 
a) Faites en sorte d'obtenir des zéros à l'extérieur de la diagonale principale de la première 


colonne en additionnant (—3) fois la première ligne à la deuxième ligne, puis en additionnant 
(-2) fois la première ligne à la troisième ligne. 


1 -1 -1| 1 0 0 


0 4 5|-2 0 1 


b) Faites en sorte d'obtenir un 1 sur la diagonale principale de la deuxième colonne en multi- 


1 
pliant la deuxiéme ligne par 2 


1 -1 -1| 1 0 0 
3 1 
o 1 3[-$ 1 o 
0 4 5-2 0 1 > 


4. Lorsque n est grand, le nombre de multiplications nécessaires pour évaluer A^! à l'aide de l'équation (24) est de 
l'ordre de n!. Si on utilise des méthodes plus efficaces comme la réduction décrite plus loin, le nombre de multi- 
plications n'est que de l'ordre de n°. Même pour de petites valeurs de п (par exemple n = 4), les déterminants sont 
coûteux pour calculer un inverse, en ce qui concerne le nombre d’opérations requises, et il est préférable d’utiliser les 
méthodes de réduction. 

5. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) est né à Brunswick, en Allemagne. Il a été la plus grande partie de sa vie professeur 
d'astronomie et directeur de l'observatoire de l’Université de Göttingen. Gauss a par ailleurs grandement contribué 
au développement de la théorie des nombres, de l'algébre, de la géométrie non euclidienne et différentielle, et de 
différents champs d'application des sciences tels la géodésie, les statistiques et le mouvement des corps célestes. Il 
est généralement considéré comme l'un des meilleurs mathématiciens de tous les temps. 
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2 c) Faites en sorte d'obtenir des zéros à l'extérieur de la diagonale principale de la deuxiéme 
colonne en additionnant la deuxième ligne à la première ligne et en additionnant (—4) fois la 
deuxiéme ligne à la troisiéme ligne. 


1 1 
10 21-2 2 0 

3 1 
01 3|-5 3 0 
0 0 -5| 4 -2 1 


d) Faites en sorte d'obtenir un 1 sur la diagonale principale de la troisiéme colonne en multi- 


А T à 1 
pliant la troisième ligne par -5 |. 


1 d 
1 0 $|-5 3 0 

3 1 

4 2 d 


e) Faites en sorte d'obtenir des zéros à l'extérieur de la diagonale principale de la troisième 
colonne en additionnant Е fois la troisième ligne à la première ligne et en ajoutant 


(- z) fois la troisième ligne à la deuxième ligne. 


7 1 3 
гоор -4 À 
0 1 of i-l 1 

2. 7 29 

4 2 1 
E EE TS 


La dernière matrice est I| А”, un résultat qu'on peut vérifier en la multipliant avec la matrice 
originale A. 


Cet exemple est simplifié du fait que la matrice À comporte un 1 dans le coin supérieur 
gauche (a,, - 1). Si ce n'est pas le cas, alors la premiére étape consiste à obtenir un 1 à cet 
endroit en multipliant la première ligne par 1/a,,, pourvu que a, 4 0. Si a,, = 0, alors on doit per- 
muter la première ligne avec une autre ligne pour obtenir un élément non nul dans la position 
supérieure gauche avant d'effectuer l'opération. Si c'est impossible, parce que chaque élément 
de la première colonne est nul, la matrice n'a pas d'inverse et est singulière. La méme situation 
peut aussi se produire à des étapes ultérieures de la démarche et la solution reste la méme: on 
permute la ligne donnée avec une ligne plus basse pour obtenir un élément non nul à la position 
voulue dans la diagonale. Si c'est impossible, alors la matrice initiale est singulière. 


Les fonctions matricielles Оп doit parfois considérer les vecteurs et les matrices dont les 
éléments sont des fonctions d'une variable réelle t. On écrit alors 
x(t) a0) ... at) 
х@=| : 5  A(Q-| : TEN (25) 
x, (t) ада) ... а„@) 
respectivement. 
La matrice А(/) est continue en t = t, ou dans un intervalle œ< t < p si chaque élément de А 


est une fonction continue au point donné ou dans l'intervalle donné. De méme, A(t) est déri- 
vable si chacun de ses éléments est dérivable et que ses dérivées dA/dt sont définies par 


аа, 
е е (26) 
dt dt 
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Autrement dit, chaque élément de 4А/а est la dérivée de l'élément correspondant de А. De la 
méme manière, l'intégrale d'une fonction matricielle est définie par 


b b 
/ A(Ddt = / a (Mt |. (27) 


Par exemple, si 


alors 


t 1 т 2 
A [7 | ) f мм(3 a di 
0 -сіп/ 0 T 0 


Plusieurs régles du calcul différentiel élémentaire s'appliquent facilement aux fonctions matri- 
cielles ; en particulier 


4 (СА) - pm oü C est une matrice constante; (28) 
dt dt 
dt dt dt 
2 ama t, c (30) 
dt dt dt 


Dans les équations (28) et (30), on doit éviter de permuter l'ordre de la multiplication 
des facteurs. Les définitions données aux équations (26) et (27) s'appliquent également aux 
vecteurs. 

En conclusion, on peut effectuer certaines opérations importantes sur les matrices en appli- 
quant les opérations séparément à chaque élément de la matrice. La multiplication par un sca- 
laire, la dérivation et l'intégration sont des exemples de telles opérations. Toutefois, ce n'est pas 
le cas pour de nombreuses autres opérations. Par exemple, on ne détermine pas le carré d'une 
matrice en élevant au carré chacun de ses éléments. 


Problémes 
1-2 0 4 -2 3 
1. SA=| 3 2 -1|etB=|-I1 5 0 |, trouvez les matrices suivantes. 
-2 1 3 6 1 2 
a) 2A+B b) A -4B 
c) AB d) BA 
| 1-і -І-21 i 3 | : 
2. SiA= : . letB= . |, trouvez les matrices suivantes. 
3-21 2-і 2 -д2і 
а) А – 2В b) ЗА + В 
с) АВ а) ВА 
-2 1 2 1 2 3 
3. SiA=| 1 0 -3jetB-2| 3 1 1 |, trouvez les matrices suivantes. 
2 -1 1 -2 1 0 
а) А! b) B? 


c) AT 4- B^ d) (A + B)? » 
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» | 3-21 l+i : | 
4. Si A= . . |, trouvez les matrices suivantes. 
2-і —-2+3i 
a) А? 
b) A 
с) А“ 
3 2-1 2 1 -l 
5. SiA=|2 -1 2ļetB=|-2 3 3|, vérifiez que 2(A + B) = 2А + 2B. 
1 2 1 1 0 2 
1 -2 0 2 1 -1 2 1 0 
6. SA=| 3 2 -1j|,B=|-2 3 3ļetC=|1 2 2), vérifiez que 
-2 0 3 1 0 2 01-1 
a) (AB)C = A(BC) b) (A+B)+C=A+(B+C) 


c) A(B + C) = AB + AC 


7. Prouvez chacune des lois suivantes de l'algébre matricielle. 


a) A+B=B+A b) А-(В-О)-(А-В)-С 
с) a(A + В) = «A + «B d) (a B)A = «A + BA 
е) A(BC) = (AB)C f) A(B + C) = AB + AC 
2 -Ізі 
8. Six=| 3i |ety= 2 |, trouvez les matrices suivantes. 
1-i 3-4 
a) ху b) уу 
с) (x. y) d) (y, y) 
1-21 2 
9. біх-| i |егу-| 3-і |, montrez que 
2 1-21 
a) ху-ух b) (х,у) = (у, x) 
Е Dans les problèmes 10 à 19, trouvez la matrice inverse ou montrez que Іа matrice est singulière. 
1 4 3 -1 
10. 11. 
-2 3 6 2 
123 1 1 -1 
12. |24 5 13. |2 -1 1 
3.56 1 2 
1 2 1 2 1 0 
14. -2 1 8 15. |O 2 1 
0 2 


16. |2 1 0 17. 1p 2 1 
3 -2 1 4 =) el 
1 0 0 -I 1 er 2 0 
0-1 1 0 -1 2 o4 2 
18. 19. 
-1 0 1 0 1 0 1 


| 
| 
| 


5.3 Les systémes d'équations algébriques linéaires Ж 213 


20. Si A est une matrice carrée, et s'il existe deux matrices B et С telles que AB = І et CA = І, mon- 
trez que B = C. Par conséquent, si une matrice a un inverse, elle ne peut en avoir qu'un seul. 


e 2e' e” 2e е" Зе? 
21. Si A()2| 2е е" -e"letB(r)-| —e' 2e" е” |, trouvez les matrices qui suivent. 
-е Зе! 2e" 3e! -e'! —e? 
a) A+3B b) AB 
1 
с) dA/dt 4) / A(t)dt 
0 


ш Dans les problèmes 22 à 24, vérifiez que le vecteur satisfait à l'équation différentielle. 


N 
N 
ж 
Il 

N оо 
КЕК 
N N 
SIL 
Ж 
ж 

Il 
С 
N + 

Ми 
% 

t 


2 -1 1 1 1 
23. х- х- е", х- e'-2| |te' 
3 -2 -І 0 1 


101041 6 0 
24. х-|2 1 -1|х, x-2|-8]le'«2| 1|е” 
0-1 1 -4 -1 


101 g^ g^ 
25. W= Y, Y(n- 
4 -2 Дет?! е? 


1 -1 4 е! e” е? 
26. Ч®=|з 2 14, `Ф}=|-4е' 2% 5% 
2 1 -1 Ше; g” e” 


5.3 | Les systèmes d'équations algébriques 
linéaires 

Dans cette section, nous introduirons des résultats importants de l'algébre linéaire dans la réso- 

lution des systémes d'équations différentielles linéaires. Certains sont faciles à prouver, d'autres 


ne le sont pas. Puisque nous voulons donner les résultats utiles, aucune preuve ne sera donnée. 
Les résultats de cette section concernent la résolution d'un systéme d'équations linéaires. 


Les systèmes d'équations linéaires Un ensemble de n équations algébriques linéaires 
avec n variables, 
dX, dX) + + ax, = b, 
: (1) 
X + аһХ^» popup OX. = b,» 
peut s'écrire sous la forme 
Ax=b, (2) 


où la matrice А de dimensions n х n et le vecteur b sont spécifiés et où les composantes de x 
doivent être déterminées. Si b = 0, le système est homogène, sinon il est non homogène. 
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Si la matrice des coefficients A est non singulière, autrement dit si det А + 0, alors il existe 
une solution unique au système (2). Si A est non singulière, A"! existe et on peut trouver la solu- 
tion en multipliant à gauche chaque membre de l'équation (2) par A~. Par conséquent, 


x = А. (3) 


En particulier, le probléme homogène Ах = 0, qui correspond à b = 0 dans l'équation (2), 
n'admet que la solution triviale x = 0. 

Par ailleurs, si А est singuliére, autrement dit si det А — 0, alors l'équation (2) n'admet 
aucune solution ou admet une infinité de solutions. Si А est singulière, А”! n'existe pas, et 
l'équation (3) n'est plus valide. Le système homogène 


Ах-0 (4) 


admet alors une infinité de solutions non nulles en plus de la solution triviale. La situation 
concernant le système non homogène (2) est plus compliquée. Ce système n'admet aucune solu- 
tion à moins que le vecteur b ne satisfasse à une condition précise. Cette condition est 


(b, y) = 0, (5) 
pour tous les vecteurs y satisfaisant à A*y = 0, ой A* est la matrice adjointe de А. Si la condition (5) 


est satisfaite, alors le système (2) admet une infinité de solutions. Chacune de ces solutions est 
de la forme 


x=x"+6, (6) 


où x'? est une solution particulière à l'équation (2) et é est une solution quelconque au système 
homogène (4). Il faut noter la similitude entre l'équation (6) et la solution à une équation diffé- 
rentielle linéaire non homogène. Les preuves de certains des énoncés précédents sont requises 
dans les problèmes 26 à 30. 

Les résultats énoncés au paragraphe précédent sont importants quand il faut classer les 
solutions dans les systèmes linéaires. Cependant, pour résoudre des systèmes particuliers, il 
est généralement préférable de réduire le système à résoudre à un système plus simple à partir 
duquel il est facile d'écrire la solution ou les solutions. Pour y arriver efficacement, on construit 
la matrice augmentée 

à, - а„ |b 
Alb=| : FB (7) 
а b 


nl qus nn n 


a 


en apposant la colonne constituée du vecteur b à la matrice des coefficients A. La ligne conti- 
nue remplace le signe d'égalité et elle sépare la matrice augmentée. On effectue maintenant des 
opérations élémentaires de lignes sur la matrice augmentée de maniére à transformer А en une 
matrice triangulaire, c'est-à-dire en une matrice dont les éléments au-dessous de la diagonale 
principale sont tous nuls. Une fois cette tâche accomplie, on constate facilement si le système 
admet des solutions et on peut alors les trouver. Il faut noter que les opérations élémentaires de 
lignes exécutées sur la matrice augmentée (7) sont des opérations qui préservent les solutions 
(s’il en existe) au système (1). Les exemples suivants illustrent ce processus. 


| Exemple! | Résolvez le système d'équations 


хі-2х,%3х;- 7, 
хү+ х,-2Хху--5, (8) 
2x,— х= Хұ- 4. 
Га matrice augmentée pour le systéme (8) est 
1-2 3| 7 
-] 1 -2|-5 (9) 


2 -1-1| 4 
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» On effectue maintenant des opérations élémentaires de lignes sur la matrice (9) afin d'introduire 
des zéros dans la partie inférieure gauche de la matrice. Chaque étape est décrite, et les résultats sont 
notés ci-dessous. 

a) Additionnez la première ligne à la deuxième ligne et additionnez (—2) fois la première ligne 
à la troisiéme ligne. 


1-2 3 7 
0 -1 1 2 
0 3 -7-10 
b) Multipliez la deuxième ligne par -1. 
1-2 3 7 
0 1 -1|-2 
0 3 -7-10 
c) Additionnez (—3) fois la deuxième ligne à la troisième ligne. 
1-2 3 7 
0 1 -1|-2 
0 0 -4| -4 


1 2» 3 7 
0 1 -1|-2 
0 0 1 1 


La matrice ainsi obtenue correspond au systéme d'équations 
хі-2х%3хұ- 7, 
X, — X3 =—2, (10) 
хз= 1, 
qui équivaut au systeme original (8). Il faut noter que les coefficients dans les équations (10) forment une 
matrice triangulaire. À partir de la dernière des équations (10) on a x, = 1, à partir de la deuxième équa- 
tion on a x, = 2 + x, = —1 et à partir de la première équation on a x, = 7+ 2x, — 3x, = 2. Ainsi, on obtient 
2 
x-|-l|, 
1 


qui est la solution au systéme donné (8). Incidemment, puisque la solution est unique, on conclut que 
la matrice des coefficients est non singulière. 


Déterminez les solutions au systéme 
xı — 2x, +2x, = b, 
=x + х= 2x = b, (11) 
2x, = x,+3x, = b, 
en fonction des valeurs de b,, b, et b}. 


Il faut noter que les coefficients du système (11) sont les mêmes que ceux du système (8), à l'ex- 
ception du coefficient de x, dans la troisiéme équation. La matrice augmentée pour le systéme (11) est 


1 -2 XI 
-1 1 -2|Ь,| (12) 
2-1 3|ь, 


En effectuant les étapes а), b) et c) comme dans l'exemple 1, on réduit la matrice (12) à 
1-2 3 bj 
0 1 -1| -h-b, |. (13) 
0 0 01b,+3b,+b, » 
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» L'équation correspondant à la troisiéme ligne de la matrice (13) est 
b, + 3b, + b, = 0. (14) 


Ainsi, le système (11) n'admet aucune solution, à moins que la condition (14) ne soit satisfaite par Б, b, 
et b}. On peut montrer que cette condition est identique à l'équation (5) pour le système (11). 

Supposons maintenant que b, = 2, b, = 1 et b, = —5, auquel cas l'équation (14) est satisfaite. Alors, 
les deux premières lignes de la matrice (13) correspondent aux équations 


x,-2x,*3x,- 2, (15) 


Х,- Хұ--3. 


Pour résoudre le systéme (15), on peut fixer arbitrairement une des inconnues, puis déterminer les 
valeurs respectives des deux autres. Soit x, = 0, ой & est arbitraire. П s'ensuit donc que 


X, = 0—3, 
x, = 2(6-3)-30--2--а-4. 


Si on écrit la solution en notation vectorielle, on obtient 


—@ — 4 -1 -4 
х-| a-3|-a| 1|+|—3 |. (16) 
а 1 0 


Il est facile de vérifier que le deuxiéme terme du second membre de l'équation (16) est une solution 
au système non homogène (11), alors que le premier terme représente la solution la plus générale au 
systéme homogéne correspondant à (11). 


La réduction sert aussi à résoudre des systémes homogénes ainsi que des systémes dans 
lesquels le nombre d'équations est différent du nombre de variables inconnues. 


L'indépendance linéaire Оп dit qu'un ensemble de k vecteurs х(",..., x? est linéairement 
dépendant s'il existe un ensemble de nombres (complexes) с|,..., c, dont au moins un est non 
nul, de sorte que 


cx? + ee x9 = 0). (17) 


En d'autres mots, хӘ,..., x® sont linéairement dépendants s'il existe une relation linéaire 
entre eux. Par ailleurs, si le seul ensemble c,,..., c, pour lequel l'équation (17) est satisfaite est 
су=с,=-++ = c, = 0, alors on dit que х!",..., x? sont linéairement indépendants. 

On considére maintenant un ensemble de n vecteurs admettant chacun n composantes. 
Soit x, — х? la i-ième composante du vecteur х0, et soit X = (x). Alors, on peut écrire l'équa- 
tion (17) sous la forme 


XC, bec XC 


ou 
Xc- 0. (18) 


Si det X + 0, alors la solution unique à l'équation (18) est c = 0, mais si det X = 0, il existe des 
solutions non nulles. Ainsi, l'ensemble des vecteurs x (9, ... , х est linéairement indépendant si 
et seulement si det X = 0. 
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Déterminez si les vecteurs 


2 -4 
x" 3 сабап; <=) 1 (19) 
- 3 -11 


sont linéairement indépendants ou linéairement dépendants. 515 sont linéairement dépendants, trou- 
vez une relation linéaire entre eux. 

Pour déterminer si x”, x? et хб) sont linéairement dépendants, il faut des constantes c}, с, et c, 
qui ne sont pas toutes nulles simultanément telles que 


сух) + схо) + cx? = 0. (20) 


On peut aussi écrire l'équation (20) sous la forme 


1 2 -4\fc, 0 
2 1 1 (|с, |=10 |, (21) 
-1 3 -11/ (с) (0 


et la résoudre au moyen d'opérations élémentaires de lignes en considérant la matrice augmentée 


1 2 40 
221-1101 (22) 
- 3 dil 


On procéde comme dans les exemples 1 et 2. 
a) Additionnez (-2) fois la première ligne à la deuxième ligne et additionnez la première ligne 
à la troisiéme ligne. 


1 2 -41|0 
0 -3 910 
0 5 -15|0 
b) Divisez la deuxième ligne par -3 et additionnez (—5) fois la deuxième ligne à la troisième 
ligne. 
1 2 410 
0 1-31|0 
0 о 310 


Ainsi, on obtient le système équivalent 


с, + 2с, — 4c, = 0, 
1 2 3 (23) 


€, = 3c, = 0. 


De la deuxième ligne de l'équation (23), оп tire с, = 3c, et de la première, on a c, = 4с; – 2с, = —2c,. 
Ainsi, оп a trouvé la solution pour c, et с, en fonction de су, cette dernière variable demeurant arbi- 
traire. Si on pose par exemple c, = —1, alors c, = 2 et c, = —3. Dans ce cas, la relation recherchée (20) 
devient 


2x0 — 3x — x(02 0 
et les vecteurs donnés sont linéairement dépendants. 


On peut aussi calculer det(x;), dont les colonnes sont les composantes de x”, х et x^", respec- 
tivement. Par conséquent, 


1 2 -4 
dex,)-2| 2 1 1 
=] Зы 


et un calcul direct montrent qu'il est nul. Ainsi, x, x? et x® sont linéairement dépendants. Toutefois, 
si les coefficients c,, c, et c, sont requis, on doit alors résoudre l'équation (20) pour les déterminer. 
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Il est souvent utile de considérer les colonnes (ou les lignes) d'une matrice А comme des 
vecteurs. Ces vecteurs colonnes (ou lignes) sont linéairement indépendants si et seulement si 
det A 40. De plus, si C = AB, alors on peut montrer que det C = (det A)(det B). Par conséquent, 
si les colonnes (ou les lignes) de A et de B sont linéairement indépendantes, alors les colonnes 
(ou les lignes) de C sont aussi linéairement indépendantes. 

On applique maintenant les notions de dépendance et d'indépendance linéaires à un 
ensemble de fonctions vectorielles x?(1),..., x*?(r) définies dans un intervalle œ < t < f. On 
dit que les vecteurs x (1),..., x*(r) sont linéairement dépendants de a < t < p s’il existe un 
ensemble de constantes c,,..., c, qui ne sont pas toutes nulles simultanément telles 


c,X Xt) ++ с, х®(т) = 0, quel que soit 1 dans l'intervalle. 


Sinon, on dit que хӘ(),..., XP) sont linéairement indépendants. Il faut noter que si 
x(?(f),..., x ?(r) sont linéairement dépendants dans un intervalle, ils sont linéairement dépen- 
dants en tout point dans l'intervalle. Cependant, si x" (f), ..., x ^(f) sont linéairement indépendants 
dans un intervalle, ils peuvent étre ou non linéairement indépendants en tout point. En fait, 
ils peuvent étre linéairement dépendants en chaque point, mais avec différents ensembles de 
constantes en différents points. Le probléme 15 en est un exemple. 


Les valeurs propres et les vecteurs propres Ор peut considérer l'équation 
Ах-у (24) 


comme une transformation linéaire qui transforme un vecteur x en un nouveau vecteur y. Les 
vecteurs qui sont transformés en multiples d'eux-mémes sont importants dans de nombreuses 
applications. Pour trouver ces vecteurs, on pose y — Ax, ой A est une constante. On recherche 
ensuite des solutions aux équations 


Ах = Ах (25) 

ой 
(A — ADx = 0. (26) 
Cette dernière équation admet des solutions non nulles si et seulement si on choisit À de sorte que 
A(A) = det(A — AT) = 0. (27) 


L'équation (27) est une équation polynomiale de degré n en À et est l'équation caractéristique 
de la matrice А. Les valeurs de À qui satisfont à l'équation (27) sont les valeurs propres de 
la matrice A, et les solutions non nulles à l'équation (25) ou (26) qu'on obtient en utilisant ces 
valeurs de À sont des vecteurs propres correspondant à la valeur propre. 

Si À est une matrice de dimensions 2 x 2, alors l'équation (26) est de la forme 


а-л а, x,) (0 (28) 
а, an — À ) (x, {o 


A(A) = (a,, — À)(a,, — À) ^ аа, 2 0 (29) 


et l'équation (27) devient 


ou 


Д? — (а, +а,,)А+аџа,, -а,а, = A? — АТА + det A = 0, (30) 


6. Par exemple, ce probléme se pose lorsqu'il faut trouver les axes principaux de tension dans un corps élastique et les 
modes de vibrations libres dans un systéme conservatif avec un nombre fini de degrés de liberté. 
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où tr A =4, +а,, et det А-а,4,,- 4,,a,, sont respectivement la trace et le déterminant de la 


matrice A. 
Si on note À, et À, les racines de l'équation (30), elle devient 
A(À)  (A- A(A— 4,) = А? - (A, A,)À * 2,2, — 0. (31) 
П s'ensuit que 
А +2,=trA et AÀ,-detA. (32) 


L'exemple suivant montre comment trouver les valeurs propres et les vecteurs propres. 


Bane Trouvez les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice 


А 33 
(M y eR 


Les valeurs propres À et les vecteurs propres x satisfont à l'équation (А — ADx = 0 ou 


n" zu] H0) (34) 


Les valeurs propres sont les racines de l'équation 


3-2 -1 


det А-А NE 


|-a-a-2=0. (35) 


Par conséquent, les valeurs propres sont A, = 2 et À, = —1. 
Pour trouver les vecteurs propres, on revient à l'équation (34) et on remplace À par chacune des 
valeurs propres tour à tour. Pour À= 2, on a 


с (ЧУ an 


Ainsi, chaque ligne de cette équation vectorielle mène à la condition x, — x, = 0. Donc, x, et x, sont 
égaux, mais leur valeur n'est pas déterminée. Si x, = c, alors x, = c et le vecteur propre x? est 


1 
x” ZB cs 0. (37) 


Par conséquent, il existe un ensemble infini de vecteurs propres, indexés par la constante arbitraire c, 
correspondant à la valeur propre 4). Choisissons un seul élément de cet ensemble pour représenter tous 
les autres; dans cet exemple, il semble plus simple de poser c = 1. Ainsi, à la place de l'équation (34), 


on écrit 
1 
x” = d (38) 


De plus, vous devez vous rappeler que tout multiple non nul de ce vecteur est également un vecteur 
propre. On dit que x™ est le vecteur propre correspondant à la valeur propre À, = 2. 
Maintenant, en posant À = —1 dans l'équation (34), on obtient 


B à MEN (39) 


De nouveau, on obtient une seule condition portant sur x, et x,, soit que 4x, — x, = 0. Par consé- 
quent, le vecteur propre correspondant à la valeur propre À, = —1 est 


1 
(2) _. 
х= 5) (40) 


ou tout multiple non nul de ce vecteur. 
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Comme on a pu le voir dans l'exemple 4, on détermine les vecteurs propres à une constante 
multiplicative non nulle prés. Lorsque cette constante est spécifiée, on dit que les vecteurs 
propres sont normalisés. Dans l'exemple 4, on a posé cette constante égale à 1, mais on aurait 
pu utiliser toute autre valeur non nulle. Parfois, il est pratique de normaliser un vecteur propre x 
en choisissant la constante de sorte que (x, x) = 1. 

L'équation (27) étant une équation polynomiale de degré n en A, il existe п valeurs propres 
А,,..., À,, dont certaines peuvent être identiques. Si une valeur propre donnée apparaît m fois 
comme racine de l'équation (27), alors on dit que cette valeur propre est de multiplicité т. On 
peut associer un vecteur propre à chaque valeur propre, et on peut aussi associer q vecteurs 
propres linéairement indépendants à une valeur propre de multiplicité т. Le nombre entier 4 est 
appelé 1а multiplicité géométrique de la valeur propre et il est possible de montrer que 


1<4<т. (41) 


De plus, des exemples montrent que q peut étre tout nombre entier dans cet intervalle. Si chaque 
valeur propre de A est simple (est de multiplicité un), alors elle est aussi de multiplicité géo- 
métrique un. 

Il est possible de montrer que si À, et À, sont deux valeurs propres de А et si Л, # 4, alors 
leurs vecteurs propres correspondants x! et x? sont linéairement indépendants (voir le pro- 
blème 34). Ce résultat s'étend à tout ensemble A,...., À, de valeurs propres distinctes: leurs 
vecteurs propres x'^,.. ., x? sont linéairement indépendants. Par conséquent, si chaque valeur 
propre d'une matrice de dimensions n х n est simple, alors les п vecteurs propres de A, un pour 
chaque valeur propre, sont linéairement indépendants. D'autre part, si А admet une ou plusieurs 
valeurs propres multiples, alors il peut y avoir moins de n vecteurs propres linéairement indé- 
pendants associés à A, puisque pour une valeur propre multiple, on peut avoir q « m. Comme 
nous le verrons à la section 5.8, ce fait peut entrainer des difficultés ultérieures dans la résolu- 
tion des systèmes d'équations différentielles. 


| Exemple5 | Trouvez les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice 
0 1 1 
A=|1 0 1. (42) 
1 1 0 


Les valeurs propres Л et les vecteurs propres x satisfont à l'équation (А — A Dx = 0 ou 


-A 1 Ilf») (0 


1-4 1|[||x,|]2/0]. (43) 
1 1] -А (ху 0 
Les valeurs propres sont les racines de l'équation 
-A 1 1 
det(A-AD-2|1 -2 1--22434-2-0. (44) 
1 1 -À 


Les racines de l'équation (41) sont À, = 2, À, = —1 et À, = —1. Ainsi, 2 est une valeur propre simple et —1 
est une valeur propre de multiplicité 2. 

Pour trouver le vecteur propre x™ correspondant à la valeur propre 4), on pose 4.- 2 dans l'équa- 
tion (40). On obtient alors le systéme 


-2 1 1\fx, 0 
1-2 1||х,|-|0|. (45) 
1 1] -2/1X, 0 
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» On peut réduire ce système au système équivalent 


2 —1 -1\fx, 0 
0 1 -1||x,|=|0 (46) 
0 0 0)(х, 0 


au moyen d'opérations élémentaires de lignes. En résolvant ce système, on obtient le vecteur propre 


1 
x? 2| 1 |. (47) 
1 
Pour À = —1, l'équation (40) se réduit immédiatement à l'équation 
Xj T Xj x,— 0. (48) 


Ainsi, on peut choisir arbitrairement les valeurs de deux des variables x, х,, x, et déterminer la troi- 
siéme à partir de l'équation (45). Par exemple, si x, = c, et x, = с,, alors x, = —c, — с,. En notation 
vectorielle, on écrit 


с 1 0 
х = с; -с| 0 |+с,| 1l. (49) 
=c -C -1 -1 


x®=| 0). (50) 


Tout multiple non nul de x® est aussi un vecteur propre, mais on peut trouver un second vecteur propre 
indépendant en choisissant d'autres valeurs de c, et de с,; par exemple, c, = 0 et c, = 1. Dans ce cas, 
on obtient 


8-| 1| (51) 


qui est linéairement indépendant de x. Par conséquent, dans cet exemple, deux vecteurs propres 
linéairement indépendants sont associés à une valeur propre double. 


Une catégorie importante de matrices, les matrices hermitiennes (ou autoadjointes), sont 
celles pour lesquelles A* = A, autrement dit а„ = a. Les matrices hermitiennes incluent comme 
sous-catégorie les matrices symétriques (telles que А” = A), dont tous les éléments sont réels. 
Les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices hermitiennes admettent toujours les 
propriétés suivantes : 


1. Toutes les valeurs propres sont réelles. 

2. Il existe toujours un ensemble de п vecteurs propres linéairement indépendants, peu 
importe les multiplicités des valeurs propres. 

3. Si x? et x? sont des vecteurs propres qui correspondent à différentes valeurs propres, 
alors (x, x?) = 0. Donc, si toutes les valeurs propres sont simples, les vecteurs pro- 
pres associés sont orthogonaux deux à deux. 

4. Si x? et x? correspondent à une valeur propre de multiplicité т, il est possible de 
choisir m vecteurs propres qui sont orthogonaux deux à deux. Ainsi, on peut toujours 
obtenir un ensemble de п vecteurs qui sont orthogonaux et linéairement indépendants. 


L'exemple 5 qui précéde traite d'une matrice symétrique réelle et illustre les propriétés 1, 
2 et 3, mais le choix qu'on a fait pour x? et x? n'illustre pas la propriété 4. Cependant, il est 
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toujours possible de choisir x? et x? de sorte que (x?, x?) = 0. Par exemple, dans l'exemple 5, 
on aurait pu choisir le vecteur x de l'équation (50) et le nouveau vecteur x? en posant c, = 1 
et c, = 2 dans l'équation (49). Ainsi, on obtiendrait 


1 1 
xs x? =| 2 
-І 1 


comme vecteurs propres associés à la valeur propre. Ces deux vecteurs propres et le vecteur 
propre x™ correspondant à la valeur propre À = 2 sont orthogonaux deux à deux. Les preuves 
des énoncés 1 et 3 de la page précédente apparaissent aux problèmes 32 et 33. 


Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 6, résolvez le système d'équations ou montrez qu'il n'existe aucune solution. 


l x, = хұ-0 2. x,*2x,— хұ-і 
3x,*x,* хұ-і 2ху% х,% хұ-і 
-xi %х,%2х,-2 х= х,%2х;-іІ 

3. хі%2х,- x= 2 4. x,+2x,— хұ-0 
2x,+ x,+ у= 1 2x,* x, + хұ-0 
х= xX,*2x,--1 х= X,+2x, =0 

5. x — хұ-0 6. x, +2X,— x,--2 
Зх +x, + хұ-0 -2х|-4х,%2хұ- 4 


шығы =0 2x, + Ax, — 2x, 7 -4 


ш Dans les problèmes 7 à 11, déterminez si l'ensemble de vecteurs est linéairement indépendant. S'il est 
linéairement dépendant, trouvez une relation linéaire entre eux. Les vecteurs sont présentés en ligne 
pour économiser de l'espace, mais on peut les considérer comme des vecteurs colonnes. Autrement 
dit, on peut utiliser les transposées des vecteurs plutôt que les vecteurs eux-mêmes. 


7 х9-(,1,0,  x?-2(011, х?-(1,0,1) 

8. хӘ-(2,1,0,  x®=(0,1,0), х?-(-1,2,0) 

9. x^-(1,2,2,3, хО-(-1,0,3,), | x?2(2,-1,,1,0, х?Ф-(-3,0,-1,3) 
10. хӘ-(1,2,-1,0, — x?-(2,3,,-D, хО-(-1,0,2,2, хФ-(3,-1,1,3) 
11. x?-(,2,2), | x?-2(3,1,,0,  x?-Q,;-L1, х®=(4,3,-2) 


12. Supposez que les vecteurs x™®,..., x" admettent chacun п composantes et que n < m. Montrez 
que x™®,..., x? sont linéairement dépendants. 


ш Dans les problèmes 13 et 14, déterminez si l'ensemble des vecteurs est linéairement indépendant pour 
—c < {< co, S'il est linéairement dépendant, trouvez la relation linéaire entre eux. Comme dans les 
problémes 7 à 11, les vecteurs sont présentés en ligne pour économiser de l'espace. 


13. x (r) = (e*, 267), xO(r) = (e, е), x®(9 = Ge”, 0) 
14. x0(9 = (2 sin t, sin f), x2 (9 = (sin t, 2 sin f) 


15. Soit 
А 1 
х0) = | | Ha] 
te! t 


Montrez que хӘ(/) et x?(f) sont linéairement dépendants en chaque point de Pinter- 
valle 0 € t € 1. Néanmoins, montrez aussi que х(0(7) et x” (A) sont linéairement indépendants 
dansO € t & 1. 
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р E Dans les problèmes 16 à 25, trouvez les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice. 


5 i 3 -2 
16. 17. 
Ж ul 
ж; 1 li 
18. 19. | . 
1 3) -i ) 
53 -3 3/4 
20. 21. 
43 -1 = d 
1 0 0 a 2 2 
22. |2 1 -2 23. | 1 4 1 
3 2 1 -2 -4 -1 
11/9 -2/9 8/9 324 
24. | -2/9 2/0 10/9 25. |2 0 2 
8/9 10/9 5/9 423 


ш Dans les problèmes 26 à 30, résolvez Ax = b lorsque det A = 0. 


` 


26. a) Supposez que A est une matrice à valeurs réelles de dimensions n X n. Montrez que 
(Ax,y)= (x, AP y) pour n'importe quels vecteurs x et y. 
Suggestion : Il est peut-être plus facile de considérer d'abord le cas où n = 2. Ensuite, étendez 
le résultat à une valeur arbitraire de л. 


b) Si A n'est pas nécessairement à valeurs réelles, montrez que (Ax, y) = (x, A* y) pour n'importe 
quels vecteurs x et y. 


с) Si А est hermitienne, montrez que (Ax, y) = (x, Ay) pour n'importe quels vecteurs x et y. 
27. Supposez que, pour une matrice A, il existe un vecteur non nul x de sorte que Ах — 0. Montrez 
qu'il existe aussi un vecteur non nul y tel que A*y — 0. 


28. Supposez que det А = 0 et que Ax = b admet au moins une solution. Montrez que (b, y) = 0, 
oü y est une solution à A* y — 0. Vérifiez que cet énoncé est vrai pour l'ensemble des équations 
de l'exemple 2. 


Suggestion : Utilisez le résultat du probléme 26. 
29. Supposez que det А = 0 et que x = x est une solution à Ax = b. Montrez que si Ё est une solution 
à AË= 0 et que & est une constante, alors x = x? + о/ est aussi une solution à Ax = b. 


30. Supposez que det A = 0 et que y est une solution à A*y = 0. Montrez que si (b, y) = 0 quel que 
soit y, alors Ax — b admet des solutions. Vous devez noter qu'il s'agit de l'inverse du probléme 28. 
La forme de la solution est donnée au probléme 29. 


Suggestion : Qu'indique la relation A*y — 0 à propos des lignes de A ? Il peut étre de nouveau utile 
de considérer d'abord le cas où n = 2. 

31. Prouvez que À = 0 est une valeur propre de A si et seulement si А est singulière. 

32. Dans ce probléme, on montre que les valeurs propres d'une matrice hermitienne A sont réelles. 
Soit x un vecteur propre correspondant à la valeur propre A. 
a) Montrez que (Ax, x) = (x, Ax). Suggestion : Reportez-vous au probléme 26 c). 
b) Montrez que A(x,x) = À(x, x). Suggestion: Rappelez-vous que Ах = Ax. 
с) Montrez que À = À, autrement dit que la valeur propre À est réelle. 


33. Montrez que si À, et À, sont des valeurs propres d'une matrice hermitienne А et que si À, # А„, 
alors les vecteurs propres х!) et х) correspondants sont orthogonaux. 


Suggestion : Utilisez les résultats des problèmes 26 c) et 32 pour montrer que (A, — À.) (х0, x9") = 0. 


34. Montrez que si À, et À, sont des valeurs propres d'une matrice А quelconque et si À, + 2, alors 
les vecteurs propres correspondants x et х0) sont linéairement indépendants. 
Suggestion: Commencez en posant сх + сх = 0 et multipliez cette expression раг A pour 
obtenir c, A,x' + c;A;x' = 0. Ensuite, montrez que c, = c, = 0. 
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5.4 | La théorie fondamentale sur les 
systemes d'équations linéaires du 
premier ordre 

La théorie générale dans l'étude d'un systéme de n équations linéaires du premier ordre 

xp = pa), ++ р, (OX, 32,0), 

; (1) 

x, = pa), pu (OX, + g, CA 


est trés similaire à celle d'une équation linéaire du n-iéme ordre. Dans cette section, nous sui- 
vrons donc un cheminement semblable à celui des sections 3.3 et 4.1. Pour aborder efficacement 
le systéme (1), nous écrirons ce dernier en utilisant la notation matricielle. Autrement dit, nous 
allons considérer x, = $,(2),..., x, = 6, (f) comme les composantes du vecteur x = ф(0). De la 
méme manière, g,(),..., 2,(0 sont les composantes du vecteur g(®) ер, (0),..., p, (f) sont les 
éléments de la matrice P(f) de dimensions n x n. L'équation (1) prend donc la forme 


x' = Р(х + есі). (2) 


L'écriture matricielle ne permet pas uniquement de gagner beaucoup d'espace et de faciliter les 
calculs. Elle permet aussi d'accentuer les similitudes entre les traitements respectifs d'une seule 
équation et d'un systéme d'équations. 

On dit qu'un vecteur x = ф(7) est une solution à l'équation (2) si ses composantes satisfont 
au systéme d'équations (1). Dans cette section, on supposera que P et g sont continues dans 
un intervalle œ < t < p. Autrement dit, chacune des fonctions scalaires est continue dans cet 
intervalle. Selon le théorème 5.1.2, cette condition est suffisante pour garantir l'existence des 
solutions à l'équation (2) dans l'intervalle o < t < p. 

D'abord, il convient de considérer l'équation homogène 


х’ = Р(0х (3) 
obtenue à partir de l'équation (2) lorsque #(7) = 0. Une fois l'équation homogène résolue, plu- 


sieurs méthodes permettent de résoudre l'équation non homogéne (2); ce sujet sera abordé dans 
la section 5.9. On utilise la notation 


x(t) Xy) 
x? (1) = ‚ш ee  x(n- *a( Е (4) 
x. КС 


pour désigner des solutions spécifiques au système (3). П faut noter que x, (t) = х (t) désigne la 
i-ième composante de la j-ième solution x(#. Les principaux résultats concernant la structure 
des solutions au systéme (3) sont énoncés dans les théorémes 5.4.1 à 5.4.5. Ceux-ci ressemblent 
beaucoup aux théorémes correspondants des sections 3.3 et 4.1. Certaines des preuves devront 
étre trouvées dans les exercices. 


Théoréme 5.4.1 


Si les fonctions vectorielles x? et x? sont des solutions au système (3), alors la combinai- 
son linéaire с|х + с,хФ en est aussi une solution, quelles que soient les constantes c, et с,. 


Il s'agit du principe de superposition. On le prouve simplement en dérivant сх‘ + с,х et 
en considérant le fait que x" et x® satisfont à l'équation (3). En appliquant de manière répétitive 
le théorème 5.4.1, on en conclut que si x'P,..., x? sont des solutions à l'équation (3), alors 


х= ex (t) cx P (0) (5) 
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est une solution, quelles que soient les constantes с|,..., с,. Par exemple, on peut vérifier que 


vo-| MLB Lof A 22 (6) 
22" 2) ^ -2e" -2 


satisfait à l'équation 
, [1 1 (7) 
х= х. 
4 1 


Selon le théoréme 5.4.1, 


= ex (t) - cx? (0) (8) 


satisfait également à l'équation (7). 

Comme on l'a mentionné précédemment, si on applique de manière répétitive le théo- 
rème 5.4.1, il s'ensuit que toute combinaison linéaire finie de solutions à l'équation (3) est aussi 
une solution. On se demande maintenant si on peut trouver toutes les solutions à l'équation (3) 
de cette manière. Par analogie avec les cas précédents, il est raisonnable de s'attendre à ce que, 
pour un systéme de la forme (3) de n équations du premier ordre, il suffise de combiner linéaire- 
ment n solutions choisies de manière appropriée. Par conséquent, soit x'9,.. ., x( les n solutions 
au système du n-iéme ordre (3). De plus, on considère la matrice X(t) dont les colonnes sont les 
vecteurs x (f), ..., x"(r): 


Хы) ... xq) 
X()-2| : : | (9) 
ЖМ) .. xt) 


On a vu dans la section 5.3 que les colonnes de X(f) sont linéairement indépendantes pour une 
valeur donnée de f si et seulement si det X + 0 pour cette valeur de 1. Ce déterminant est le 
wronskien des n solutions x'9,..., x ? et on le note W[x®,..., х]. Autrement dit, 


WiIx*,...,x'?](0?) = det X(0). (10) 


Les solutions хФ,..., x? sont alors linéairement indépendantes en un point si et seulement si 
WI[x'», ..., x] est non nul en ce point. 


Théoréme 5.4.2 


Si les fonctions vectorielles x(9,..., x sont des solutions linéairement indépendantes au 
système (3) еп tout point de l'intervalle œ < t < fj, alors on peut exprimer chaque solu- 
tion x = (г) au système (3) comme une combinaison linéaire de x'), .. ., x, 


PA S ex (Dese x), (11) 


d'une et d'une seule facon. 


Avant de prouver le théoréme 5.4.2, il faut noter que, selon le théoréme 5.4.1, toutes les 
expressions de la forme (11) sont des solutions au systéme (3), tandis que selon le théoréme 5.4.2, 
toutes les solutions à l'équation (3) peuvent s'écrire sous la forme (11). Si les constantes c,,..., 
с, Sont considérées comme étant arbitraires, alors l'équation (11) comprend toutes les solutions 
au système (3) et est dite solution générale. On dit que tout ensemble de solutions x),..., x? à 
l'équation (3), qui est linéairement indépendant en chaque point dans l'intervalle œ < t < p, est 
un ensemble fondamental de solutions dans cet intervalle. 
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Afin de prouver le théoréme 5.4.2, оп montrera que, étant donné une solution ф à l'équa- 
tion (3), (4) = cx (1) + --- c, x" (t) pour des valeurs appropriées de c, ..., c,. Soit t= t, un 
point dans l'intervalle œ< t< Pet soit E= $(1,). On veut déterminer s'il existe une solution de la 
forme x = c,x (t) - --- - c, x" (t) qui satisfait aussi à la condition initiale x(1,) = é. Autrement 
dit, on veut savoir s'il y a des valeurs de c,,..., c, telles que 


сух (1) - е, х (t)= Ё, P 


оп, explicitement, 
суху) +++ с„х„(@,) = 6, 
5 (13) 
CX, (tg) +с,х,„ (6) =6,. 


La condition nécessaire et suffisante selon laquelle l'équation (13) admet une solution unique 
с,..., €, Est précisément que le déterminant de la matrice des coefficients soit non nul, celui-ci 
étant le wronskien W[x'?,..., х] évalué en t = t,. L'hypothèse selon laquelle x,..., х 
sont linéairement indépendants dans o < t < В assure que W[x®,..., x™] est non nul en t= t, 
et qu'il y a donc une solution (unique) à l'équation (3) de la forme х = cx? (t) c,x (t) 
qui satisfait aussi à la condition initiale (12). Selon la partie relative à l'unicité du théo- 
rème 5.1.2, cette solution est identique à ф(7) et, ainsi, $ (t) = c,x (1) ee +c, x” (f) comme 
il fallait le prouver. 

Le théorème qui suit est utile, car il évite de devoir examiner W[x®™®,..., х] en tout point 
dans l'intervalle qui nous intéresse et il permet de déterminer si x", . . . , x? forment un ensemble 
fondamental de solutions simplement en évaluant leur wronskien en un point quelconque dans 
l'intervalle. 


Théoréme 5.4.3 


Si х0), ..., x? sont des solutions à l'équation (3) dans l'intervalle œ < t < p, alors dans cet 
intervalle, W[x(), .. ., x] est soit nul, soit toujours non nul. 


On prouve le théorème 5.4.3 en établissant d'abord que le wronskien de х,..., x? satisfait 
à l'équation différentielle (voir le probléme 2) 


dW 
——-(Putpat:cpo)W. (14) 
dt 
Par conséquent, ona 
W(n- cap! fonna. (15) 


où c est une constante arbitraire, et la conclusion du théorème s'ensuit directement. L'expression 
qui représente W(t) dans l'équation (15) est appelée la formule d'Abel. Notez la ressemblance de 
ce résultat avec le théorème 3.3.7 ainsi qu'avec l'équation (23) de la section 3.3 en particulier. 

D'une autre manière, on peut établir le théorème 5.4.3 en montrant que si n solutions 
хӘ,..., x? à l'équation (3) sont linéairement dépendantes en un point г = f,, alors elles doivent 
être linéairement dépendantes en tout point dans œ< t < D (voir le probléme 8). Par conséquent, 
si x®,..., x? sont linéairement indépendantes en un point, elles doivent être linéairement indé- 
pendantes en tout point de l'intervalle. 

Le théoréme suivant énonce que le systéme (3) admet toujours au moins un ensemble fon- 
damental de solutions. 


5.4 La théorie fondamentale sur les systémes d'équations linéaires du premier ordre P227 
Тһеогете 5.4.4 


Soit 
1 0 0 
0 1 0 
e=|0| о = 
à 0 
0 0 1 


et х0,..., х) Jes solutions au système (3) satisfaisant respectivement aux conditions 
initiales 
хо) e®,..., XO) = ет, (16) 


ой 1, est un point dans a < t < f. Alors, x'?,..., x™ forment ип ensemble fondamental de 
solutions au système (3). 


Afin de prouver ce théorème, il faut noter que l'existence et l'unicité des solutions x'5,..., 
x'? mentionnées dans le théorème 5.4.4 sont assurées раг le théorème 5.1.2. П est clair que le 
wronskien de ces solutions est égal à 1 lorsque t = /,. Par conséquent, хФ,..., x? forment un 
ensemble fondamental de solutions. 

Lorsqu'on a trouvé un ensemble fondamental de solutions, on peut générer d'autres 
ensembles en combinant linéairement les solutions (indépendantes) du premier ensemble. On 
considére que l'ensemble obtenu au théoréme 5.4.4 est le plus simple. 

Enfin, il peut arriver (comme pour les équations linéaires du deuxiéme ordre) qu'un sys- 
téme dont tous les coefficients sont réels produise des solutions à valeurs complexes. Dans ce 
cas, le théoréme ci-dessous est analogue au théoréme 3.3.6 et nous permet d'obtenir plutót des 
solutions à valeurs réelles. 


Théoréme 5.4.5 


Considérez le systéme (3) 
x' = P(r)x, 


où chaque élément de P est une fonction continue à valeurs réelles. Si x = u(t) + iv(t) est 
une solution à valeurs complexes à l'équation (3), alors sa partie réelle u(f) et sa partie ima- 
ginaire v(f) sont aussi des solutions à cette équation. 


Pour prouver ce résultat, on substitue u(f) + iv(t) à x dans l'équation (3), ce qui donne 
x — P(rx -u'(r) - P()u(t) + ilv (0) - P(v(17)] = 0. (17) 


On s'est basé sur l'hypothése selon laquelle P(A est à valeurs réelles pour décomposer l'équation 
(17) en ses parties réelle et imaginaire. Puisqu'un nombre complexe est nul si et seulement si ses 
parties réelle et imaginaire sont toutes les deux nulles, on en conclut que u'(f) – P(r)u(t) = 0 et 
v'(t) — P(r)v(r) = 0. Par conséquent, u() et у(2) sont des solutions à l'équation (3). 
En résumé: 
1. Tout ensemble de п solutions linéairement indépendantes au système x’ = P(f)x consti- 
tue un ensemble fondamental de solutions. 
2. Selon les conditions précisées dans cette section, de tels ensembles fondamentaux 
existent toujours. 
3. On peut représenter chaque solution au système x’ = P(r)x sous la forme d'une combi- 
naison linéaire de tout ensemble fondamental de solutions. 
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Problémes 


1. 


2. 


Prouvez la généralisation du théoréme 5.4.1, telle qu'exprimée par la phrase qui inclut l'équation (8), 
pour une valeur arbitraire du nombre entier k. 


Dans ce problème, une preuve du théorème 5.4.3 est établie lorsque n = 2. Soit x et x° les solutions 
à l'équation (3) dans œ< t < B et soit W le wronskien de x? et de x. 


a) Montrez que 


qw ах? ах? х x” 
E =| dt dt |+ dx? dx. 
xP xP dt dt 


b) En utilisant l'équation (3), montrez que 


dW 
—— = (py + р). 
dr Pii T Pa 
€) Trouvez W(t) еп résolvant l'équation différentielle obtenue dans la partie b). Utilisez cette expres- 
sion pour obtenir la conclusion énoncée dans le théoréme 5.4.3. 
d) Généralisez cette démarche afin de prouver le théoréme 5.4.3 pour une valeur arbitraire de n. 
Montrez que le wronskien de deux ensembles fondamentaux de solutions au systéme (3) peut diffé- 
rer au plus par une constante multiplicative. 
Suggestion : Utilisez l'équation (15). 
Si x, = y et x, = у’, alors l'équation du deuxième ordre 
y” +р(ду + q(y = 0 бі) 
peut étre réécrite comme le systéme 
Xp = х), " 
: г (ii) 
x} —-q(t)x, — p(t)x,. 


Montrez que si x? et x? forment un ensemble fondamental de solutions aux équations (ii) et 
que si y? et у? sont un ensemble fondamental de solutions à l'équation (i), alors W[y 9, y?] 
= cW [x'), x®], où c est une constante non nulle. 


Suggestion: у (t) есу (г) doivent être des combinaisons linéaires de x}; (f) et de x, (7). 


Montrez que la solution générale à x’ = P(r)x + g(t) est la somme d'une solution particulière x” à 
cette équation et de la solution générale х© à l'équation homogène correspondante. 


t 2 
Considérez les vecteurs x? (t) = В et x? (r) = f | 
2t 


a) Calculez le wronskien de x/" et de х). 
b) Dans quels intervalles x? et x? sont-ils linéairement indépendants ? 


€) Quelle conclusion pouvez-vous tirer concernant les coefficients du systéme d'équations différen- 
tielles homogènes satisfait par x? et x? ? 


d) Trouvez ce systéme d'équations et vérifiez les conclusions de la partie c). 


2 1 
242 t e "M А : 
Considérez les vecteurs х!" (t) 4 E x nz , | puis répondez aux mêmes questions qu'au 
probléme 6. 2t 6 


Les deux problémes suivants permettent de démontrer différemment le théoréme 5.4.2. 


Soit x5, ... , x? les solutions à x’ = Р(х dans l'intervalle œ< t < f. Supposez que P est continue 
et que f, est un point arbitraire dans l'intervalle donné. Montrez que x™,..., x? sont linéairement 
dépendantes dans 0 < t < B si et seulement si x? (1,), .. ., x"((1;) sont linéairement dépendantes. En 
d'autres mots, x ^, ..., x™ sont linéairement dépendantes dans l'intervalle (œ, 8) si elles sont linéai- 
rement dépendantes en tout point à l'intérieur de celui-ci. 
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Suggestion: Il existe des constantes c,,..., с, telles que cx (15) e c, x" (t)) = 0. Soit 


m 


Z(t) = cx P (1) + c, х (г). Utilisez le théorème relatif à l'unicité pour montrer que z(r) = 0 quel 


m 
que soit t dans œ< t < p. 
9. Soit x®,..., x? des solutions linéairement indépendantes de x’ = P(r)x, où P est continue dans 
a«t« В. 


a) Montrez que toute solution x = z(t) peut s'écrire sous la forme 
z(t) = cx P (t) ++, x? (f) 


en choisissant de façon appropriée les constantes c,,..., c,. 
Suggestion: Utilisez le résultat du probléme 12 de la section 5.3 ainsi que le probléme 8 de la 
page précédente. 

b) Montrez que l'expression de la solution z(f) de la partie a) est unique. Autrement dit, si 
z(t) = Кух“? (1) ---  k, x" (t), alors Ку = c,,..., К, = с, 

Suggestion: Montrez que (Kk, — c, )x P (t) + -- + (k, — c, )x™ (£) = 0 quel que soit t dans œ < t < B 
en considérant l'indépendance linéaire de x®,..., x. 


ЕЗ Les systèmes linéaires homogènes 
à coefficients constants 


Dans cette section, nous aborderons les systèmes d'équations linéaires homogènes à coeffi- 
cients constants, c’est-à-dire les systèmes de la forme 


x’ = Ах, (1) 


où А est une matrice constante de dimensions n x n. À moins d'indication contraire, on suppose 
aussi que tous les éléments de A sont des nombres réels (plutôt que des nombres complexes). 

Si n = 1, alors le système se réduit à une seule équation du premier ordre 

ax _ 

dt 
dont la solution est х = се“. Notez que x = 0 est la seule solution d'équilibre si a + 0. Les autres 
solutions s'approchent de x = 0 si a < 0 et, dans ce cas, on dit que x = 0 est une solution d'équi- 
libre asymptotiquement stable. D’autre part, si a > 0, alors x = 0 est instable, puisque les autres 
solutions s'éloignent de celle-ci. Pour les systèmes de dimension élevée, la situation est ana- 
logue mais plus complexe. On trouve les solutions d'équilibre en résolvant Ax = 0. On suppose 
que det А + 0, de sorte que x = 0 est la seule solution d'équilibre. On doit toutefois se demander 
si d'autres solutions s'approchent de cette solution d'équilibre ou s'éloignent de celle-ci lorsque t 
augmente. En d'autres mots, x - 0 est-elle asymptotiquement stable ou instable, ou existe-t-il 
d'autres possibilités ? 

Le cas ой n = 2 est particulièrement important et se prête bien à une visualisation dans le 
plan x,x,, appelé plan de phase. Si on évalue Ax en un grand nombre de points et qu'on trace 
les vecteurs résultants, on obtient un champ de direction de vecteurs tangents aux solutions au 
systéme d'équations différentielles. En général, on peut parvenir à une interprétation qualitative 
du comportement des solutions à partir d'un champ de direction. Il est possible d'obtenir des 
renseignements plus précis en incluant dans le graphe certaines courbes-solutions ou trajec- 
toires. Un graphe d'échantillon de trajectoires pour un systéme donné est un portrait de phase. 
Un portrait de phase bien construit fournit des renseignements aisément compréhensibles au 
sujet de toutes les solutions d'un systéme bidimensionnel en un seul graphique simple. Méme 
si on a besoin d'un ordinateur pour créer des portraits de phase quantitativement corrects, il 
est généralement possible d'esquisser des portraits de phase qualitativement corrects à la main, 
comme le montrent les exemples 2 et 3 de la présente section. 


ax, (2) 
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Toutefois, notre première tâche consiste à montrer une façon de trouver les solutions à des 
systémes tels que l'équation (1). On commence par un exemple particuliérement simple. 


| Exemple1 | Trouvez la solution générale au systéme 


,[? 9 3 
х = | 2315 (3) 


La caractéristique la plus importante de се systéme est que la matrice de coefficients est une 
matrice diagonale. Par conséquent, si on exprime le systéme sous forme scalaire, on obtient 


# —> ^ 
х= 2%, х5 = 3х). 


Chacune de ces équations ne contient qu'une seule des variables inconnues; on peut donc résoudre les 
deux équations séparément. De cette maniére, on trouve 
2i -3 
х= се“, X = 0e ”, 


ой c, et c, sont des constantes arbitraires. Ainsi, en écrivant la solution sous forme vectorielle, on 


obtient 
се” e? 0 T) a 0) ade 
х- -с “с =с + . 
ce ( 0) Че) "oJ. f m 


Maintenant, on définit les deux solutions x? et x? de façon que 


voh e = [0e (5) 


Le wronskien de ces solutions est 
2t 


0 
WIx®, x?1 = , E pt (6) 


qui n'est jamais nul. Par conséquent, xU et x? forment un ensemble fondamental de solutions et la 
solution générale à l'équation (3) est donnée par l'équation (4). 


Dans l'exemple 1, on a trouvé deux solutions indépendantes au systéme (3) sous la forme 
d'une fonction exponentielle multipliée par un vecteur. C'est un résultat auquel on pouvait s'at- 
tendre, car on avait trouvé d'autres équations linéaires à coefficients constants qui admettaient 
des solutions exponentielles, et l'inconnue x dans le systéme (3) est un vecteur. Essayons main- 
tenant d'étendre cette idée au systéme général (1) en cherchant des solutions de la forme 


х = бе", (7) 


où il faut déterminer l'exposant r et le vecteur constant 6. Dans le système (1), si on substitue à x 
son expression selon l'équation (7), on obtient 


rée"! = Абе". 
En simplifiant le facteur non nul е”, on obtient Аё = ré ou encore 
(A - rD$- 0, (8) 


où I est la matrice identité n x n. Ainsi, pour résoudre le système d'équations différentielles (1), 
on doit résoudre le système d'équations linéaires (8). Le dernier probléme consiste à détermi- 
ner les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice А. Par conséquent, le vecteur x, à 
l'équation (7), est une solution à l'équation (1) à condition que г soit une valeur propre et £ un 
vecteur propre, ces derniers étant associés à la matrice A. 

Les deux exemples suivants illustrent la démarche de résolution dans le cas ой la matrice 
des coefficients est de dimensions 2 x 2 avec des valeurs propres réelles et distinctes. On montre 
aussi comment obtenir les portraits de phase correspondants. Plus loin dans cette section, nous 
discuterons en profondeur du systéme général n x n. 
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| Exemple2 | Considérez le système 


" s А 
х=, ||х (9) 


Tracez un champ de direction et déterminez le comportement qualitatif des solutions. Ensuite, trouvez 
la solution générale et tracez plusieurs trajectoires. 

La figure 5.5.1 illustre un champ de direction pour ce systéme. À partir de cette figure, on constate 
facilement, d'une part, qu'une solution typique s'éloigne du voisinage de l'origine et, d'autre part, que 
cette pente peut étre approximativement égale à 2 dans le premier ou le troisiéme quadrant. 


X2 
ILE EN ОООО EN ARP UTE A 
| du WOW WS Ku UM AU pg 
Id Og mw Ws ФО ФФОФЙ 
| ОВА ОГГЕ Л 
| 10 an DE D TA o dp de 
D OT mg СУУУ УКГ I EA 
бй Түлү лл л MMC NU 
At 4m qo MON RS TR dd y 
ШАШИН IN Dcd433414 md 
ШЕ "d |. ЗА dp ea ТАТ ШІ) [1] 
с dod?» ШЕ ІШ! 
уу уны A N eee] ШЕ 
TT ИАА ЕН Ss e Ih dE cl | d. 
7 4g DT PURES À À À ІШ! 
WEE EIE WP Ho АТА SUN A Et A I 
9? 4 m4 УУ кезе шүү tt 
ST L аруа NNN үз 
Qd 20020022 Der K ҚОҚ ШІ 
P vq HE LJ СОЯ Не ЫҚ \ ШИ 
ЖТИ у = МК ІІД 


| Figure 5.5.1 | Champ de direction pour le système (9). 


Afin de trouver explicitement les solutions, on suppose que x = £e" et on substitue dans l'équa- 
tion (9). On obtient le systéme d'équations linéaires 


(AEO) am 


Les équations (10) admettent une solution non nulle si et seulement si le déterminant de la matrice des 
coefficients est nul. Ainsi, on trouve les valeurs possibles de r en résolvant l'équation 


l-r Ше Дд 
b м” 


z2r^-2r-3z (r-3)(r*-1) = 0. (11) 


L'équation (11) admet comme racines г, = 3 et r, = —1, qui sont les valeurs propres de la matrice des 
coefficients de l'équation (9). Si r = 3, alors le système (10) se réduit à l'équation 


-26 + & - 0. (12) 


Par conséquent, Ё, = 26, et on peut trouver un vecteur propre correspondant à r, = 3, disons 


1 
(1) .— 
292) (13) 


De facon similaire, pour ғ, = —1, on trouve Ё, --26, de sorte qu'un vecteur propre est 


1 
2) — 
& (4) (14) 


Les solutions à l'équation différentielle sont donc 


1 1 
ауд 3: О -t 
X CR: , X o-[ 3) . (15) » 
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> Le wronskien de ces solutions est 
3t Е; 


тх ход =] * аш e 


е?! Det 


et n'est jamais nul. Ainsi, les solutions х et x? forment un ensemble fondamental, et la solution 
générale au systéme (9) est 


х= cx © (т) + cx (t) 


1 3r І = 
=al, је, е, (17) 


ой c, et c, sont des constantes arbitraires. 
Afin de visualiser la solution (17), il est utile de considérer son graphe dans le plan pour diffé- 
rentes valeurs des constantes c, et c. On commence par x = cx” (t), c'est-à-dire 


= 3r rem 3t 
X, суе", х= 2ce". 


En éliminant t de ces deux équations, on constate que cette solution se trouve sur la droite x, = 2x, [voir 
la figure 5.5.2 a)]. Il s'agit de la droite qui passe par l'origine dans la direction du vecteur propre 49), 
Si on considére la solution comme la trajectoire d'une particule en mouvement, alors cette particule se 
trouve dans le premier quadrant lorsque c, > 0 et dans le troisième quadrant lorsque c, < 0. Dans les deux 
cas, la particule s'éloigne de l'origine lorsque t augmente. Ensuite, on considère x = c,x® (f), ou encore 


x, = се", х= —2с,е"". 


Cette solution se trouve sur la droite x, = —2x,, dont la direction est déterminée par le vecteur propre £O. 
La solution se situe dans le quatrième quadrant lorsque c, > 0 et dans le deuxième quadrant lorsque 
с, < 0 [voir la figure 5.5.2 a)]. Dans ces deux cas, la particule se déplace vers l'origine lorsque t 
augmente. La solution (17) est une combinaison de x” (f) et х (t). Lorsque t augmente, le terme c,x (4) 
domine et le terme c,x (f) devient négligeable. Ainsi, toutes les solutions pour lesquelles c, z 0 
sont asymptotiques à la droite x, = 2x, lorsque t — œ. De méme, toutes les solutions pour lesquelles 
с, #0 sont asymptotiques à la droite х, = —2x, lorsque t — —ee. La figure 5.5.2 a) présente les graphiques 
de plusieurs solutions. Le modèle des trajectoires de cette figure est typique de tous les systèmes de 
deux équations du premier ordre x' - Ax pour lesquels les valeurs propres sont réelles et de signes 
opposés. Dans ce cas, l'origine est un point de selle. Les points de selle sont toujours instables, car 
presque toutes les trajectoires s'en éloignent lorsque t augmente. 


Xi 
2 
| > 
0,5 1 t 
-2 
(b) 


а) Trajectoires du système (9); l'origine est un point de selle. b) Graphiques de x, en fonction 
de f pour le système (9). 


Dans le paragraphe précédent, on a vu comment tracer approximativement un schéma quali- 
tatif des trajectoires d'un système comme celui de l'équation (9), une fois les valeurs propres et les 
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P vecteurs propres déterminés. Cependant, si on veut tracer un graphe détaillé et précis comme celui de 
la figure 5.5.2 a) et d'autres figures qui apparaissent plus loin dans ce chapitre, il est extrémement utile, 
voire indispensable, d'utiliser un ordinateur. 

Si on recherche une autre solution à la figure 5.5.2 a), on peut aussi tracer x, ou x, en fonction de 1. 
La figure 5.5.2 b) présente certains graphiques typiques de x, en fonction de f et ceux de x, en fonction 
de t sont similaires. Pour certaines conditions initiales, il s'ensuit que c, = 0 dans l'équation (17), de sorte 
que x, = ce" et x, — 0 lorsque t — ce. La figure 5.5.2 b) présente un tel graphique, qui correspond à 
une trajectoire s'approchant de l'origine de la figure 5.5.2 a). Toutefois, pour la plupart des conditions 
initiales, c, = 0 et on a x, = суе? + c,eT. Alors, la présence du terme exponentiel positif entraîne une 
croissance exponentielle de x, lorsque г augmente. La figure 5.5.2 b) présente plusieurs graphiques de ce 
type, lesquels correspondent aux trajectoires qui s'éloignent du voisinage de l'origine de la figure 5.5.2 a). 
Il est important de comprendre la relation qui existe entre les parties a) et b) de la figure 5.5.2 et 
d'autres figures similaires apparaissant plus loin dans ce manuel, car on souhaite parfois visualiser des 
solutions soit dans le plan x,x,, soit en fonction de la variable indépendante t. 


Considérez le systéme 


(32 
zi И; (18) 


Tracez un champ de direction pour ce systéme. Ensuite, trouvez sa solution générale et tracez plusieurs 
trajectoires dans le plan de phase. 

Le champ de direction pour le système (18) de la figure 5.5.3 montre clairement que toutes les 
solutions s'approchent de l'origine. Pour trouver les solutions, on suppose que x = ée”. Alors, on obtient 


le systéme 
-3-r V2 ШЕН 
| V2 ij B AU! zi 


x, À 
SOON NUS NN US NON NON ала ағаға 
SS SS S Se com SS NES NONU Lee 
қалы ENS S SS SS SS SS мг қ ПРЕ 
ӘБЕУ ИВС ==ЕС 
NNN NNNNNNN YAN \ рии 
ee аа 
МММ NNNNSNNIWN |] и 
МММ МММММММ Y \ Иа — 


М МУ ММММ Ann 
wa чы М. жо cM MM 
ыр | mdp PER RUES » 
Sn | CM ммм МХ] 
——— ——— ——— [ М М А 
у Е 


н |  NNSSNSNCNNCNNCSS 
=——== AS МММ ЗА 
ЕСО УЕ 
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И) ҚҚҚ К 
ЈМ уу 


| Figure 5.5.3] Champ de direction pour le système (18). 


Les valeurs propres satisfont à 
(-3-r)-2-r)-22 r^ +5ғ+4 
=(r+1)(r+4)=0, (20) 


d'où r, = —1 et r, =—4. Si r = –1, l'équation (19) devient 


Е 4 “ы! en 
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P Ainsi, &, = J2£, et on peut choisir le vecteur propre ™ correspondant à la valeur propre г, = –1 


comme 
1 
£o = В (22) 


De la méme manière, on a &, = J2£,, qui correspond à la valeur propre r, = —4. Donc, 


pue ed Q3) 


1 


est un vecteur propre. Ainsi, un ensemble fondamental de solutions au systéme (18) est 


x”(t)= (а x" e ipa ur Q4) 


1 = 
sex Otea a jenes Шы (25) 


La figure 5.5.4 a) présente les graphes de la solution (25) pour différentes valeurs de c, et de c,. 
La solution x? (7) s'approche de l'origine le long de la droite x, --/2х), tandis que la solution x® (f) 
s'approche de l'origine le long de la droite x, — —Px,. 

Les directions de ces droites sont déterminées respectivement par les vecteurs propres E” et 29), 
En général, on a une combinaison de ces deux solutions fondamentales. Lorsque t — оо, la solu- 
tion x” (t) est négligeable comparativement à x(t). Ainsi, à moins que c, = 0, la solution (25) s'ap- 
proche de l'origine asymptotiquement à la droite x, = „2х. Le modéle des trajectoires présentées à 
la figure 5.5.4 a) est typique de tous les systèmes de deux équations du premier ordre x’ = Ax pour 
lesquels les valeurs propres sont réelles, distinctes et de méme signe. L'origine pour un tel systéme 
est appelée un nœud. Si les valeurs propres étaient positives plutôt que négatives, alors les trajec- 
toires seraient similaires mais dirigées vers l'extérieur. Les noeuds sont asymptotiquement stables si les 
valeurs propres sont négatives et ils sont instables si les valeurs propres sont positives. 

Bien que la figure 5.5.4 a) ait été produite par ordinateur, il est facile de tracer à la main un schéma 
qualitatif si on connait les valeurs propres et les vecteurs propres. 

La figure 5.5.4 b) présente certains schémas typiques de x, en fonction de т. Il faut noter que cha- 
cun de ces graphes s'approche asymptotiquement de l'axe des f lorsque t augmente, се qui correspond 
à une trajectoire s'approchant de l'origine de la figure 5.5.2 a). Le comportement de x, en fonction de t 
est similaire. 


et la solution générale est 


(b) 


| Figure 5.5.4 a) Trajectoires du systéme (18); l'origine est un noeud. b) Graphiques de x, en 
fonction de f pour le système (18). 
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Les deux exemples précédents illustrent les deux principaux cas pour les systèmes 2 x 2 
lorsque les valeurs propres sont réelles et distinctes: les valeurs propres sont soit de signes 
opposés (voir l'exemple 2), soit de méme signe (voir l'exemple 3). П est aussi possible que zéro 
soit une valeur propre mais, dans ce cas, on a det А = 0, ce qui contredit l'hypothése émise au 
début de cette section. 

Si on revient au systéme général (1), on procéde comme dans les exemples. Pour trouver 
des solutions à l'équation différentielle (1), on doit identifier les valeurs propres et les vecteurs 
propres de А à partir du système (8) correspondant. Les valeurs propres r,...., ғ, (qui ne sont 
pas nécessairement distinctes) sont les racines de l'équation polynomiale de degré n 


det(A — rD = 0. (26) 


La nature des valeurs propres et des vecteurs propres correspondants détermine le type de 
solution générale au systéme (1). Si A est une matrice dont les éléments sont réels, il existe trois 
possibilités pour les valeurs propres de А: 


1. Toutes les valeurs propres sont réelles et distinctes. 
2. Certaines valeurs propres, apparaissant deux à deux, sont conjuguées complexes. 
3. Certaines valeurs propres sont multiples. 


Siles valeurs propres sont réelles et distinctes, comme dans les deux exemples précédents, 
alors un vecteur propre réel 29 est associé à chaque valeur propre ғ; et l'ensemble de n vecteurs 
propres 4“,..., £^ est linéairement indépendant. Les solutions correspondantes au système (1) 
sont 


1 a т 
x (er Vo x У (27) 
Pour montrer que ces solutions forment un ensemble fondamental, on évalue leur wronskien: 


x (n) o Tut 


1 
| х®,...,х” Jays : 
ée" T" Eg 


в) (п) 
1 NN 1 


= ет! 


: Ed (28) 
£p БЕР £m 


D'abord, la fonction exponentielle n'est jamais nulle. Ensuite, puisque les vecteurs propres 
£9, ..., 29 sont linéairement indépendants, le déterminant du dernier terme de l'équation (28) 
est non nul. Par conséquent, le wronskien W[x®, ..., x'?](f) n'est jamais nul. Ainsi, x®,..., x? 
forment un ensemble fondamental de solutions. Donc, la solution générale à l'équation (1) est 


кес é e" +... te Eg. (29) 


Si A est réelle et symétrique (un cas particulier de matrice hermitienne), comme on Га vu 
dans la section 5.3, toutes les valeurs propres r,,..., r, sont réelles. De plus, même si certaines des 
valeurs propres sont multiples, il existe toujours un ensemble de п vecteurs propres &0),..., 2% 
linéairement indépendants (en fait, ils sont orthogonaux). Ainsi, les solutions au système (1) 
données par l'équation (27) forment de nouveau un ensemble fondamental de solutions, et la 
solution générale est encore donnée par l'équation (29). L'exemple suivant illustre ce cas. 


Exemple 4 Trouvez la solution générale à 


1 
1 |х. (30) 
0 
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» Il faut noter que la matrice est à coefficients réels et qu'elle est symétrique. On a trouvé les valeurs 
propres et les vecteurs propres de cette matrice dans l'exemple 5 de la section 5.3, soit 


1 
қ-2, #® =| ||, (31) 
1 
1 1 
n=-], n=-l; pez 0 |, E". Lr (32) 
=] -1 


Ainsi, un ensemble fondamental de solutions à l'équation (30) est 


1 1 0 
x"(-|1le*,  x?(z| Ole,  x9"(9-| 146 G3) 
1 -І -1 
et la solution générale est 
1 1 0 
x=cllle”"+c,l 0 |е'+с;| lle". (34) 
1 -1 -1 


Cet exemple illustre le fait que méme si une valeur propre (r — —1) est de multiplicité deux, il est 
possible de trouver deux vecteurs propres linéairement indépendants 20) et £O et, par conséquent, 
d'obtenir la solution générale (34). 

Le comportement de la solution (34) dépend essentiellement des conditions initiales. Lorsque f 
augmente, le premier terme du second membre de l'équation (34) est dominant. Par conséquent, si 
c, # 0, toutes les composantes de x deviennent non bornées lorsque f — оо. 

Par ailleurs, pour certains points initiaux, c, sera nulle. Dans ce cas, la solution ne comporte que 
les termes exponentiels négatifs et x — 0 lorsque t — oe. Les points initiaux qui font en sorte que c, est 
nulle sont précisément ceux qui se trouvent dans le plan déterminé par les vecteurs propres #0) et 29) 
correspondant aux deux valeurs propres négatives. Ainsi, les solutions qui commencent dans ce plan 
s'approchent de l'origine lorsque t — со, tandis que toutes les autres solutions deviennent non bornées. 


Si certaines des valeurs propres sont deux à deux conjuguées complexes, alors il y a tou- 
jours n solutions linéairement indépendantes de la forme (27) à condition que toutes les valeurs 
propres soient distinctes. Bien sür, les solutions issues de valeurs propres complexes sont à 
valeurs complexes. Cependant, comme on l'a vu dans la section 34, il est possible d'obtenir un 
ensemble complet de solutions à valeurs réelles. Ce sujet sera discuté dans la section 5.6. 

Des difficultés plus sérieuses peuvent survenir si une valeur propre est multiple. Dans ce 
cas, le nombre de vecteurs propres correspondants et linéairement indépendants peut étre plus 
petit que la multiplicité de la valeur propre. Dans ce cas, le nombre de solutions linéairement 
indépendantes de la forme Фе” sera plus petit que n. Pour construire un ensemble fonda- 
mental de solutions, il faut alors rechercher des solutions supplémentaires d'une autre forme. 
La situation est en quelque sorte analogue à celle d'une équation linéaire du n-iéme ordre 
à coefficients constants. Une racine multiple de l'équation caractéristique a donné lieu aux 
solutions de la forme e", te", ?e"',... Le cas des valeurs propres multiples sera abordé dans la 
section 5.8. 

Finalement, si A admet des coefficients complexes, alors ses valeurs propres complexes 
ne sont plus deux à deux conjuguées et les vecteurs propres sont à valeurs complexes, méme si 
la valeur propre associée peut étre réelle. Les solutions au systéme d'équations différentielles (1) 
restent de la forme (27), à condition que les valeurs propres soient distinctes mais, en général, 
toutes les solutions sont à valeurs complexes. 
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Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 6, procédez comme suit. 


a) Trouvez la solution générale au système d'équations et décrivez le comportement de la solution 
lorsque t — ce. 


b) Tracez un champ de direction et quelques trajectoires pour le systéme. 


РР 4-22 — 1 -2 
2! d ln Me Е 1) жа S 
2 -1 1 1 

) 3. "= ) 4. ^- 
© 3. x B H B des l a 
5 3 
-2 1 4 4 

© 5. х= © 6. x= 
e sx к ne 
4 4 


ш Dans les problèmes 7 et 8, procédez comme suit. 
a) Trouvez la solution générale au système d'équations. 


b) Tracez un champ de direction et quelques trajectoires. Dans chacun de ces problémes, la matrice 
des coefficients admet une valeur propre nulle. Par conséquent, le modèle des trajectoires est 
différent de ceux des exemples fournis dans le manuel. 


4 -3 3 6 
© 7. x T ЗА © 8. x | s) 
E Dans les problèmes 9 à 14, trouvez la solution générale au système d'équations. 
9% x= 1 К 10. x= s i 
-i 1 -1 -l-i 
1 1 2 3 2 4 
1. х-|1 2 Ix 12. х-|2 0 2|x 
2 1 1 4 2 3 
1 1 1 1-1 4 
13. х=) 2 1 -1 |х 14. х-|3 2 -1 |х 
-8 -5 -3 2 1 =l 


ш Dans les problèmes 15 à 18, résolvez le probléme de valeur initiale. Décrivez le comportement de la 
solution lorsque f — ce. 


X X, x( ) 
16. х= X, x(0) = 


112 2 
17. х=| 02 2x x(0)=| 0 
-] 1 3 1 
00-1 7 
18. x-| 2 0 ох, х(0)-|5 
-1 2 4 5 


19. Le système /х” = Ax est analogue à l'équation d'Euler du deuxième ordre (voir la section 7.4). 
En supposant que x = г”, ой Ё est un vecteur constant, montrez que Ё et ғ doivent satisfaire à 
(A – rDÉ = 0 afin d'obtenir des solutions non nulles au système d'équations différentielles. » 
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ш En vous reportant au probléme 19, résolvez le système d'équations des problèmes 20 à 23. Supposez 


que т> 0. 
2 -1 5 -1 
20. іх’ = X 21. tx = х 
3 -2 3 1 
4 -3 3 -2 
22. tx = х 23. tx = х 
8 -6 2 -2 


Е Dans les problémes 24 à 27, les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice А sont spécifiés. 


Considérez le systéme correspondant x' - Ax. Procédez comme suit. 
a) Tracez le portrait de phase du système. 
b) Tracez la trajectoire passant par le point initial (2, 3). 


с) Pour la trajectoire de la partie b), tracez le graphe de x, en fonction de 1, puis le graphe de x, en 
fonction de f. 


-І 1 

24. r, 2-1, go | | г,--2, ез!) 
o, [71 ol! 
25. ү = 1, En = | r=—2, £a = 2 
-1 1 

26. r,—-l, | 3 r,—2, гю, 


1 1 
27. г,=1, е | ғ,-2, ге 7) 


28. Considérez un système 2 x 2: x’ = Ax. Si on suppose que г; ж r,, la solution générale est 
x 2 c£ Det + c, ез, car EO et £O sont linéairement indépendants. Dans ce probléme, on 
établit l'indépendance linéaire de 2 et de £? en supposant qu'ils sont linéairement dépendants, 
puis en montrant que cela aboutit à une contradiction. 

a) Montrez que £(? satisfait à l'équation matricielle (A — ғ) = 0. Ensuite, montrez que 
(A - r,D£O = 0. 

b) Montrez que (А — r,Dé? = (r, – r£. 

с) Supposez que 2” et £? sont linéairement dépendants. Alors, сЁ + c,£? = 0 et au moins 
l'une de c, ou de c, est non nulle. Supposez que c, + 0. Montrez que (A — ғ.) (c£? + cé) 
= 0 et que (А — r,D) (c é” + с) = c, (r, — р). Ainsi, c, = 0, ce qui est une contradiction. 
Par conséquent, 2 et 0) sont linéairement indépendants. 

d) Modifiez le raisonnement de la partie c) dans le cas oü c, est nulle mais c, ne l'est pas. 


e) Utilisez un raisonnement similaire quand la dimension n est égale à 3. Vous devez noter que 
cette facon de procéder peut être généralisée si n est un entier naturel quelconque. 


29. Considérez l'équation 
ay" + by + cy = 0, (0 


où a, b et c sont des constantes. Dans le chapitre 3, on а montré que la solution générale dépendait 
des racines de l'équation caractéristique 


ar? * br c - 0. (1) 


a) Transformez l'équation (1) en un systéme d'équations du premier ordre en supposant que 
j Я 52 ) ; | Р Xi 
X, = y, х, = y’. Trouvez le système d'équations x” = Ax qui est satisfait par x = : 
X2 


b) Trouvez l'équation qui détermine les valeurs propres de la matrice des coefficients A dans la 
partie a). Vous devez noter que cette équation est simplement l'équation caractéristique (ii) de 
l'équation (1). 
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> (930. Le système de réservoirs du probléme 22 de la section 5.1 mène au probléme de valeur initiale 


1 3 
71040 -17 
x= 10 40 " х(0) = | 
X -21 
10 5 


où x, et x, sont les écarts des niveaux de sel Q, et Q, depuis leurs états d'équilibre respectifs. 
a) Trouvez la solution au probléme de valeur initiale. 

b) Tracez x, en fonction de f et x, en fonction de / dans un méme plan. 

с) Trouvez le temps T tel que |x,(2] € 0,5 et |х„(@)| < 0,5 quel que soit т> T. 


,(-1 -1 
X = X. 
-а -l 


a) Résolvez le système pour о = 0,5. Quelles sont les valeurs propres de la matrice des coeffi- 
cients ? Classez le point d'équilibre à l'origine selon son type. 


31. Considérez le systéme 


b) Résolvez le système pour œ= 2. Quelles sont les valeurs de la matrice des coefficients ? Classez 
le point d'équilibre à l'origine selon son type. 

c) Dans les parties a) et b), les solutions au systéme présentent deux types de comportement 
assez différents. Trouvez les valeurs propres de la matrice des coefficients en fonction de o et 
déterminez la valeur de o entre 0,5 et 2, où la transition d'un type de comportement à un autre 
se produit. Cette valeur critique de cest le point de bifurcation. 


ш Les circuits électriques Les problèmes 32 et 33 portent sur le circuit électrique décrit dans le sys- 
tème d'équations différentielles du probléme 21 de la section 5.1: 


AH À 
а[1 L L |f7 
— == . (1) 
dti V l1 1 V 
C 
32. a) Trouvez la solution générale à l'équation (1) si А, = 1 ohm, А, =: ohm, L = 2 henrys et 


C= 3 farad. 
5 


b) Montrez que /(t) 0 et V(t) 0 lorsque t — ee, peu importe les valeurs initiales /(0) et V (0). 


33. Considérez le système d'équations différentielles (1) précédent. 


a) Trouvez une condition en termes de R}, R,, C et L qui doit être satisfaite pour que les valeurs 
propres de la matrice des coefficients soient réelles et distinctes. 

b) Si la condition trouvée dans la partie a) est satisfaite, montrez que les deux valeurs propres 
sont négatives. Ensuite, montrez que I(t) — 0 et V(t) — 0 lorsque 1-> œ, peu importe les 
conditions initiales. 

с) Sila condition trouvée dans la partie a) n'est pas satisfaite, alors les valeurs propres sont com- 
plexes ou multiples. Déterminez si /(t) 0 et V(t) — 0 lorsque t — ee dans ces cas. 
Suggestion : Dans la partie c), une approche consiste à modifier le systéme (1) en une équation 
du premier ordre. On étudie aussi les valeurs propres complexes et multiples dans les sec- 
tions 5.6 et 5.8. 


EXJ Les valeurs propres complexes 


Dans cette section, nous allons considérer de nouveau un système à п équations homogènes 
linéaires à coefficients constants 

X — AX, (1) 
oü les éléments de la matrice des coefficients A sont réels. Si on recherche des solutions de la 
forme x = £e", alors, comme on l'a vu dans la section 5.5, г doit être une valeur propre et é, un 
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vecteur propre correspondant à la matrice des coefficients A. Rappelez-vous que les valeurs 
propres r,...., r, de А sont les racines de l'équation 


det(A — rD = 0, (2) 

et que les vecteurs propres correspondants satisfont à 
(A - rDé- 0. (3) 
Si A est réel, alors les coefficients de l'équation polynomiale (2) pour ғ sont réels et les 


valeurs propres complexes sont conjuguées deux à deux. Par exemple, si ғ, = A + іш, où A et ш 
sont réelles, et si ғ, est une valeur propre de A, alors r, = À — іш еп est une également. 


| Exemple1 | Trouvez un ensemble fondamental de solutions à valeurs réelles au systéme 


-l 4 


x= X (4) 


et illustrez-les sur un graphique. 
La figure 5.6.1 présente un champ de direction pour le système (4). Ce graphique suggère que les 
trajectoires dans le plan de phase forment une spirale se dirigeant vers l'origine dans le sens horaire. 


X2 

NIN AON 

SN NON 

WS NON 
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RE РК Т. D AR TA 
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2 Jr dE NN LA 2 22 

Edd Td. ————MÀ— M > 
Пу уа ----- лг 
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| ALAN МОХ Ах лр ы е с уы оул 
ОО XX ON S Кусс сс? 
VOWON NON ON Ss Des, 
VON NN USUS SEM шш у 


| Figure 5.64 | Champ de direction pour le systéme (4). 


Pour trouver un ensemble fondamental de solutions, on suppose que 
x = Фе" (5) 


et on obtient le système d'équations linéaires 


-l d 

2 T 5 _ 0 

5 as E o 
2 


permettant de trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de A. L'équation caractéristique est 


5 
=r?+r+2==0. 7 
rtr 7 (7) 
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1 1 x : P : 
Par conséquent, les valeurs propres sont r, — E tietr-- 27 i. À partir de l'équation (6), un calcul 


simple montre que les vecteurs propres correspondants sont 


wf) m) в 


Ainsi, un ensemble fondamental de solutions au systéme (4) est 
xO) = е х0) = | а (9) 
і -і 


Pour obtenir un ensemble de solutions à valeurs réelles, on doit trouver les parties réelles et 
imaginaires de х ou de х0). En fait, 


m D as 22 е cost) (e? sint 
x' (t)=| .le" "(cost isint)- жі ; (10) 
-H2 us -г/2 
L -е “sint e cosf 
Ainsi, 
cost sint 
ub=e ^ 7 L — quee" (11) 
—sinf cost 


est un ensemble de solutions à valeurs réelles. Pour vérifier si u(f) et v(f) sont linéairement indépendants, 
on calcule leur wronskien : 


e cost e"? sint 


W(u,v)()- 
—e "sint | e" cost 


=e "(cos resin? t) 2 e*. 


Puisque le wronskien n'est jamais nul, u(t) et v(f) constituent un ensemble fondamental de solutions 


(à valeurs réelles) au systéme (4). 
La figure 5.6.2 a) illustre les graphiques des solutions u(7) et v(t). Puisque 


1 0 
THA! vo | 


les graphiques de u(7) et de v(t) passent respectivement par les points (1, 0) et (0, 1). Les autres solu- 
tions au système (4) sont des combinaisons linéaires de и(7) et de v(1); les graphiques de quelques-unes 
de ces solutions sont présentés à la figure 5.6.2 a). Dans tous les cas, la solution s'approche de l'origine 
le long d'une spirale lorsque t — œ. Cela provient du fait que les solutions (11) sont des produits de 
facteurs exponentiels décroissants et de facteurs sinus et cosinus. La figure 5.6.2 b) présente certains 
graphiques typiques de x, en fonction de г. Chacun représente une oscillation décroissante dans le temps. 


(b) 


| Figure 5.6.2 $ Portrait de phase du système (4); l'origine est un point spirale. b) Graphiques de x, en fonction 
de f pour le système (4); les graphiques de х, en fonction de f sont similaires. > 
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» La figure 5.6.2 а) est typique de deux équations du premier ordre x' = Ax dont les valeurs propres 
sont complexes avec des parties réelles négatives. L'origine est un point spirale et elle est asymptoti- 
quement stable, car toutes les trajectoires s'approchent de celle-ci lorsque t augmente. Pour un systéme 
dont les valeurs propres ont une partie réelle positive, les trajectoires sont similaires à celles de la 
figure 5.6.2 a), mais la direction du mouvement s'éloigne de l'origine et les trajectoires deviennent поп 
bornées. Dans ce cas, l'origine est instable. Si la partie réelle des valeurs propres est nulle, alors les 
trajectoires ne s'approchent pas de l'origine et ne deviennent pas non bornées, mais elles traversent 
plutót de maniére répétitive une courbe fermée autour de l'origine. Dans ce cas, l'origine est appelée 
un centre, et elle est dite stable mais non asymptotiquement stable. Dans les trois cas, la direction du 
mouvement peut étre dans le sens horaire (voir l'exemple) ou dans le sens anti-horaire selon les élé- 
ments de la matrice des coefficients A. 

Le portrait de phase dans la figure 5.6.2 a) a été tracé à l'ordinateur, mais il est possible de tracer 
une esquisse utile du portrait de phase à la main. On a remarqué que lorsque les valeurs propres At iu 
sont complexes, les trajectoires forment des spirales vers l'intérieur (A< 0) ou vers l'extérieur (А> 0), ou 
croisent de manière répétitive une courbe fermée (A = 0). Pour déterminer si le mouvement s'effectue 
dans le sens des aiguilles d'une montre ou dans le sens contraire, il suffit de déterminer la direction du 
mouvement en un point unique pratique. Par exemple, dans le système (4), on pourrait choisir x = (0, 1)". 


T 
Ainsi, Ax — (1-5) . Par conséquent, au point (0, 1) dans le plan de phase, le vecteur x' tangent à 
la trajectoire en ce point a une composante en x, positive. Ainsi, à partir du deuxième quadrant, il se 


dirige vers le premier. Le mouvement s'effectue donc dans le sens des aiguilles d'une montre pour les 
trajectoires de ce systéme. 


Si on revient à l'équation générale (1) 
x’ = Ах, 
on peut procéder comme dans l'exemple. Supposez qu'il existe une paire de valeurs propres 
complexes conjuguées, г, = À + iu et r, = À – iu. Dans ce cas, les vecteurs propres correspon- 


dants €) et £? sont aussi complexes conjugués. Pour le constater, rappelez-vous que г, et £? 
satisfont à 


(A - r DE = 9. (12) 


En prenant le conjugué complexe de cette équation et sachant que les éléments de A et de I sont 
réels, on obtient 


(А-7рё =0, (13) 


= т А р 

où r et E sont respectivement les conjugués complexes de r, et de €. En d'autres 
mots, r, = r, est aussi une valeur propre et £? = 49 est un vecteur propre correspondant. Les 
solutions 


xf) = £O өлі, x?) = £0 gn (14) 


correspondant à l'équation différentielle (1) sont alors conjuguées complexes l'une de l'autre. 
Par conséquent, comme on l'a vu dans l'exemple 1, on peut trouver deux solutions à valeurs 
réelles à l'équation (1) correspondant aux valeurs propres r, et r, en prenant les parties réelles 
et imaginaires de x (f) ou de х0)(7) données par l'équation (14). 
On écrit donc é” = a + ib, où a et b sont réels, et on obtient 
х (т) = (a + ib)e ^" 
= (а + ib)e^ (cos ut + isin ut). (15) 


Еп séparant les parties réelles et imaginaires de x (f), on obtient 


xr) = e^ (a cos ut — bsin ut) + ie” (asin ut + bcos ut). (16) 
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Si оп écrit x "(r) = u(t) + iv(t), alors les vecteurs 


u(t) = e” (a cos ut — bsin ut), dm 
v(t) = e^ (asin ut + bcos ut) 
sont des solutions à valeurs réelles à l'équation (1). Il est possible de montrer que u et v sont des 
solutions linéairement indépendantes (voir le probléme 27). 
Par exemple, on suppose que r, = À+ iu, r, = А – iu et que r}, ..., ғ, sont réelles et distinctes. 
Soit les vecteurs propres correspondants #( = a + ib, £? = a — ib, £0,..., £^. Alors, la solu- 
tion générale à l'équation (1) est 


х= c(t) + c,v(t) + c£ ез ы... ы c E er, (18) 


où u(f) et v(f) sont donnés par les équations (17). On insiste sur le fait que cette analyse s'applique 
uniquement si les coefficients de la matrice A de l'équation (1) sont réels, car ce n'est qu'à ce moment- 
là que les valeurs propres complexes et les vecteurs propres apparaissent conjugués deux à deux. 

Pour les systémes 2 x 2 à coefficients réels, la description des trois principaux cas qui 
peuvent survenir est maintenant terminée. 


1. Les valeurs propres sont de signes opposés ; x - 0 est un point de selle. 

2. Les valeurs propres sont de méme signe et elles sont distinctes ; x = 0 est un nœud. 

3. Les valeurs propres sont complexes et comportent des parties réelles non nulles; x = 0 
est un point spirale. 


Les autres possibilités ont moins d'importance et constituent une transition entre deux des 
cas mentionnés ci-dessus. Par exemple, une valeur propre nulle se produit durant la transition 
entre un point de selle et un noeud. Des valeurs propres imaginaires surviennent durant une tran- 
sition entre des points spirales asymptotiquement stables et instables. Finalement, des valeurs 
réelles et identiques apparaissent durant la transition entre les noeuds et les points spirales. 


Le systéme 


, _ {2 19 
"us or nd 


dépend du paramètre о. Décrivez qualitativement en quoi les solutions dépendent de o. De façon par- 
ticulière, trouvez les valeurs critiques de o pour lesquelles le comportement qualitatif des trajectoires 
dans le plan de phase change notablement. 

Le comportement des trajectoires dépend des valeurs propres de la matrice des coefficients. 


L'équation caractéristique est 
r?— aœr+4=0, (20) 


et les valeurs propres sont 


, UtwNa-16 
EE E 


À partir de l'équation (21), il s'ensuit que les valeurs propres sont conjuguées complexes pour —4 < œ< 4 
et qu'elles sont réelles autrement. Par conséquent, deux valeurs critiques sont œ = —4 et о = 4, là ой les 
valeurs propres passent de réelles à complexes ou inversement. Pour 0/<-4, les deux valeurs propres sont 
négatives, donc toutes les trajectoires s'approchent de l'origine, laquelle est un noeud asymptotiquement 
stable. Pour & > 4, les deux valeurs propres sont positives, donc l'origine est de nouveau un nœud, cette 
fois instable; toutes les trajectoires (sauf x — 0) deviennent non bornées. Pour les valeurs intermé- 
diaires, —4 < a < 4, les valeurs propres sont complexes et les trajectoires sont des spirales. Cependant, 
pour —4 < a < 0, la partie réelle des valeurs propres est négative, les spirales se dirigent vers l'intérieur 
et l'origine est asymptotiquement stable, tandis que pour 0 < œ< 4, le contraire s'applique et l'origine est 
instable. Par conséquent, œ= 0 est aussi une valeur critique là où la direction des spirales change, passant 
de l'intérieur vers l'extérieur. Pour cette valeur de о), l'origine est un centre et les trajectoires sont des cour- 
bes fermées autour de l'origine, ce qui correspond à des solutions périodiques. Les autres valeurs critiques, 
а = +4, produisent des valeurs propres qui sont réelles et identiques. Dans ce cas, l'origine est de nou- 
veau un nœud, mais le portrait de phase diffère de ceux de la section 5.5. Ce cas sera étudié à la section 5.8. 


(21) 
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Un système à masses et à ressorts multiples Considérez le système à deux masses et 
trois ressorts montré dans la figure 5.1.1, dont les équations du mouvement sont les équations (1) 
de la section 5.1. Si on suppose qu'il n'y a aucune force externe, alors F(A = 0, Е,(/) = 0 et les 
équations résultantes sont 


d?x, 
m, E =—(k t k,)x, + kx», 
d?x 
m, 73 = kx, — (k, +k3)x. (22) 


On peut résoudre ces équations comme un systéme de deux équations du deuxiéme ordre (voir 
le probléme 29), mais pour étre cohérents avec l'approche suivie dans ce chapitre, on les trans- 
formera en un système de quatre équations du premier ordre. Posez y, = ху, y, = X,, y, = х; et 
y, = x5. Dans ce cas, 


XXe | XX Q3) 
et, selon les équations (22), 
my; = =, + k,)y, + ky, m,y, = КУ; = (k, T k,)ys. (24) 


L'exemple suivant présente un cas particulier de ce systéme à deux masses et trois ressorts. 


| Exemple3 | Supposez que m, = 2, m, = 9/4, k, = 1, k, = 3 et k, = 15/4 dans les équations (23) et (24), de façon que 
ces équations deviennent 


^ d F 7, 3 СА 4 
У = Уз» У = Y4; y =-2) +72 у= 201—355. (25) 
Analysez les mouvements possibles décrits раг les équations (25) et tracez des graphiques montrant 
un comportement typique. 

En écrivant le systéme (25) sous forme matricielle, on obtient 


0 0 1 0 
0 0 0 1 
y-2|-2 i 0 Oly-Ay. (26) 
5.3 0 0 
3 


Souvenez-vous que y, et y, représentent les positions des deux masses par rapport à leurs positions 
d'équilibre, et que y, et y, représentent leurs vitesses. Comme d'habitude, on suppose que y = £e", ой r 
doit être une valeur propre de la matrice А et ё le vecteur propre correspondant. Il est possible, mais 
quelque peu fastidieux, de trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de A à la main, mais il est 
plus facile de le faire à l'aide de logiciels appropriés. Le polynóme caractéristique de A est 


r^ 5r? +4= (ғ? & yr? +4); (27) 
donc, les valeurs propres sont r; = i, Ғ,--і, r} = 2i et r, = —2i. Les vecteurs propres correspondants 
sont 

3 3 3 3 
gl gel) ge- Lp gel) Q3) 
—3i 
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» Les solutions à valeurs complexes é e! et E® e~" sont des conjuguées complexes; donc, on peut trou- 
ver deux solutions à valeurs réelles en déterminant les parties réelle et imaginaire de l'une ou l'autre 
de ces solutions. Par exemple, on a 


air | 2 e 
Ç е = 3i (cost -- isinf) 
i 


2i 
3cost 3sint 
2 cost 2 sin t а) a 
= . +i = а“ (0-4 iv (r). (29) 
—3 sint 3cost 
—2 sin t 2 cost 


D'une maniére similaire, on obtient 
3 


; -4 
£o = " (cos2t 4 isin2t) 
i 


—8i 
3 cos 2t 3 sin 2t 
- —4 cos 2t ài —4 sin 2t -u? (4 iP (5. (30) 
—6 sin 2t 6 cos 2t 
8 sin 2t —8 cos 2t 


On vous laisse le soin de vérifier que u®, vU, u® et v? sont linéairement indépendants et, par consé- 
quent, forment un ensemble fondamental de solutions. Ainsi, la solution générale à l'équation (26) 
est 


3cost 3sint 3cos2t 3sin2t 
2cost 2sint —4cos2t —4sin2t 

у=с, : +c, жс; . “с, , (31) 
—3sint 3cost —6sin2t 6cos2t 
—2sint 2cost 8sin2t —8cos2t 


ой c,, с, c, et c, sont des constantes arbitraires. 

L'espace (ou plan) de phase de ce systéme est à quatre dimensions et chaque solution, obtenue à 
l'aide d'un ensemble particulier de valeurs de c,....,c, dans l'équation (31), correspond à une trajec- 
toire dans cet espace. Puisque chaque solution donnée par l'équation (31) est périodique de pé- 
riode 2x, chaque trajectoire est une courbe fermée. Peu importe ой commence la trajectoire en t = 0, 
elle revient à ce point en t = 2л, en t = 47, et ainsi de suite, en croisant sans cesse la même courbe dans 
chaque intervalle de temps d'une durée de 2л. On ne tentera pas de montrer ces trajectoires à quatre 
dimensions ici. Les figures à la page suivante présentent plutót des projections de certaines trajectoires 
dans les plans y, y, ou y,y,, montrant ainsi le mouvement de chaque masse séparément. 

Les deux premiers termes du membre de droite de l'équation (31) décrivent des mouvements de 
fréquence 1 et de période 27r. Notez que у, = (2/3) y, dans ces termes et que y, = (2/3)y,. Cela signifie 
que les deux masses se déplacent ensemble, toujours dans la méme direction, mais la seconde masse 
ne parcourt que les deux tiers de la distance parcourue par la premiére masse. Si on se concentre sur 
la solution u((f) et qu'on trace les graphiques de y, en fonction de / et de y, en fonction de г dans 
le méme plan cartésien, on obtient des graphiques de cosinus d'amplitude 3 et 2, respectivement, 
comme le montre la figure 5.6.3 a). La trajectoire de la première masse dans le plan y, y, suit le cercle 
de rayon 3 montré dans la figure 5.6.3 b), dans le sens des aiguilles d'une montre en partant du 
point (3, 0) et en effectuant un tour complet en un temps 27. Cette figure montre également la trajectoire 
de la seconde masse dans le plan y,y,. Cette trajectoire suit le cercle de rayon 2, également dans le 
sens des aiguilles d'une montre, en partant du point (2, 0) et en effectuant aussi un tour complet en un 
temps 27. L'origine est un centre dans les plans y, y, et y,y, respectifs. Оп peut obtenir des graphiques 
similaires (avec un décalage dans le temps approprié) à partir de v? ou d'une combinaison linéaire 
деп” et de v. » 
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> Les autres termes du membre de droite de l'équation (31) décrivent des mouvements de fréquence 2 
et de période л. Notez que dans ce cas, y, --(4/3)у, et y, --(4/3)у;. Cela signifie que les deux 
masses se déplacent toujours dans des directions opposées et que la seconde masse parcourt quatre 
tiers de la distance parcourue par la première masse. Si on examine seulement и) et qu'on trace les 
graphiques de y, en fonction de f et de y, en fonction de г dans le méme plan cartésien, on obtient la 
figure 5.6.4 a). Il y a une différence de phase de z et l'amplitude de y, égale quatre tiers de celle de y,, 
ce qui confirme les énoncés précédents relatifs aux mouvements des masses. La figure 5.6.4 b) montre 
une superposition des trajectoires des deux masses dans leurs plans de phase respectifs. 

Les deux graphiques sont des ellipses; l'ellipse intérieure correspond à la premiére masse et l'el- 
lipse extérieure à la seconde. La trajectoire de l'ellipse intérieure débute au point (3, 0) et celle de 
l'ellipse extérieure débute au point (—4, 0). Les deux trajectoires se déplacent dans le sens des aiguilles 
d'une montre et effectuent un tour complet en un temps л. L'origine est un centre dans les plans y, y; 
et y; y, respectifs. On peut de nouveau obtenir des graphiques similaires à partir de v? ou d'une com- 
binaison linéaire de u® et de v®. 


(a) (b) 


ПЕ a) Graphiques de y, en fonction de t et de y, en fonction de t pour la solution 00(7). 
b) Superposition des projections des trajectoires dans les plans y, y, et y,y, pour la solution (4). 


Уз) À 
-8 


2 


(а) (b) 


ШТІ a) Graphiques de y, en fonction de геї de y, en fonction de t pour la solution u?X(r). 
b) Superposition des projections des trajectoires dans les plans y, y, et y,y, pour la solution u®(®. 


Les types de mouvement décrits dans les deux paragraphes précédents sont appelés les modes 
propres de vibration du système à deux masses. Chacun de ces modes découle de conditions initiales |) 
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y assez particulières. Par exemple, pour obtenir le mode propre de fréquence 1, les deux constantes с; 
et c, dans l'équation (31) doivent étre nulles. Cela se produit uniquement pour des conditions initiales 
dans lesquelles 3у, (0) = 2y,(0) et 3y,(0) = 2y, (0). 

De la méme façon, on obtient le mode de fréquence 2 seulement quand les deux cons- 
tantes c, et c, dans l'équation (31) sont nulles; c'est-à-dire quand les conditions initiales sont telles 
que 3y,(0) = —4y,(0) et 3y,(0) = —4 y; (0). 

Pour des conditions initiales plus générales, la solution est une combinaison des deux modes propres. 
La figure 5.6.5 a) illustre un graphique de y, en fonction de / pour un cas typique et la figure 5.6.5 b) 
illustre la projection de la trajectoire correspondante dans le plan y, y,. Remarquez que cette dernière 
figure peut sembler trompeuse, car elle montre la projection d'une trajectoire qui se croise elle-méme. 
Cela ne peut pas être le cas pour la trajectoire réelle à quatre dimensions, car elle contreviendrait au théo- 
réme général de l'unicité: il ne peut y avoir deux solutions différentes provenant du méme point initial. 


УІ 
2 

| | | =] 

5 10, 15 f 
-2 
-4 


(b) 


| Figure 5.6.5 | Solution au système (25) satisfaisant à la condition initiale y(0) = (—1,4,1, 1)”. a) Graphique de y 
en fonction de 7. b) Projection de la trajectoire dans le plan у,у;. Comme on le mentionne dans la 
section, la trajectoire réelle à quatre dimensions ne se croise pas elle-méme. 


Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 6, procédez comme suit. 


a) Exprimez la solution générale au système d’équations en termes de fonctions à valeurs réelles. 


b) Tracez aussi un champ de direction et quelques trajectoires, puis décrivez le comportement des 
solutions lorsque f — ce, 


3 -2 -1 -4 
) 1. ^= ) 2. ^- 

BEES е i Dore | 1 M 

5 

2 -5 en 
Q 3. x'- Q 4. x'- x 

1-2 9 

5 
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ш Dans les problèmes 7 et 8, exprimez la solution générale au système d'équations en termes de fonctions 


à valeurs réelles. 


1 0 0 -3 0 2 
7. х-|2 1 -2|x 8. x-| 1 -1 O!x 
3 2 1 -2 -1 0 


Dans les problèmes 9 et 10, trouvez la solution au problème de valeur initiale. Décrivez le comporte- 


ment de la solution lorsque t — ce. 
1 -5 1 -3 2 1 
9. x= х, х(0)- 10. х- х, х(0)- 
1 -3 1 -1 -1 -2 
Dans les problémes 11 et 12, procédez comme suit. 
a) Trouvez les valeurs propres du systéme. 
b) Choisissez un point initial (autre que l'origine) et tracez la trajectoire correspondante dans le 
plan хүх,. 
с) Pourla trajectoire obtenue à la partie b), tracez les graphes de x, en fonction de f et de x, en fonc- 
tion de 1. 


d) Pour la trajectoire obtenue à la partie b), tracez le graphe correspondant dans l'espace tridimen- 
sionnel £x,x,. 


3 5 == ® 

11. х-|4 X 123; х= 5 х 
ES xp 5 
1 74 5 


Dans les problémes 13 à 20, la matrice des coefficients dépend du paramétre о. Pour chacun de ces 
problémes, procédez comme suit. 


a) Déterminez les valeurs propres en fonction de o. 
b) Trouvezles valeurs critiques de 0, où la nature qualitative du portrait de phase du système change. 


с) Tracez un portrait de phase pour une valeur de o légèrement inférieure et pour une autre valeur 
légérement supérieure aux valeurs critiques. 


а 1 0-5 

© 13. x'- х © 14. x= х 
-] а 1 а 
5 3 
2 -5 4 à 

© 15. | sp © 16. x’ = 4 : X 
о a Ž 
-] а з а 

© 17. e M © 18. ЕК p 
а 10 4 а 

© 19. тк M © 20. e M 


Е Dans les problèmes 21 et 22, résolvez le système d'équations en utilisant la méthode du probléme 19 


de la section 5.5. Supposez que t > 0. 


-1 -1 
21. іх- X 
2 -1 
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р ш Dans les problèmes 23 et 24, procédez comme suit. 
a) Trouvez les valeurs propres du système. 


b) Choisissez un point initial (autre que l’origine) et tracez la trajectoire correspondante dans le plan 
хух,. De plus, tracez les trajectoires dans les plans x,x, et x,x;. 


€) Pour le point initial de la partie b), dessinez la trajectoire correspondante dans l'espace x,x,x;. 


m 1 0 _1 1 0 
4 4 
@23. х-|-1 -1 0 |х 024. х-|-І E 0 Ix 
0 0 E 0 0 D 
4 10 


25. Considérez le circuit électrique présenté à la figure 5.6.6. Supposez que R, = R, = 4 ohms, 


С- i farad et L = 8 henrys. 


a) Montrez que ce circuit est régi par le systéme d'équations différentielles 


t.i 
d(1|| 2 s(! | 
DE І И! 9) 

22-4 

2 


oü 1 est le courant passant par l'inducteur et V la chute de tension aux bornes du condensateur. 
Suggestion : Reportez-vous au probléme 20 de la section 5.1. 


b) Trouvez la solution générale aux équations (1) en termes de fonctions à valeurs réelles. 

с) Trouvez I(t) et V(t) si (0) = 2 ampères et V(0) = 3 volts. 

d) Déterminez les valeurs limites de /(/) et de V(t) lorsque t — ce. Ces valeurs limites dépendent- 
elles des conditions initiales ? 


ТТУ СЯ Circuit du probléme 25. 


26. Le circuit électrique présenté à la figure 5.6.7 à la page suivante est décrit par le systéme d'équa- 
tions différentielles 


1 
any EY | 
n = , (1) 
ау) | 1. 1 (V 
C RC 


oü / est le courant passant par l'inducteur et V la chute de tension aux bornes du condensateur. On 
а obtenu ces équations différentielles dans le probléme 19 de la section 5.1. 


a) Montrez que les valeurs propres de la matrice des coefficients sont réelles et distinctes si 
L > 4R?C. Montrez aussi qu'elles sont conjuguées complexes si L < 4R°C. 


b) Supposez que А = 1 ohm, C = — farad et L = 1 henry. Trouvez la solution générale au système 
(1) dans ce cas. 2 » 
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27. 


28. 


29. 


с) Trouvez I(t) et V(t) si /(0) = 2 ampères et V(0) = 1 volt. 
d) Pour le circuit de la partie b), déterminez les valeurs limites de /(7) et de V(r) lorsque t — ee. 
Ces valeurs limites dépendent-elles des conditions initiales ? 


Circuit du probléme 26. 


Dans ce probléme, on explique comment montrer que u(v) et v(t), tels que ces vecteurs appa- 
raissent aux équations (17), sont linéairement indépendants. Soit r; = À + iu et 7 = А – iu deux 
valeurs propres conjuguées de la matrice des coefficients А de l'équation (1); soit 200 = a + ib 
et Ho — a — ib les vecteurs propres correspondants. Vous devez vous rappeler que dans la sec- 


tion 5.3, on a vu que si r, # 7, alors 29 et 29 sont linéairement indépendants. 


a) Premièrement, on montre que a et b sont linéairement indépendants. Considérez l'équa- 
tion са + с = 0. Exprimez a et b en fonction de 69 et de 49, puis montrez que 
(c, — ic) &? + (c, + ic)” = 0. 

b) Montrez que c, — ic, = 0 et c, + ic, = 0, puis que c, = 0 et c, = 0. Par conséquent, a et b sont 
linéairement indépendants. 

с) Pour montrer que 0(7) et v(f) sont linéairement indépendants, considérez l'équation c,u(t,) 
+ c,V(f,) = 0, où t, est un point arbitraire. Réécrivez cette équation en fonction de a et de b, 
puis procédez comme dans la partie b) pour montrer que c, = 0 et c, = 0. Ainsi, u(t) et v(t) 
sont linéairement indépendants en un point arbitraire tọ. Par conséquent, ils sont linéairement 
indépendants en tout point et dans tout intervalle. 

Un objet de masse m soumis à un ressort de constante К satisfait à l'équation différentielle (voir la 

section 3.8) 


ти” + ku = 0, 
où u(t) est le déplacement au temps : de l'objet à partir de sa position d'équilibre. 


a) Soit x, = u et x, = и. Montrez que le système qui en découle est 


, 0 1 
x’ = X. 
—k/m 0 


b) Trouvez les valeurs propres de la matrice pour le système de la partie a). 

c) Tracez plusieurs trajectoires pour le système. Choisissez une de ces trajectoires et tracez 
les graphiques correspondants de x, en fonction de f, puis de x, en fonction de 1. Tracez les 
deux graphiques dans un méme plan. 

d) Quelle est la relation entre les valeurs propres de la matrice des coefficients et la fréquence 
naturelle du système masse-ressort ? 

Considérez le systéme à deux masses et trois ressorts de l'exemple 3. Au lieu de convertir le 

probléme en un systéme à quatre équations du premier ordre, on vous montre ici à vous servir 

directement des équations (22). 


a) Montrez qu'on peut écrire les équations (22) sous la forme 


-2 ; 
"= 4 х= Ах. (1) 
— -3 
3 
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b) Supposez que x = Фе” et montrez que 
(A-r 4-0. 


Notez que г? (plutôt que ғ) est une valeur propre de A correspondant à un vecteur propre Ё. 
с) Trouvez les valeurs propres et les vecteurs propres de A. 


d) Ecrivez des expressions pour représenter x, et х,. Il devrait y avoir quatre constantes arbi- 
traires dans ces expressions. 


е) En dérivant les résultats de la partie d), écrivez des expressions pour représenter x et x}. Vos 
résultats des parties d) et e) devraient concorder avec l'équation (31). 


© 30. Considérez le système à deux masses et trois ressorts dont les équations du mouvement sont les 
équations (22) de la présente section. Posez m, = 1, т, = 4/3, К, = 1, k, = 3 et К, = 4/3. 


a) Comme dans la section, convertissez le systéme en un systéme à quatre équations du premier 
ordre de la forme у” - Ay. Déterminez la matrice de coefficients A. 


b) Trouvez les valeurs propres et les vecteurs propres de A. 

€) Écrivez la solution générale à ce systéme. 

d) Décrivez les modes propres de vibration. Pour chaque mode propre, tracez les graphiques de 
y, en fonction de f et de y, en fonction de 1. Tracez aussi les trajectoires correspondantes dans 
les plans y, y; et y;y,. 

e) Considérez les conditions initiales y(0) = (2, 1, 0, 0)7. Évaluez les constantes arbitraires dans 
la solution générale de la partie c). Quelle est la période du mouvement dans ce cas? Tracez 
les graphiques de y, en fonction de f et de у, en fonction de 1. Tracez aussi les trajectoires 
correspondantes dans les plans y, y, et y,y,. Assurez-vous de bien comprendre la direction des 
trajectoires pour une période compléte. 


f) Utilisez vos propres conditions initiales et tracez des graphiques similaires à ceux demandés 
dans la partie e). 


© 31. Considérez le système à deux masses et trois ressorts dont les équations du mouvement sont les 
équations (22) de la présente section. Posez m, = m, = 1 et k = К, = Е, = 1. 


a) Comme dans la section, convertissez le systéme en un systéme à quatre équations du premier 
ordre de la forme у” - Ay. Déterminez la matrice de coefficients A. 


b) Trouvez les valeurs propres et les vecteurs propres de A. 

€) Écrivez la solution générale à ce systéme. 

d) Décrivez les modes propres de vibration. Pour chaque mode propre, tracez les graphiques de 
y, en fonction de f et de y, en fonction de 1. Tracez aussi les trajectoires correspondantes dans 
les plans y, y; et y,y4. 

e) Considérez les conditions initiales y(0) = (—1, 3, 0, 0)7. Évaluez les constantes arbitraires dans 
la solution générale de la partie c). Tracez les graphiques de y, en fonction de f et de y, en 


fonction de 1. Selon vous, la solution est-elle périodique ? Tracez aussi les trajectoires corres- 
pondantes dans les plans y, y, et уу. 


f) Utilisez vos propres conditions initiales et tracez des graphiques similaires à ceux demandés 
dans la partie e). 


5.7 | Les matrices fondamentales 


Nous pouvons expliquer davantage la structure des solutions aux systémes d'équations diffé- 
rentielles linéaires en introduisant la notion de matrice fondamentale. Supposons que x/?(f), ..., 
x (f) constituent un ensemble fondamental de solutions à l'équation 


x = Р(х (D 
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dans l'intervalle o < t < В. Alors, la matrice 

xp) c xp 
$. os (2) 

хР@ Ha am un 

dont les colonnes sont les vecteurs х("(7),..., x "(r), est la matrice fondamentale du système (1). 


П faut noter qu'une matrice fondamentale est non singuliére, puisque ses colonnes sont des 
vecteurs linéairement indépendants. 


| Exemple1 | Trouvez une matrice fondamentale pour le système 


‚(11 . 
х-і, 1 (3) 


Dans l'exemple 2 de la section 5.5, on a montré que 


3t -t 
x (D= | , | ol a | 
2е —2е 


sont des solutions linéairement indépendantes à l'équation (3). Ainsi, une matrice fondamentale pour 
le systéme (3) est 


et et 
Wee. 2} (4) 
2e" -2е 


On peut écrire la solution à un probléme de valeur initiale sous une forme compacte en 
termes d'une matrice fondamentale. La solution générale à l'équation (1) est 


x — cxt) + --- + c x X7) (5) 
ou, en fonction de V(7), 

х = Ve, (6) 
où c est un vecteur constant de composantes arbitraires c,,..., c,. Pour un probléme de valeur 
initiale constitué de l'équation différentielle (1) et de la condition initiale 

X(fj) = х°, (7) 


où f, est un point donné dans 6<1< f et x? est un vecteur initial donné, il ne reste qu'à choisir 
le vecteur c dans l'équation (6) de maniére à satisfaire à la condition initiale (7). Ainsi, c doit 
satisfaire à 


VY (tc = хе. (8) 
Par conséquent, puisque W(r,) est non singulière, 
e= V (rx? (9) 
et 
x = PAP) (10) 


est la solution au probléme de valeur initiale (1), (7). Cependant, il convient d'insister sur le 
fait que, pour résoudre un probléme de valeur initiale, on doit normalement résoudre l'équation (8) 
par réduction, puis substituer с dans l'équation (6) plutôt que de calculer V (т) et utiliser 
l'équation (10). 
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Il faut se rappeler que chaque colonne de la matrice fondamentale Y est une solution à 
l'équation (1). П s'ensuit que V satisfait à l'équation différentielle matricielle 


Y = P(DW. (11) 


On vérifie cette relation en comparant les deux membres de l'équation (11) colonne par 
colonne. 

Parfois, il est pratique d'utiliser la matrice fondamentale particulière, notée Ф(г), dont les 
colonnes sont les vecteurs x (f), ..., x"(r), indiqués dans le théorème 5.4.4. En plus de l'équa- 
tion différentielle (1), ces vecteurs satisfont aux conditions initiales 


x0(1,) = eO, (12) 


ой е? est le vecteur unitaire défini dans le théorème 5.4.4 et admettant la composante un à la 
j-ième position, et des zéros partout ailleurs. Ainsi, (f) admet la propriété 


10.0 
$(-|. . ELI (13) 
0 0 1 


On réservera toujours le symbole Ф pour noter la matrice fondamentale satisfaisant à la condi- 
tion (13) et on utilisera V quand il s'agit d'une matrice fondamentale arbitraire. En fonction 
de ®(?), la solution au probléme de valeur initiale (1), (7) est encore plus simple en apparence. 
Puisque Ф (7) = I, il s'ensuit, à partir de l'équation (10), que 


х= Ф (nx. (14) 


Bien que la matrice fondamentale Ф(/) soit souvent plus complexe que “С(2), elle est particuliè- 
rement utile quand on doit résoudre un méme systéme d'équations différentielles avec différents 
ensembles de conditions initiales. Cela correspond à un systéme physique donné qui peut se 
mettre en mouvement à partir de divers états initiaux. Si la matrice fondamentale ®(r) а été 
déterminée, alors on peut trouver la solution à chaque ensemble de conditions initiales simple- 
ment au moyen de la multiplication de matrices, comme l'indique l'équation (14). La matrice Ф(/) 
représente donc une transformation des conditions initiales х? dans la solution х(/) en un temps 
arbitraire t. Si on compare les équations (10) et (14), on constate que 


o (n = W(n(). 


Pour le systéme (3) 


NE 
х = X 
4 1 


de l'exemple 1, trouvez la matrice fondamentale Ф, de sorte que (0) = I. 
Les colonnes de Ф sont des solutions à l'équation (3) qui satisfont aux conditions initiales 


ко = (5) »o-(1 (15) 


Puisque la solution générale à l'équation (3) est 
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P on peut trouver la solution satisfaisant au premier ensemble de conditions initiales en choisissant 


с=с = » De méme, on obtient la solution satisfaisant au deuxiéme ensemble de conditions initiales 


ЖР 1 I ues 
en choisissant c, — 4 et c, = E Ainsi, 


1з 1 = La ls 


e 
2 2 4 4 


Ф()- (16) 


Il faut noter que les éléments de (f) sont plus complexes que ceux de la matrice fondamentale Y(t) 
donnée par l'équation (4). Cependant, il est maintenant facile de déterminer la solution correspondant 
à n'importe quel ensemble de conditions initiales. 


La matrice exp(At) П faut se rappeler que la solution au probléme de valeur initiale 
x = ах, x(0) = ху, (17) 
ой a est une constante, est 
x = x, exp(at). (18) 
On considére maintenant le probléme de valeur initiale correspondant pour un systéme n X n, 
soit 
х = Ах, x(0) = x°, (19) 
où A est une matrice dont les éléments sont des constantes. En appliquant les résultats de cette 
section au problème (19), on peut écrire sa solution sous la forme 
x = D(rx", (20) 
où Ф(0) = І. La comparaison des problèmes (17) et (19) et de leurs solutions indique que la 


matrice Ф(4) pourrait être de type exponentiel. Cette possibilité va maintenant être explorée. 
On peut représenter la fonction exponentielle scalaire ехр(а? par la série de puissances 


ехр(а) =1+ Y (21) 
п. 


n-l 
qui converge pour tout f. On remplace maintenant le scalaire a par la matrice constante А de 
dimensions п X n et on considére la série correspondante 


со А "у" А 2? Алғ 
I-Y Кан ете өтеді (22) 


n-l 


Chaque terme de la série (22) est une matrice de dimensions n x n. On peut montrer que cette 
somme matricielle converge pour tout t lorsque n — ce. Ainsi, la série (22) а pour somme une 
nouvelle matrice, qu'on notera ехр(А/). Autrement dit, 
oo лү? 
exp(Ar) =1+ > (23) 
n4 P" 
est analogue au développement (21) de la fonction scalaire exp(at). 
En dérivant la série (23) terme à terme, on obtient 


d = А"! ау Ұй 
exe] => UR alı + $e = А ехр(А/). (24) 


n-l n-l 


Ainsi, exp(Ar) satisfait à l'équation différentielle 


< ехр(А!) = A exp (Ar). (25) 
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De plus, lorsque г = 0, exp(A?) satisfait à la condition initiale 
exp(Ar)|, = I. (26) 
La matrice fondamentale Ф satisfait au même problème de valeur initiale que exp (Af), soit 
$'—-AO, Ф(0) =І. (27) 


Ainsi, on peut déterminer ехр(Аг) à l'aide de la matrice fondamentale Ф(7) et on peut écrire la 
solution au probléme de valeur initiale (19) sous la forme 


x = exp(Añx!, (28) 


qui est similaire à la solution (18) du problème de valeur initiale (17). 

Afin de mieux justifier l'écriture de ехр(А/) pour désigner la somme de la série (22), on 
doit démontrer que cette fonction matricielle admet effectivement les propriétés d’une fonction 
exponentielle. La façon de procéder est présentée au problème 15. 


Les matrices diagonalisables La principale raison pour laquelle la résolution d’un sys- 
tème d'équations linéaires (algébriques ou différentielles) pose certaines difficultés est que les 
équations sont habituellement appariées ou couplées. En d'autres mots, certaines équations (ou 
toutes) comportent plus d'une variable inconnue. Ainsi, il vaut mieux résoudre simultanément 
les équations d'un systéme. Au contraire, si chacune des équations ne comporte qu'une seule 
variable, alors on peut résoudre chaque équation indépendamment des autres, ce qui est beau- 
coup plus simple. Cette observation laisse entendre qu'on pourrait résoudre le systéme d'équa- 
tions en le transformant en un systéme équivalent non apparié ou découplé, donc dans lequel 
chaque équation ne contient qu'une seule variable inconnue. Cette facon de procéder exige la 
transformation de la matrice des coefficients А en une matrice diagonale. 

Les vecteurs propres sont utiles pour accomplir cette transformation. On suppose que la 
matrice А de dimensions n x n admet un ensemble de п vecteurs propres linéairement indépen- 
dants. Il faut se rappeler que ce sera certainement le cas si les valeurs propres de А sont toutes 
différentes ou si А est une matrice hermitienne. En supposant que $5, ..., 2% sont ces vecteurs 
propres et que 2,,..., À, sont les valeurs propres correspondantes, on considère la matrice T 
dont les colonnes sont des vecteurs propres, 

а) ... (п) 
1 1 
T=| : : (29) 
ТҮ. 
Puisque les colonnes de T sont des vecteurs linéairement indépendants, det T + 0. Ainsi, Т est 
non singulière et Т”! existe. Un calcul simple montre que les colonnes de la matrice AT sont 


simplement les vecteurs AÓ,..., А6. Puisque А49- 4,6%, il s'ensuit que 
AU 77 Ал” 
AT-| : : = TD, (30) 
À а sius À ém 
lon пЭп 
où 
À 0 0 
0 À, 4 0 
Dx. GD 
о 0o A 


n 


est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres de А. 
À partir de l'équation (30), on a 


T "AT- D. (32) 
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Ainsi, si les valeurs propres et les vecteurs propres de A sont connus, оп peut transformer А en 
une matrice diagonale à l'aide de la démarche présentée à l'équation (32). Cette démarche est 
une homothétie et on résume l'équation (32) en disant que A est semblable à la matrice diago- 
nale D et A est dite diagonalisable. Il convient d'observer qu'une homothétie ne modifie pas 
les valeurs propres de A et qu'elle transforme ses vecteurs propres en ceux de la base cano- 
nique e... , e, 

Si A est hermitienne, alors on trouve T~ rapidement. On choisit les vecteurs propres &),..., 
é™ de A de sorte qu'ils soient normalisés, c'est-à-dire que (£?, 69) = 1 pour tout i, et qu'ils 
soient orthogonaux. Il est alors facile de vérifier que Т”! = T*. En d'autres mots, l'inverse de T 
est le méme que sa matrice adjointe (la matrice transposée de sa matrice conjuguée complexe). 

Finalement, on note que si А comporte moins de п vecteurs linéairement indépendants, 
alors il n'existe aucune matrice T telle que T'AT = D. Dans ce cas, А n'est semblable à aucune 
matrice diagonale et n'est pas diagonalisable. 


ШЕТЕН Considérez la matrice 


gu d 33 
(4 1] 153) 


Trouvez la matrice Т et montrez que А est diagonalisable. 
Dans l'exemple 2 de la section 5.5, on a trouvé les valeurs propres et les vecteurs propres de А, soit 


1 1 
n-3, Cis. Шеті; 572 e (94) 


Ainsi, la matrice de transformation T et son inverse T™ sont 


1 1 
1 1 2 4 
T- (ep 5) (35) 
2 -2 11 
2 4 
Par conséquent, on а 
4 3 0 
T"AT- - p. (36) 
0 -1 
Maintenant, on examine de nouveau le systéme 
Хх = Ax, (37) 


ой A est une matrice constante. Dans les sections 5.5 et 5.6, on a vu comment résoudre ce type 
de système à partir de l'hypothése selon laquelle x = ée”. Maintenant, un autre point de vue est 
présenté. Il est basé sur la diagonalisation de la matrice des coefficients A. 

Selon les résultats mentionnés plus haut, 11 est possible de diagonaliser А lorsque А com- 
porte un ensemble de п vecteurs linéairement indépendants. Soit ®,..., £ les vecteurs 
propres de A correspondant aux valeurs propres r,,..., r,. On doit trouver la matrice de trans- 
formation T dont les colonnes sont £*9,..., £^. Ensuite, en définissant une nouvelle variable 
dépendante y à l'aide de la relation 


x = Ty, (38) 
on obtient, à partir de l'équation (37), 
Ту = ATy. (39) 
En multipliant par T ^, on obtient alors 


y -(T"ATDy (40) 
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оп, en utilisant l'équation (32), 
y = ру. (41) 
Il convient de se rappeler que D est la matrice diagonale ayant comme éléments diagonaux les 


valeurs propres ғ,..., ғ, de А. Une matrice fondamentale pour le système (4) est la matrice 
diagonale (voir le probléme 16) 


e" 0 0 
0 e” . 0 

О) =ехрр) =. ©. d! (42) 
0 0 ric ет 


On trouve alors une matrice fondamentale V pour le système (37) à partir de Q par la transfor- 
mation (38), 


Y - TQ. (43) 
Autrement dit, 
Фе Mars 
V(n- : : | (44) 
(от... Eem 


п п 


L'équation (44) est la méme que celle qu'on a obtenue dans la section 5.5. Ce processus 
de diagonalisation ne présente aucun avantage de calcul comparativement à la méthode de la 
section 5.5, car dans les deux cas, il faut calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de 
la matrice des coefficients du systéme d'équations différentielles. Néanmoins, il faut noter que 
le problème de résolution d'un système d'équations différentielles et le probléme de diagonali- 
sation d'une matrice sont mathématiquement similaires. 


SENS Considérez de nouveau le système d’équations différentielles 
x’ = Ax, (45) 


ой А est donnée par l'équation (33). En utilisant la transformation x = Ту, ой Т est donnée par l'équa- 
tion (35), on peut réduire le systéme (45) au systéme diagonal 


‚15 "=й 46 
Fg qq BE (46) 


On obtient une matrice fondamentale pour le systéme (46) et on la transforme ensuite afin d'obtenir 
une matrice fondamentale pour le systéme original (45). 
En évaluant les puissances de D, on trouve 
а (27-0 
D'- 35d (47) 
0 -1 


9 0 
p?- | 


Par conséquent, il s'ensuit, à partir de l'équation (23), que exp(D f) est une matrice diagonale dont les 
éléments diagonaux sont е?! et e”, c'est-à-dire 


e" 0 
е?! = . 48 
| 0 е" e 


Finalement, on obtient la matrice fondamentale recherchée Y(t) en multipliant T et exp(D д: 


v f 1 e 0 _ e е дй 
WE 2 2] о е) (2e -207 | em 


Il faut noter que cette matrice fondamentale est la méme que celle qu'on a trouvée à l'exemple 1. 
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Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 10, procédez comme suit. 


a) 
b) 


11. 


12. 


13. 
14. 


15. 


16. 


17. 


Trouvez une matrice fondamentale pour le système d'équations. 


Dans chaque cas, trouvez aussi la matrice fondamentale Ф(7) satisfaisant à Ф(0) = I. 


3 1 
3 2 4 2 
х= х 2. X= X 
2 -2 103 
8 4 
2 -1 1 1 
x= х 4. х= х 
3 -2 4 -2 
2 -5 -1 -4 
х= х 6. х= X 
1 -2 1 -1 
-1 1 -1 
x = X 8. x X 
1 5 -3 
1 1 1 1-1 4 
х=) 2 1 --І(|х 10. х-|3: 2 -I|x 
-8 -5 -3 2 1-1 


Résolvez le probléme de valeur initiale 


‚ {3 =ї o ( ? 
* ls pe AS 4 


en utilisant la matrice fondamentale Ф (7) trouvée au probléme 3. 


Résolvez le problème de valeur initiale 


,_(-1 —4 o (? 
| à ae ЖУЗ, 


en utilisant la matrice fondamentale Ф (7) trouvée au probléme 6. 

Montrez que Ф(т) = FD (t,), ой Ф(г) et W(r) sont définies dans cette section. 

On a trouvé la matrice fondamentale (f) pour le système (3) de l'exemple 2. Montrez que 

(n6 (s) = Ф(ї + 5) en multipliant (7) et (s). 

Soit Ф(т) la matrice fondamentale satisfaisant à D’ = АФ, Ф(0) = I. Dans ce manuel, on a aussi 

noté cette matrice exp(Af). Dans ce probléme, on montre que admet les principales propriétés 

algébriques associées à la fonction exponentielle. 

a) Montrez que Ф()Ф(5) = (t + s), autrement dit que exp(At)exp(As) = exp[A(t + s)]. 
Suggestion: Montrez que si s est fixé et que 1 varie, alors Ф(/)Ф(з) et Ф(ї + s) satisfont au 
problème de valeur initiale Z’ = AZ, Z(0) = (s). 

b) Montrez que (7) (—7) = І, autrement dit que exp(Ar) exp[A(-#] = І. Ensuite, montrez que 
$(-)-0 (0. 

c) Montrez que Ф(т— s) = Ф()Ф {(s). 

Montrez que si А est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont a}, а,,..., a,, alors 

exp(Af) est aussi une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont exp(a,t), exp(a,f), ..., 

exp(a, t). 

Considérez un oscillateur qui satisfait au probléme de valeur initiale 

и”-ойи-0, и(0)- ug, и(0)- vg. (1) 

а) Posez x, = и et x, = и, puis réécrivez les équations (i) sous la forme 


x = Ax, x(0)- x°. (1) 
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b) En utilisant la série (23), montrez que 


sin @t 


exp At = Icosœt + A (iii) 


с) Trouvez la solution au probléme de valeur initiale (11). 


5.8 | Les valeurs propres multiples 


Nous allons conclure notre étude des systèmes homogènes linéaires à coefficients constants 
x = Ах (1) 


par une discussion du cas ой la matrice А posséde une valeur propre de multiplicité supérieure 
à un. Il convient de se rappeler que dans la section 5.3, on a souligné qu'une valeur propre mul- 
tiple de multiplicité m 2 2 peut admettre une multiplicité géométrique inférieure à m. Autrement 
dit, il peut y avoir moins de т vecteurs propres linéairement indépendants associés à cette 
valeur propre. L'exemple suivant illustre cette possibilité. 


Trouvez les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice 
А 1 -1 (2) 
ҮЙЕ 


Les valeurs propres ғ et les vecteurs propres Ё satisfont à l'équation (A — rDÉ = 0 ou 


l-r -l 0 
Gr 2,84) B 
Les valeurs propres sont les racines de l'équation 
l-r -1 
1 3-r 
Ainsi, les deux valeurs propres sont г = 2 et r, = 2. Autrement dit, la valeur propre 2 est de multiplicité 


deux. 
Pour déterminer les vecteurs propres, il faut revenir à l'équation (3) et remplacer r par 2, Той 


ED HH 5 


Ainsi, on obtient la condition unique ё, + Ё, = 0, qui détermine 4, en fonction de 4, ou inversement. 
Donc, un vecteur propre correspondant à la valeur propre r = 2 est 


1 
(0. 
5 4) (6) 


ou tout multiple non nul de ce vecteur. Il faut noter qu'il n'y a qu'un seul vecteur linéairement indépen- 
dant qui correspond à la double valeur propre. 


аат -” 4r+4=(r-2) = 0. (4) 


Еп revenant au système (1), supposez que r = p est une racine de multiplicité k de l'équation 
det(A — rl) = 0. (7) 


Alors, p est une valeur propre de multiplicité k de la matrice А. Dans се cas, deux possibilités se 
présentent: soit qu'il y a k vecteurs linéairement indépendants correspondant à la valeur 
propre p, soit qu'il y en a moins de k. 

Dans le premier cas, on a 42,..., £^, les k vecteurs linéairement indépendants associés à 
la valeur propre p de multiplicité k. Alors, x'"(r) = &Pe^',..., x®(n = £9 e” sont k solutions 
linéairement indépendantes à l'équation (1). Ainsi, dans cette situation, il importe peu que 
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la valeur propre r = p soit multiple. Il existe encore un ensemble fondamental de solutions à 
l'équation (1) de la forme Фе”, Ce cas survient toujours quand la matrice des coefficients A est 
hermitienne (ou réelle et symétrique). 

Cependant, si la matrice des coefficients n'est pas hermitienne, alors il pourrait y avoir 
moins de k vecteurs indépendants correspondant à une valeur propre p de multiplicité К et, 
le cas échéant, il у aura moins de k solutions à l'équation (1) de la forme £e" associée à cette 
valeur propre. Par conséquent, pour construire la solution générale à l'équation (1), il faut trouver 
d'autres solutions de forme différente. Rappelez-vous qu'une situation similaire s'est produite 
dans la section 3.5 pour l'équation linéaire ay" + Бу + cy = 0 lorsque l'équation caractéristique 
admettait une racine double ғ. Dans ce cas, on a trouvé une solution exponentielle y, (1) = te”, 
mais une seconde solution indépendante avait la forme у, (r) = te". En se rappelant ce résultat, 
considérons l'exemple suivant. 


| Exemple2 | Trouvez un ensemble fondamental de solutions à 


a5 
X -Ах- X (8) 


et tracez un portrait de phase pour ce systéme. 
La figure 5.8.1 présente un champ de direction pour le systéme (8). A partir de cette figure, il 
semble que toutes les solutions non nulles s’éloignent de l'origine. 


22 
X NN NONO M [ш 
КК ИР d ox d 
NONO CANA 1 1 
NON ET ENTER EN Ш/ ji; 
ANNARA A 11 
И 
SANS ІМ 7 
ХХ ДА? А 00 
-~N RT LL LRL 
З МЫ == 20 e 
ТАТ vA d i d | 1ц-------- 
Т 72 P2 di T RR NN NN —————— 
ТІ NNNM ——— 
^ T Ho NON NS QUSS S SS SS SES 
ТОЕТ 
а ANNE NON БМ 
HE s) ҚҚА; S SES NS SS SORS SS 
ПОТА Т ОТ PACE SC RAR RUES 
П ETAT OS CAS ROC УКУ 


ACTE | Champ de direction pour le système (8). 


Pour résoudre le système, il faut d’abord noter que la matrice des coefficients A est la même que 
celle de l'exemple 1. Ainsi, on sait que r = 2 est une valeur propre double et qu'elle admet un seul vec- 
teur propre correspondant, par exemple é" = (1, —1). Par conséquent, une solution au système (8) est 


Жата (9) 


mais il n'y a pas de deuxième solution de la forme x = £e". 
En se basant sur la démarche utilisée pour les équations linéaires du deuxiéme ordre de la sec- 
tion 3.5, on tente de trouver une deuxiéme solution au systéme (8) de la forme 


кеден, (10) 
ой É est un vecteur constant à déterminer. Еп substituant x dans l'équation (8), on obtient 
21е + Ée” — AËte=0. (11) 


Pour satisfaire à l'équation (11) quel que soit f, les coefficients de ге?! et de e” doivent tous les deux être 
nuls. А partir du terme dans e”, on trouve 


4-0. (12) 
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» Ainsi, il n'existe aucune solution non nulle au systéme (8) de la forme (10). 
Puisque l'équation (11) contient des termes en (е?! et e”, il semble que, en plus de éte”, la seconde 
solution doive admettre un terme de la forme ne”. En d'autres mots, on suppose que 


х= Ёге! + ne”, (13) 
où Éet 7] sont des vecteurs constants. En substituant cette expression à x dans l'équation (8), on obtient 
2£te? + (E+ 2)е = A(Éte"' + me”). (14) 
En égalisant les coefficients de te?! et de e” dans chaque membre de l'équation (14), on obtient les 

conditions 
(А – 20)2= 0 (15) 

et 

(A - 209 - d (16) 


pour déterminer 4 et 7. L'équation (15) est satisfaite si € est un vecteur propre de A correspondant à la 
valeur propre r = 2, autrement dit é" = (1, —1). Puisque det(A — 21) est nul, on doit s'attendre à ne pas pou- 
voir résoudre l'équation (16). Cependant, cela n'est pas nécessairement le cas puisque, pour certains vec- 
teurs Ё, il est possible de résoudre l'équation (16). En fait, la matrice augmentée pour l'équation (16) est 


-] -1 1 
1 1|-1/ 
La deuxième ligne de cette matrice est proportionnelle à la première, donc le système est compatible. 
On obtient 
= т = 1. 


Par conséquent, si 7], = k, ой k est arbitraire, alors N, = —k — 1. Si on écrit 


ДЕГЕН » 


alors en substituant Ё et 7 dans l'équation (13), on obtient 


zi Je e "E (18) 
-1 -1 -1 


Le dernier terme de l'équation (18) est simplement un multiple de la première solution x” (t) et on peut 
l'ignorer, mais les deux premiers termes constituent une nouvelle solution: 


aC e Де МЕ (19) 


Du fait que W [x®, x?(r) = —e*', x) et x? forment un ensemble fondamental de solutions au 
système (8). La solution générale est 


х= cx (r)* cx (0) 


1 21 1 2t 0 2t (20) 
=ef Qe te a. ret ae 


L'analyse du graphique de la solution (20) est plus compliquée que dans les exemples précédents. 
Il est clair que x devient non borné lorsque t — «e et que x — 0 lorsque t — —ee. Si c, et c, sont non 
nuls, alors on a, le long des trajectoires, 


. Xf … = 04€ 
lim LUE n 122 1, 
Е-е x (t) m- — cest 


Par conséquent, lorsque t — —ee, chaque trajectoire s'approche de l'origine tangentiellement à 
la droite x, = —x, déterminée par le vecteur propre; ce comportement est clairement évident dans la 
figure 5.8.2 а) à la page suivante. De plus, lorsque t — , la pente de chaque trajectoire s'approche 
également de —1. Toutefois, il est possible de montrer que les trajectoires ne s'approchent pas des 
asymptotes lorsque t — ce. Plusieurs trajectoires du système (8) sont illustrées dans la figure 5.8.2 a) et 
certains graphiques typiques de x, en fonction de / sont montrés dans la figure 5.8.2 b). Le modèle des » 
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trajectoires de cette figure caractérise les systèmes de deux équations du premier ordre x’ = Ax admet- 
tant des valeurs propres identiques et un seul vecteur propre indépendant. Dans ce cas, l'origine est 
appelée un nœud impropre. Si les valeurs propres sont négatives, alors les trajectoires sont similaires, 
mais elles sont traversées par l'intérieur. Un noeud impropre est asymptotiquement stable ou instable, 
selon que les valeurs propres sont négatives ou positives. 


(b) 


ICRA a) Trajectoires du système (8); l'origine est un noeud impropre. b) Graphiques 
de x, en fonction de f pour le système (8). 


Une différence entre un systéme de deux équations du premier ordre et une seule équation 
du deuxiéme ordre ressort de l'exemple précédent. Il convient de se rappeler que, pour une 
équation linéaire du deuxiéme ordre admettant une racine multiple r, à son équation caracté- 


ristique, un terme се”! dans la seconde solution n'est pas requis puisqu'il s'agit d'un multiple 


de la première solution. Par ailleurs, pour un système à deux équations du premier ordre, le 
terme Ле?! de l'équation (13) avec ғ, = 2 n'est pas un multiple de la première solution ée", donc 
le terme Де?! doit être conservé. 

L'exemple 2 est tout à fait typique du cas général oü il existe une valeur propre double et un 
seul vecteur propre correspondant. On se réfère de nouveau au système (1) et on suppose que 
r = p est une double valeur propre de А, mais qu'il n'y a qu'un seul vecteur propre correspon- 
dant. Alors, une solution [similaire à l'équation (9)] est 


xt) = бер, (21) 
ой 4 satisfait à 
(A - pDé- 0. (22) 
En procédant comme dans l'exemple 2, on trouve une deuxiéme solution [similaire à l'équation (9)] 
XOA) = Ete”! + ne”, (23) 


où É satisfait à l'équation (22) et 1 est déterminé à partir de 

(A -pD = ё. (24) 
Même si det(A — pI) = 0, on реш montrer qu'il est toujours possible de résoudre l'équation (24) 
pour déterminer 7. Le vecteur 7] est le vecteur propre généralisé correspondant à la valeur 
propre p. 
Les matrices fondamentales Comme nous l'avons vu dans la section 5.7, les matrices fon- 


damentales sont obtenues en disposant des solutions linéairement indépendantes en colonnes. 
Par exemple, on peut créer une matrice fondamentale pour le systéme (8) respectivement à 
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partir des solutions хЧХ/) et x” (7) des équations (9) et (19): 


2t 
e 
2 


te^ 1 t 
Y(r) = mg" ; 25 
(0) [5 кл ё E EN ( ) 


De plus, on peut facilement trouver la matrice Ф qui satisfait à (0) = I à partir de Іа rela- 
tion Ф(/)- V(r)V (0). Pour l'équation (8), on a 


Y (0) = m Ww (s ET 26 
O= || (7| _, (26) 
et, par conséquent, 
D (1 = YAP (0) = e^ : ! жы 
т 27 but Шәрі sd 
1-t =f 
-ef | (27) 
t l+t 


Cette dernière matrice est aussi la matrice exponentielle exp(Af). 


Les formes de Jordan Оп peut diagonaliser une matrice A de dimensions n x n comme 
on l'a vu dans la section 5.7 uniquement si elle admet n vecteurs propres linéairement indépen- 
dants. S'il y en a moins (à cause des valeurs propres multiples), alors on peut toujours trans- 
former А en une matrice diagonale par blocs qui constitue sa forme de Jordan’; celle-ci a les 
valeurs propres de A sur sa diagonale principale, des 1 en diverses positions au-dessus de la 
diagonale principale et des O ailleurs. 

On considére de nouveau la matrice A donnée par l'équation (2). On forme la matrice 
de transformation T avec l'unique vecteur propre ё à partir de l'équation (6) dans sa pre- 
mière colonne et le vecteur propre généralisé 7] à partir de l'équation (17) avec k =0 dans la 
deuxiéme colonne. Ensuite, T et son inverse sont donnés par 


| 1 | | | 1 i 
T= | ТГ! = À (28) 
=] = e | 


Comme on peut le vérifier, il s'ensuit que 


T'AT- = Ј (29) 
"AO 2)“ 
La matrice J de l'équation (29) est la forme de Jordan de A. Elle est typique de toutes les formes 
de Jordan, car elle a un 1 au-dessus de la diagonale principale dans la colonne correspondant au 
vecteur propre absent (et elle est remplacée dans T par le vecteur propre généralisé). 
Si on recommence à partir de l'équation (1), 


la transformation x = Ty, ой T est donnée par l'équation (28), mène au système 


y = Ју, (30) 
ой J est donnée par l'équation (29). Explicitement, le système (30) est 
у=2у+у, № =25). (31) 


On peut facilement résoudre ces équations dans l'ordre inverse. Ainsi, on obtient 


Y = Cie”, у, = cute? + ce”. (32) 


7. Camille Jordan (1838-1921), professeur à l'École Polytechnique et au Collège de France, a largement contribué à 
l'analyse, à la topologie et particulièrement à l'algébre. La forme de Jordan d'une matrice a été abordée dans son 
influent ouvrage intitulé Traité des substitutions et des équations algébriques, qui a été publié en 1870. 
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Par conséquent, deux solutions indépendantes au systéme (30) sont 


y" ues e” y^ us | e” (33) 
0) ” 1 


et la matrice fondamentale correspondante est 


2t 


= e” te” 
Y(t) = Я 34 
924) " 


Puisque F0) = І, on peut aussi déterminer la matrice de l'équation (34) avec exp(Jf). On obtient 
le méme résultat en calculant les puissances de J et en les substituant dans la série exponentielle 
(voir les problèmes 20 à 22). Afin d'obtenir une matrice fondamentale pour le système initial, 
on forme maintenant le produit 


2t 


e te^ 
V (7) = Texp(J = > ЕСЕ P. (35) 
qui est le même que la matrice fondamentale donnée dans l'équation (25). 

Nous ne discuterons pas des systèmes x' = Ax de dimensions n x n plus en détail ici. Quand 
n est grand, il est possible qu'il existe des valeurs propres de multiplicité т élevée, peut-étre 
avec une multiplicité géométrique q beaucoup plus petite, ce qui produit m — q vecteurs propres 
généralisés. Lorsque n 2 4, il peut aussi y avoir des valeurs propres complexes multiples. Une 
discussion? complète de la forme de Jordan d'une matrice générale de dimensions n X n exige 
une connaissance plus avancée de l'algébre linéaire que celle présumée de la plupart des lec- 
teurs de ce manuel. Les problémes 18 à 22 vous demandent d'explorer l'utilisation des formes 
de Jordan pour les systémes à trois équations. 

La quantité de calculs requise pour l'analyse d'un systéme général de dimensions n x n 
peut être trop élevée pour qu'on les fasse à la main, méme si п n'est pas plus grand que 3 ou 4. 
Par conséquent, on devrait utiliser des logiciels appropriés dans la plupart des cas. Cela n'éli- 
mine pas toutes les difficultés, loin de là, mais cela rend de nombreux problémes beaucoup 
plus faciles à résoudre. Enfin, pour un ensemble d'équations produites par la modélisation d'un 
systéme physique, il est probable que certains des éléments de la matrice de coefficients A pro- 
viennent de la mesure d'une grandeur physique quelconque. Les incertitudes inévitables asso- 
ciées à de telles mesures entrainent des incertitudes dans les valeurs propres de A. Par exemple, 
dans un tel cas, il peut étre difficile de déterminer si deux valeurs propres sont vraiment égales 
ou si elles sont simplement prés l'une de l'autre. 


Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 4, procédez comme suit. 


a) 
b) 
с) 


© 1. 


8. Pour des exemples, voir les manuels présentés dans les références à la fin du chapitre. 


Tracez un champ de direction et quelques trajectoires. 


Décrivez le comportement des solutions lorsque t — оо. 


Trouvez la solution générale au systéme d'équations. 


‚ (3 -4 
X = X 
L = 
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E NE 3 5 

0 3. х- 2 х © 4. х’ = 2 х 
l 1l EX 
4 2 2 


ш Dans les problèmes 5 et 6, trouvez la solution générale au système d'équations. 


1 1 1 011 
5. х-|2 1 —1|х 6. х-|1 0 1x 
0-1 1 1 1 0 


E Dans les problèmes 7 à 10, procédez comme suit. 
a) Trouvez la solution au problème de valeur initiale. 


b) Tracez la trajectoire de la solution dans le plan хх, ainsi que le graphe de x, en fonction de t. 


© 7 y [1 54 ors" 
1) e PL х0)-|, 


5 3 
79 2 3 
© 8. х- к | х, xo-( 7 
2. 2 
2 3 
© 9. x'- 2 х, х(0)- 
E- =] -2 
2 


3 9 2 
© 10. x je xo-(2 


ш Dans les problèmes 11 et 12, procédez comme suit. 


a) Trouvez la solution au probléme de valeur initiale. 


b) Tracez la trajectoire correspondante dans l'espace x,x,x, ainsi que le graphe de x, en fonction de f. 


100 -1 
Фи. x-|-4 1 Ox, x(0)=| 2 
362 -30 

2804 4 

2 
Р 5 

© 12. х =| 1 =; lix, x(0)=| 3 

pode 

2 


ш Dans les problèmes 13 et 14, résolvez le système d'équations en utilisant la méthode du probléme 19 
de la section 5.5. Supposez que t > 0. 


3 -4 1 -4 
13. іх = х 14. іх - х 
1 -1 4 -7 
15. Montrez que toutes les solutions au système 
А C z 
x= x 
c d 


tendent vers zéro lorsque f — оо si et seulement si a + d < 0 et ad — bc > 0. Comparez ce résultat à 
celui du probléme 37 de la section 3.5. > 
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» 


16. Considérez de nouveau le circuit électrique du problème 26 de la section 5.6. Се circuit est décrit 
par le systéme d'équations différentielles 


1 

ты” іп 

ау) | 1 _1 у] 
C RC 


a) Montrez que les valeurs propres sont réelles et identiques si L = 4 АС. 


b) Supposez que R = 1 ohm, C= 1 farad et L = 4 henrys. Supposez également que /(0) = 1 ampère 
et V(0) = 2 volts. Trouvez I(t) ес V(t). 


17. Considérez de nouveau le systéme 
1 -1 : 
X —Ax- X © 


étudié dans l'exemple 2. Dans cet exemple, on a trouvé que A admet une double valeur propre 
г = rj = 2 avec un seul vecteur propre indépendant £C = (1, —1)7, ou tout multiple non nul de ce 
vecteur. Par conséquent, une solution au système (i) est x? (r) = e”, et une seconde solution 
indépendante a la forme 


xO (t) = ёе? + me”, 
où É et 7 satisfont à 
(A-2DÉ-0, (А-204-6 di) 


Dans l'exemple, on a résolu la première équation pour déterminer ё, puis la seconde équation 
pour déterminer 7. On vous demande maintenant de procéder dans l'ordre inverse. 


a) Montrez que 1 satisfait à (A — 2I)? = 0. 

b) Montrez que (A — 2I)? = 0. Par conséquent, on peut choisir arbitrairement le vecteur propre 
généralisé 1), sauf qu'il doit être indépendant de Ё. 

с) Posez 7= (0, —1)7. Ensuite, déterminez £ à partir de la seconde des équations (ii) et notez que 
é= (1, -1)7 = 49, Ce choix de 7 reproduit la solution trouvée dans l'exemple 2. 

d) Posez 7 = (0, 1)" et déterminez le vecteur propre correspondant 4. 

e) Posez 7]= (К, k)’, ой k; et k, sont des nombres arbitraires. Déterminez ensuite 4. Quel est le 
lien entre ce vecteur et le vecteur propre 4492 


E Les valeurs propres de multiplicité trois Si la matrice А possède une valeur propre de multiplicité 
trois, alors il peut y avoir un, deux ou trois vecteurs propres linéairement indépendants correspondants. 
La solution générale au systéme x' — Ax est différente selon le nombre de vecteurs propres correspon- 
dant à la valeur propre triple. Comme on l'a mentionné dans ce manuel, aucun probléme ne se pose s'il 
y a trois vecteurs propres indépendants, puisqu'il existe alors trois solutions indépendantes de la forme 
x = фе", Les deux problèmes suivants illustrent la marche à suivre de la solution pour une valeur 
propre triple admettant respectivement un et deux vecteurs propres. 


18. Considérez le systéme 


1 1 1 
x = Ах=| 2 1-1 |х. (1) 
-3 2 4 


a) Montrez que r — 2 est une valeur propre de multiplicité trois de la matrice des coefficients A et 
qu'il n'y a qu'un seul vecteur propre correspondant, soit 


0 
£»2| 1l. 


-1 


b) À l'aide de l'information contenue dans la partie a), trouvez une solution x® (f) au système (i). 
Il n'y a aucune autre solution de la forme exponentielle x = £e". 
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с) Pour trouver une deuxième solution, supposez que x = éte” + me”. Montrez que Ё et y satis- 
font aux équations 


(A - 2DÉ- 0, (A – 20)7= ё 
Puisqu'on a déjà trouvé 4 dans la partie а), résolvez la seconde équation pour 7. Omettez le 
multiple de ™ qui apparaît en 7, puisqu'il mène uniquement à un multiple de la première 
solution x". Ensuite, écrivez une deuxième solution х0) (2) au système (i). 
d) Pour trouver une troisième solution, supposez que x = £(0?/2)e + nte” + Çe”. Montrez que Ё, 
П et б satisfont aux équations 


(A-2Dé-0, (А-20Л-Ф  (A-2D6-]. 


Les deux premiéres équations sont les mémes que celles de la partie c). Donc, résolvez la 
troisième équation pour déterminer еп omettant de nouveau le multiple de 29 qui apparaît. 
Ensuite, écrivez une troisième solution x°(f) au système (i). 

e) Écrivez une matrice fondamentale W(r) pour le systéme (1). 

f) Trouvez une matrice T ayant le vecteur propre 4? dans la première colonne et les vecteurs 
propres généralisés 7 et 6 dans les deuxième et troisième colonnes. Ensuite, trouvez Т”! et 
formez le produit J = T ' AT. La matrice J est la forme de Jordan de А. 


19. Considérez le systéme 


5 -3 -2 
х= Ах=| 8 -5 -4 |х. (1) 
-4 3 3 


a) Montrez que r = 1 est une valeur propre triple de la matrice des coefficients A et qu'il n'y a que 
deux vecteurs linéairement indépendants qu'on peut choisir comme 


1 0 
£»-'o, 49-| 2) (ii) 
2 -3 


Trouvez deux solutions linéairement indépendantes x (f) et x” (f) à l'équation (i). 
b) Pour trouver une troisième solution, supposez que x = «е! + e'. Ensuite, montrez que É et 7 
doivent satisfaire à 


(A - = 0, (ii) 
(A-Dn= & (iv) 


c) L'équation (iii) est satisfaite si 4 est un vecteur propre. Donc, on peut choisir 4 de façon qu'il 
soit une combinaison linéaire appropriée de & et de £O afin que l'équation (iv) soit soluble, 
puis résoudre cette équation pour déterminer 7. Cependant, on va procéder d'une manière 
différente et suivre la démarche du probléme 17. D'abord, montrez que 7] satisfait à 


(A – D?g = 0. 
De plus, montrez que (A — I}? = 0. Par conséquent, on peut choisir arbitrairement, sauf qu'il 
doit être indépendant de £'? et de 29), 


d) Un choix pratique pour 7] est 7 = (0, 0, 1)”. Trouvez le vecteur € correspondant à partir de 
l'équation (iv). Vérifiez que 4 est un vecteur propre. 
e) Trouvez une matrice fondamentale (7) pour le système (i). 


f) Formez une matrice T avec le vecteur propre 4” dans la première colonne. Dans les deux 
autres colonnes, mettez le vecteur propre Ё ainsi que le vecteur propre généralisé 7). Trouvez 
Т" et trouvez le produit J = T ' AT. La matrice J est la forme de Jordan de А. 
А À 1 & А "E 
20. Soit 1- | où À est un nombre réel arbitraire. 
0 


a) Trouvez 2, et Ј*. » 
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21. 


22. 


. . А" п ani 
b) Montrez par induction que J" = : 
0 A" 


с) Déterminez ехр(Л). 
d) Utilisez exp(J^ pour résoudre le probléme de valeur initiale x’ = Jx, x(0) = x°. 
Soit 


А 00 
J=|0 A 1| 
0 0 À 
où À est un nombre réel arbitraire. 
a) Trouvez J’, J? et J^. 
b) Montrez par induction que 
A" 0 0 
J” 0 A" nA" 
0 0 A" 


с) Déterminez ехр(Л). 

d) Vous devez noter que si vous choisissez А = 1, alors la matrice J de ce probléme est la méme 
que la matrice J du probléme 19 f). À l'aide de la matrice T du probléme 19 f), trouvez le pro- 
duit T exp(J?) avec À = 1. La matrice résultante est-elle la méme que la matrice fondamen- 
tale V'(r) du problème 9 e)? Si ce n'est pas le cas, expliquez cette différence. 

Soit 


= 
1 
о © м 


où Л est un nombre réel arbitraire. 
a) Trouvez 2, et Ј*. 
b) Montrez par induction que 
А” nA"! [n(n-10/2]A"? 
J'2| 0 A" nA"! 
0 0 А" 


с) Déterminez ехр(Дї). 

d) Vous devez noter que si vous choisissez À = 2, alors la matrice J de ce probléme est la méme 
que la matrice J du probléme 18 f). À l'aide de la matrice T du probléme 18 f), trouvez le pro- 
duit T exp(Jn avec А = 2. Il convient de préciser que la matrice résultante est la même que la 
matrice fondamentale Y(t) du problème 18 e). 


5.9 | Les systèmes linéaires non homogènes 


Dans cette section, nous aborderons le système non homogène 


x' = Р(ї)х + g(t), (1) 


où la matrice P(t) de dimensions n x n et le vecteur g(t) de dimensions n x 1 sont continus pour 
à « t « В. Si on considère le méme argument que dans la section 3.6 (voir également le pro- 
bléme 16 de cette section), on peut exprimer la solution générale à l'équation (1) ainsi: 


x = ext) + --- + e XOA + v(t), (2) 
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ой c,xCX(r)  --- + c,x"(r) est la solution générale au système homogène x’ = Р(х, et v(t) est 
une solution particulière au système non homogène (1). Nous décrirons brièvement plusieurs 
méthodes permettant de déterminer v(?). 


La diagonalisation Оп commence par des systémes de la forme 
х= Ax  g(t), (3) 


ой А est une matrice constante diagonalisable de dimensions n x n. En diagonalisant la matrice 
des coefficients А (voir la section 5.7), on peut transformer l'équation (3) en un systéme d'équa- 
tions facile à résoudre. 

Soit T la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres 69,..., &? de A. Définissez 
une nouvelle variable dépendante y ainsi: 


x= Ty. (4) 
Ensuite, en substituant x dans l'équation (3), on obtient 
Ty’ = АТу + 2(7). 
On multiplie par T ^, et il s'ensuit que 
y = (T"ATy + Tg) = Dy + Кк), (5) 
où h(?) = T !g(f) et ой D est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs 
propres 7,,..., ғ, de A. Celles-ci sont disposées dans le même ordre que les vecteurs propres 
correspondants 49,..., 29 qui apparaissent dans les colonnes de T. L'équation (5) est un sys- 


tème à n équations non appariées (découplées) pour y,(9,..., у„(@). Par conséquent, on peut 
résoudre les équations séparément. De manière explicite, l'équation (5) est de la forme 


y, = ry, (0) + hj), j=1,...,n, (6) 


où (f) est une combinaison linéaire de g,(?), ..., в,(0. L'équation (6) est une équation linéaire 
du premier ordre et on peut la résoudre à l'aide des méthodes de la section 2.3. En fait, on a 


t 
y,(D- e" / е'һ,(з)йз+се”, ЈЕЛ (7) 


où les c, sont des constantes arbitraires. Finalement, on obtient la solution x à l'équation (3) à 
partir de l'équation (4). Lorsqu'il est multiplié par la matrice de transformation T, le deuxiéme 
terme du second membre de l'équation (7) donne la solution générale au systéme homo- 
gène x’ = Ax, tandis que le premier terme du second membre de l'équation (7) donne une 
solution particulière au système non homogène (3). 


Trouvez la solution générale au système 
-2 1 2e! 
= + = Ax « g(t). 8 
x E. е x + g(1) (8) 


En procédant comme dans la section 5.5, on trouve que les valeurs propres de la matrice des 
coefficients sont r; --3 et r, = —1, et les vecteurs propres correspondants sont 


e) e : 


Ainsi, la solution générale au systéme homogéne est 


1 E І -t 
кейш 22416 “жс; Ta (10) 


Avant d'écrire la matrice T des vecteurs propres, on doit se rappeler qu'il faut trouver T". Comme la 
matrice des coefficients A est réelle et symétrique, on peut donc utiliser le résultat énoncé juste avant 
l'exemple 3 de la section 5.7: Т”! est simplement la matrice adjointe ou (puisque T est réelle) la matrice |) 
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» transposée de T, pourvu que les vecteurs propres de А soient normalisés de sorte que (ё, é) = 1. Ainsi, 
en normalisant é” et 22, on obtient 


gal 7 ail — 11 
"Alea ou "BA. af “y 


Soit x = T y. En faisant la substitution pour x dans l'équation (8), on obtient le système d'équations 
suivant en ce qui concerne la nouvelle variable dépendante y : 


y =bg Joe] (12) 
0-1 X21 2e7 +3: 
Ainsi, 
y *3y, = N26 - Re 
(13) 


3 
bae =/2е'+—=ї. 
У t У 2 


Chacune des équations (13) est une équation linéaire du premier ordre et on peut donc les résoudre à 
l'aide des méthodes énoncées à la section 2.3. Par conséquent, on obtient 


NETS 3 B ЛТ 
72 23/79 ё, 


t 


Е. > 
y, = V2te hU ы, . 


(14) 


Finalement, on écrit la solution en fonction des variables originales: 
1 yc d 
х-Ту--- 
V2 Е 150) 
—3t 1 -і 4 -і 
(c,/42)e' + | (с,//2)+ ое не 


-(сі he? + | je +21— : te! 


Da XD ur dg M qi 3/4 
k| je Fe ESL E ЕИ о: (15) 


où k = c,/N2 et k, = с,/.2. Les deux premiers termes du second membre de l'équation (15) consti- 
tuent la solution générale au système homogène correspondant à l'équation (8). Les autres termes sont 
une solution particuliére au systéme non homogéne. 


Il 


Si la matrice des coefficients А de l'équation (3) n'est pas diagonalisable (à cause de 
valeurs propres multiples et d'un nombre insuffisant de vecteurs propres indépendants), il 
est néanmoins possible de la réduire à une forme de Jordan J au moyen d'une matrice de 
transformation appropriée T comportant des vecteurs propres ainsi que des vecteurs propres 
généralisés. Dans ce cas, les équations différentielles en у,,..., y, ne sont pas vraiment non 
appariées puisque certaines lignes de J comportent deux éléments non nuls, une valeur 
propre dans la position diagonale et un 1 dans la position adjacente à la droite. Cependant, il 
est toujours possible de résoudre les équations en y,,..., y, de manière consécutive en com- 
mencant par déterminer y,. Ensuite, on peut trouver la solution au systéme original à l'aide 
de la relation x = T y. 


Les coefficients indéterminés Une deuxième manière de trouver une solution particulière 
au système non homogène (1) consiste à appliquer la méthode des coefficients indéterminés. 
Pour utiliser cette méthode, on doit supposer la forme de la solution avec une partie ou la totalité 
des coefficients non précisés, puis tenter de déterminer ces coefficients de manière à satisfaire à 
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l'équation différentielle. En pratique, on ne peut appliquer cette méthode que si les coefficients 
de la matrice P sont constants et si les composantes de g sont des fonctions polynomiales, expo- 
nentielles ou sinusoidales ou encore des sommes ou des produits de celles-ci. Dans ces cas, on 
peut deviner la forme appropriée de la solution de facon systématique. La démarche pour choisir 
la forme de la solution est essentiellement la méme que celle qui a été donnée à la section 3.6 
pour les équations linéaires du deuxiéme ordre. La principale différence est illustrée par le cas 
d'un terme non homogène de la forme ue^', ой À est une racine simple de l'équation caractéris- 
tique. Dans cette situation, plutôt que de supposer une solution de la forme afe^', on doit utiliser 
аге” + be”, où a et b sont déterminés en les substituant dans l'équation différentielle. 


Utilisez la méthode des coefficients indéterminés pour trouver une solution particuliére à 


-2 1 2e 
7- - 1 
X | 1 NI а} | Ах + g(t). (16) 


Il s'agit du même système d'équations que celui de l'exemple 1. Pour utiliser la méthode des coef- 
ficients indéterminés, on écrit g(f) sous la forme 


dal ы 17 
EOS ale Salé (17) 


X = v(t) = ate” + be” + ct * d, (18) 


Ensuite, on suppose que 


où a, b, c et d sont les vecteurs à déterminer. П faut noter que r = —1 est une valeur propre de la matrice 
des coefficients et qu'il faut donc inclure ае” et be” dans la solution supposée. En substituant l'équa- 
tion (18) dans l'équation (16) et en regroupant les termes, on obtient les équations suivantes pour a, b, 
cet d: 


(19) 


À partir de la premiére des équations (19), on voit que a est un vecteur propre de A correspondant à la 
valeur propre r = —1. Ainsi, а” = (œ, а), ой о est une constante non nulle. Ensuite, on découvre qu'on 
peut résoudre la deuxième des équations (19) seulement si œ= 1 et que, dans ce cas, 


Zo : 


pour toute constante k. Le choix le plus simple est k = 0, à partir duquel b" = (0, —1). Ensuite, la 
4 
troisième et la quatrième des équations (19) produisent respectivement с” = (1, 2) et d” = (5. - 5) 


Enfin, à partir de l'équation (18), on obtient la solution particulière 


iy Uy. JL) аа 
(Deo y-49) Bj 


La solution particuliére (21) n'est pas identique à celle qu'on a obtenue dans l'équation (15) de 


1 
l'exemple 1 parce que le terme еп е” est différent. Cependant, si on choisit k — 5 dans l'équation (20), 


1 1 | — 
alors b? = B - 3 et les deux solutions particulières concordent. 
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La variation de paramétres On examine maintenant des problémes plus généraux dans 
lesquels la matrice des coefficients n'est ni constante ni diagonalisable. Soit 


x = P(fx + gt), (22) 


ой P(?) et g(r) sont continus dans o < t < f. On suppose qu'on a trouvé une matrice fondamen- 
tale Ҹ(7) pour le système homogène correspondant 


x’ = P(fx. (23) 


On utilise la méthode de variation des paramètres afin de construire une solution particulière 
et, par le fait même, la solution générale au système non homogène (22). 

Puisque la solution générale au système homogène (23) est (Ус, il est naturel de procéder 
comme dans la section 3.7 et de rechercher une solution au système non homogène (22) en rem- 
plaçant le vecteur constant c par une fonction vectorielle u(f). Ainsi, on suppose que 


х= W(r) u(t), (24) 


où u(f) est un vecteur qu'il faut trouver. En dérivant x tel qu'il est donné par l'équation (24) et 
en faisant en sorte que l'équation (22) soit satisfaite, on obtient 


ur) + V(nu'(r) = PA (О) + gA. (25) 

Puisque V(f) est une matrice fondamentale, W’(f) = P(r)W(). Ainsi, on réduit l'équation (25) à 

Fou = в(0). (26) 

П convient de se rappeler que V(t) est non singulière dans tout intervalle où P est continue. 
Ainsi, V (7) existe et, par conséquent, 

u'(r) = V (0g(0). (27) 

Alors, pour u(f), on peut sélectionner n'importe quel vecteur à partir de la classe de vecteurs qui 


satisfait à l'équation (27). Ces vecteurs sont déterminés à une constante (vectorielle) additive 
près. Par conséquent, on note u(f) 


0(0 = / Ж-Қ5)е(5) ds + с, (28) 


où le vecteur constant c est arbitraire. Si on peut évaluer les intégrales dans l'équation (28), 
alors on peut trouver la solution générale au système (22) en faisant la substitution pour u() 
à partir de l'équation (28) dans l'équation (24). Toutefois, même si on ne peut pas évaluer les 
intégrales, on peut toujours écrire la solution générale à l'équation (22) sous la forme 


х= V(r)c -- Y) / V! (s)g(s) ds, (29) 


où f, est un point quelconque dans l'intervalle (о, B). Le premier terme du membre de droite de 
l'équation (29) représente la solution générale au système homogène correspondant (23), et le 
second terme représente une solution particulière à l'équation (22). 

On considére maintenant le probléme de valeur initiale constitué de l'équation différen- 
tielle (22) et de la condition initiale 


х=. (30) 
On peut écrire la solution à ce probléme de manière plus pratique si on choisit pour la solution 
particulière à l'équation (29) la solution précise qui est égale au vecteur nul lorsque т = t}. On 


peut y arriver en utilisant 1, comme borne inférieure d'intégration dans l'équation (29), de sorte 
que la solution générale à l'équation différentielle prend la forme 


х= V(nc +Y) | V! (s)g(s) ds. (31) 
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La condition initiale (30) peut aussi étre satisfaite, à condition que 
e= VI (r)x?. (32) 


Par conséquent, 


х= VOD V^ (rox? + wo f V "(s)g(s) ds (33) 


est la solution au probléme de valeur initiale donné. De nouveau, bien qu'il soit utile d'utiliser 
V! pour écrire les solutions (29) et (33), il est habituellement préférable dans certains cas de 
résoudre les équations nécessaires au moyen de la réduction plutôt que de calculer V et de le 
substituer dans les équations (29) et (33). 

La solution (33) revét une forme un peu plus simple si on utilise la matrice fondamen- 
tale D(r) satisfaisant à (r,) = I. Dans ce cas, on a 


x = Ф(/) x° + Ф(/) / Ф '(s)g(s) ds. (34) 


On peut simplifier davantage l'équation (34) si la matrice des coefficients P(f) est une matrice 
constante (voir le probléme 17). 


Utilisez la méthode de variation des paramétres pour trouver la solution générale au systéme 


-2 1 2e" 
“a| | NI Н | Ееее (35) 


Il s'agit du méme systéme d'équations que celui qui est présenté dans les exemples 1 et 2. La solution 
générale au systéme homogéne correspondant a été donnée dans l'équation (10). Ainsi, 


e*t е" 
vo- ^ ) (36) 
=6 е 


est une matrice fondamentale. Par conséquent, la solution x à l'équation (35) est donnée par 
x = V(ryu(?), ой u(f) satisfait à V(r)u'(r) = g(f) ou 


—3t -t n =} 
е е i d 2e | (37) 
=@ nt е" и» 31 
Еп résolvant l'équation (37) par Іа réduction, on obtient 
и — e" te, 
2 


u, =1+ oue. 


Ainsi 
12, l,s,1 3 
t}=-e"- te" + е +c, 
0-3 2 6 а 
da 034 
t) 2 t te! --e vc, 
u(t) 2 2 C2 
et 


х= V(Du(r) 


г, (1) , 1{ 1) , (1) , (1) 1f4 
аг le udis Nd аар (38) 


qui est la même solution que celle qui a été obtenue précédemment. 
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» Chacune des méthodes de résolution des équations non homogénes comporte certains avantages 
et certains inconvénients. La méthode des coefficients indéterminés n'exige aucune intégration, mais 
sa portée est limitée et elle peut nécessiter la résolution de plusieurs ensembles d'équations algé- 
briques. La méthode de la diagonalisation demande de trouver l'inverse de la matrice de transforma- 
tion et la solution à un ensemble d'équations linéaires du premier ordre non appariées, suivies d'une 
multiplication de matrices. Son principal avantage est que, pour les matrices hermitiennes, on peut 
obtenir directement l'inverse de la matrice de transformation, ce qui représente une caractéristique fort 
importante pour les systémes de grande taille 

La variation des paramétres est la méthode la plus générale. Par ailleurs, elle comporte la solution 
à un ensemble d'équations algébriques linéaires à coefficients variables, suivie d'une intégration et 
d'une multiplication de matrices. Elle peut donc être la plus compliquée en ce qui concerne les calculs 
à effectuer. Pour plusieurs petits systémes ayant des coefficients constants, comme celui qui est pré- 
senté dans les exemples de cette section, il y a peu de raisons de préférer une méthode à une autre. 


Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 12, trouvez la solution générale au système d'équations. 


= 
ж 
===) 
N 
І 
L 
Lo — 
ж 
+ 
NE” 
D 
LR | 
S 
ж 
Е 
Са 
ж 
+ 
EN 


3i =2 t ME od 3e 
2 -5 —cosf 1 1 g^ 
3. х- х 4. х- х + 
1 -2 sin f 4 -2 —2e! 
4 -2 p 
5. х- Xx+ В і>0 
8 -4 -p? 
-4 2 p 
6. x= x+ : і>0 
2 =l 2t! «4 
1 1 ay. 
7. х- Xx+ e 
4 1 -І 


» 
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13. Le circuit électrique présenté à la figure 5.9.1 est décrit par le systéme d'équations différentielles 


21041 1 
2 8 5 
a x4 2 |0), (1) 
dt 1 
Ж => 0 
2 


où x, est le courant passant par l'inducteur, x, la chute de tension aux bornes du condensateur et 
I(t) le courant fourni par la source externe. 


a) Déterminez une matrice fondamentale W(r) pour le système homogène correspondant à l'équa- 
tion (1). Reportez-vous au probléme 25 de la section 5.6. 


b) Si I( = &"?, déterminez la solution au système (i) satisfaisant aussi aux conditions ini- 


tiales x(0) = 0. 


L = 8 henrys 


R = 4 ohms R = 4 ohms 


| Figure 5.9.1 | Circuit du problème 13. 


E Dans les problèmes 14 et 15, vérifiez que le vecteur est la solution générale au système homogène 
correspondant, puis résolvez le système non homogène. Supposez que t > 0. 


| 2 
14. tx = 
3 


[. 
15. іх’ = 
2 


1 n. 
| коа). | 
1 2 
| ны ТЕС y 
2 1 


16. Soit x = Ф(/) la solution générale à x’ = P(f)x + g(t) et soit x = v(r) une solution particulière au 
méme système. En considérant la différence Ф (7) — v(t), montrez que (7) = u(r) + v(t), où u( est 
la solution générale au système homogène x’ = P(f)x. 


17. Considérez le probléme de valeur initiale 


x = Ax + g(t), x(0) = х°. 


a) En vous reportant au probléme 15 c) de la section 5.7, montrez que 


b) Montrez aussi que 


1 
x-eo« f Ф(і- s)g(s) ds. 
0 


1 
х= exp(Ar)x° -f exp[ A(t- 5)]g(s) ds. 
0 


Comparez ces résultats à ceux du probléme 27 de la section 3.7. 
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[5.10 Le plan de phase - les systèmes 
linéaires 

Puisque de nombreuses équations différentielles ne peuvent être résolues convenablement par 
des méthodes analytiques, il est important de considérer les renseignements qualitatifs” qu’on 
peut obtenir à propos de leurs solutions sans vraiment résoudre ces équations. Les questions 
qui seront examinées dans cette section sont associées à l’idée de stabilité d’une solution, et les 
méthodes utilisées sont fondamentalement géométriques. Tant le concept de stabilité que l'utili- 
sation de l’analyse géométrique ont été présentés dans le chapitre 1 et utilisés dans la section 2.6 
pour les équations autonomes du premier ordre 


dyldt = f(y). (1) 


Dans cette section, on précise les idées et on étend la discussion aux systémes autonomes d'équa- 
tions. On s'intéresse en particulier aux systémes non linéaires, car ils ne peuvent habituellement 
pas étre résolus en termes de fonctions élémentaires. De plus, on considére principalement les 
systémes à deux équations, car ils se prétent bien à l'analyse géométrique dans un plan, plutót 
que dans un espace comportant un plus grand nombre de dimensions. 

Cependant, avant d'aborder les systémes non linéaires, nous allons résumer certains des 
résultats obtenus dans les sections précédentes du présent chapitre en ce qui concerne les 


systèmes bidimensionnels d'équations linéaires homogènes du premier ordre à coefficients 
constants. Un tel systéme prend la forme 


dx/dt = Ax, (2) 


où A est une matrice constante de dimensions 2 x 2 et x est un vecteur de dimensions 2 x 1. 
Dans les sections 5.5 à 5.8, on a vu qu'on peut résoudre de tels systèmes en cherchant des solu- 
tions de la forme x = бе”. Si on substitue cette expression à x dans l'équation (2), on obtient 


(A - rDé = 0. (3) 


Par conséquent, r doit être une valeur propre et ё le vecteur propre correspondant de la matrice 
de coefficients A. Les valeurs propres sont les racines de l'équation polynomiale 


det(A — rI) = 0, (4) 


et les vecteurs propres sont déterminés à partir de l'équation (3) jusqu'à une constante multipli- 
cative arbitraire. On a présenté des graphiques des solutions d'équations de la forme (2) dans 
les sections 5.5, 5.6 et 5.8, mais l'objectif principal à ce moment-là était de déterminer une 
expression pratique pour la solution générale. Le but de la présente section est de rassembler les 
renseignements géométriques concernant les systémes linéaires en un seul endroit. On utilisera 
ces renseignements pour étudier les systèmes non linéaires, qui sont beaucoup plus complexes. 
À la section 2.6, on a découvert que les points pour lesquels le membre de droite de l'équa- 
tion (1) est égal à zéro ont une importance particuliére. Ces points correspondent aux solutions 
constantes, ou solutions d'équilibre, de l'équation (1) et sont souvent appelés points critiques. 
De la méme façon, pour le système (2), les points ой Ax = 0 correspondent aux solutions 
d'équilibre (constantes) et sont eux aussi appelés points critiques. On supposera que А est non 
singulière, ou que det А + 0. П s'ensuit que x = 0 est le seul point critique du système (2). 


9. La théorie qualitative des équations différentielles a été élaborée par Henri Poincarré (1854-1912) dans plusieurs 
articles majeurs entre 1880 et 1886. M. Poincarré était professeur à l'Université de Paris et est généralement consi- 
déré comme le plus important mathématicien de son époque. Il a fait des découvertes fondamentales dans plusieurs 
branches différentes des mathématiques, dont la théorie des fonctions complexes, les équations aux dérivées par- 
tielles et la mécanique céleste. Dans une série d'articles débutant en 1894, il a introduit l'utilisation des méthodes 
modernes en topologie. En ce qui concerne les équations différentielles, il a été un pionnier dans l'utilisation des 
séries asymptotiques, un des outils les plus puissants des mathématiques appliquées contemporaines. Entre autres, 
il a utilisé les développements asymptotiques pour obtenir des solutions au sujet des points singuliers irréguliers, 
poussant ainsi plus loin les travaux de Fuchs et de Frobenius, qui seront abordés au chapitre 7. 
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Souvenez-vous qu'une solution de l'équation (2) est une fonction vectorielle x = $(f) qui 
satisfait l'équation différentielle. Une telle fonction peut étre considérée comme une représenta- 
tion paramétrique d'une courbe dans le plan x,x,. Il est souvent utile de considérer cette courbe 
comme le chemin, ou la trajectoire, suivi par une particule en mouvement dont la vitesse dx/df 
est précisée par l'équation différentielle. Le plan x,x, est appelé le plan de phase et un ensemble 
représentatif de trajectoires est appelé un portrait de phase. 

Quand on analyse le systéme (2), on doit considérer plusieurs cas différents, selon la nature 
des valeurs propres de А. On caractérisera l'équation différentielle d’après le motif géométrique 
formé par ses trajectoires. Dans chaque cas, on discutera du comportement des trajectoires en 
général et on l'illustrera à l’aide d'un exemple. Il est important de vous familiariser avec les 
types de comportement des trajectoires pour chaque cas, car ils constituent les ingrédients de 
base de la théorie qualitative des équations différentielles. 


CAS 1 Les valeurs propres réelles distinctes et du méme signe Dans ce cas, la solution gé- 
nérale de l'équation (2) est 


х= c Een + c EO ent, (5) 


où г, et r, sont tous les deux positifs ou tous les deux négatifs. Supposez d'abord que ғ, < ғ, < 0 
et que les vecteurs propres 4? et £? sont ceux montrés dans la figure 5.10.1 a). Il résulte de 
l'équation (5) que x — 0 lorsque t — œ indépendamment des valeurs de c, et de с,; autrement 
dit, toutes les solutions s'approchent du point critique à l'origine lorsque t — œ. Si la solution 
débute en un point initial se trouvant sur la droite qui passe par 49, alors с, = 0. Par conséquent, 
la solution demeure sur la droite qui passe par 4? pour tous les t et s'approche de l'origine 
lorsque  — оо, De la méme façon, si le point initial se trouve sur la droite qui passe раг 4%), 
alors la solution s'approche de l'origine le long de cette droite. Dans la solution générale, il est 
utile de récrire l'équation (5) sous la forme 


х= езі|с6Фет-е! E c£. (6) 


Remarquez que г, — ғ, < 0. Par conséquent, tant que с, + 0, la magnitude du terme 
cd exp[(r, — r,)t] est négligeable par rapport à celle de c,é® quand г est suffisamment grand. 
Ainsi, lorsque t — оо, la trajectoire ne s'approche pas seulement de l'origine, mais elle tend aussi 
vers la droite qui passe par ®. Les solutions sont donc toutes tangentes à £? au point critique 
à l'exception des solutions qui débutent exactement sur la droite qui passe par 4, Plusieurs 
trajectoires sont tracées dans la figure 5.10.1 a). Des graphiques types de x, en fonction de f sont 
présentés dans la figure 5.10.1 b), illustrant le fait que toutes les solutions montrent une décrois- 
sance exponentielle au fil du temps. Le comportement de x, en fonction de : est similaire. Ce 
type de point critique s'appelle un nœud. 


X) À Х| 


-ү 


(а) (b) 


ISTE ОКЕ Un nœud; г, <r, < 0. a) Le plan de phase. b) Graphiques de х, en fonction de t. 


| 278 % CHAPITRE 5 » Les systémes d'équations linéaires du premier ordre 


CAS 2 


Remontons maintenant le temps et examinons ce qui se produit lorsque t — —ee. En sup- 
posant toujours que ғ, < ғ, < 0, on remarque que si c, + 0, le terme dominant de l'équation (5) 
lorsque f — —c est le terme comportant l'expression e". Par conséquent, à l'exception des tra- 
jectoires qui se trouvent le long de la droite qui passe par #®, pour de grandes valeurs négatives 
de f, les trajectoires ont des pentes qui sont presque égales à celle du vecteur propre 49, Cela 
est également montré dans la figure 5.10.1 а). 

Si г, et r, sont tous les deux positifs, et que 0 < ғ, < гу, les trajectoires montrent la méme 
régularité que celle de la figure 5.10.1 a), mais le mouvement s’éloigne du point critique à Pori- 
gine, au lieu de s'en approcher. Dans ce cas, x, et x, croissent exponentiellement en fonction de 1. 
Une fois de plus, le point critique est appelé un nœud. Un exemple de nœud est présenté dans 
l'exemple 3 de la section 5.5 et ses trajectoires sont illustrées dans la figure 5.5.4. 


Les valeurs propres réelles de signes opposés La solution générale de l'équation (2) est 
хее gh o Bon (7) 


ой ғ, > 0 et r, < 0. Supposez que les vecteurs propres 4? et 2 sont ceux montrés dans la 
figure 5.10.2 a). Si la solution débute en un point initial qui se trouve sur la droite passant 
par 0, il s'ensuit que c, = 0. Par conséquent, la solution demeure sur la droite passant раг 29 
pour tous les f et puisque ғ, > 0, ||х || —> œ lorsque t — о. Si la solution débute en un point initial 
qui se trouve sur la droite passant par 6°, elle demeure toujours sur cette droite et ||x|| — 0 
lorsque t — оо, car ғ, < 0. Pour les solutions débutant en d'autres points initiaux, le terme 
exponentiel positif est le terme dominant de l'équation (7) pour les grandes valeurs de t; donc, 
toutes ces solutions finiront par s'approcher de l'infini de facon asymptotique à la droite déter- 
minée par le vecteur propre ® qui correspond à la valeur propre positive ғ). Les seules solu- 
tions qui s'approchent du point critique à l'origine sont celles qui débutent précisément sur la 
droite déterminée par 4, Pour les grandes valeurs négatives de 1, le terme dominant de l'équa- 
tion (7) est le terme exponentiel négatif; donc, une solution type est asymptotique à la droite 
qui passe par le vecteur propre 4? lorsque t — —c. Les exceptions sont les solutions qui se 
trouvent exactement sur la droite qui passe par le vecteur propre 49; ces solutions s'approchent 
de l'origine lorsque t — —ee. Le portrait de phase illustré dans la figure 5.10.2 a) est typique du 
cas ой les valeurs propres sont réelles et de signes opposés. L'origine est appelée un point de 
selle dans ce cas. 

La figure 5.10.2 b) présente quelques graphiques types de x, en fonction de 1. Pour certaines 
conditions initiales, le terme exponentiel positif est absent de la solution, donc x, — 0 lorsque 
t — œ. Pour toutes les autres conditions initiales, le terme exponentiel positif finit par dominer 
et il s'ensuit que x, est non borné. Le comportement de x, est similaire. 

Un exemple de point de selle est présenté dans l'exemple 2 de la section 5.5 et ses trajec- 
toires sont illustrées dans la figure 5.5.2. 


X2 Xi 


SE 


Fe à 


(а) (b) 


IS TITTEN [UA Un point de selle; ғ, > 0, г, < 0. а) Le plan de phase. b) Graphiques de x, en 
fonction de f. 
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CAS3 Les valeurs propres égales Оп suppose maintenant que r, = r, = r. On examine le cas ой 
les valeurs propres sont négatives; si elles sont positives, les trajectoires sont similaires, mais 
le sens du mouvement est inversé. П existe deux cas secondaires, selon que la valeur propre 
répétée posséde deux vecteurs propres indépendants ou n'en posséde qu'un seul. 


1. Deux vecteurs propres indépendants La solution générale de l'équation (2) est 
кесеета ng (8) 


où 20 et E® sont les vecteurs propres indépendants. 

Le rapport x,/x, est indépendant de г, mais dépend des composantes de £'? et de 49) ainsi 
que des constantes arbitraires c, et с,. Par conséquent, chaque trajectoire est une droite passant 
par l'origine, comme le montre la figure 5.10.3 a). Des graphiques types de x, ou de x, en fonc- 
tion de / sont présentés dans la figure 5.10.3 b). Le point critique est appelé un nœud propre, 
ou parfois un nœud étoilé. 


» 


X2 e 


ge pe |o 


x t 


(a) (b) 


ISTIS (ЕЗ Un nœud propre, deux vecteurs propres indépendants; r, = ғ, < 0. а) Le plan 
de phase. b) Graphiques de x, en fonction de r. 


2. Un vecteur propre indépendant Comme on le voit à la section 5.8, la solution géné- 
rale de l'équation (2) dans ce cas est 


x=cée"+c{(Ëte" + mer), (9) 


ой est le vecteur propre et 7] est le vecteur propre généralisé associé à la valeur propre répétée. 
Pour les grandes valeurs de f, le terme dominant de l'équation (9) est с, е?! Par conséquent, 
lorsque t — ео, chaque trajectoire s'approche de l'origine tangentiellement à la droite qui passe 
par le vecteur propre. Cela est vrai méme si с, = 0, puisque dans ce cas, la solution x = c, de" 
se trouve sur cette droite. De la méme facon, pour les grandes valeurs négatives de 1, le 
terme с, е”! est encore le terme dominant, de façon que lorsque t — —ee, la pente de chaque 
trajectoire s'approche de la pente du vecteur propre 4. 

L'orientation des trajectoires dépend des positions relatives de 4 et de 7. Une situation 
possible est présentée dans la figure 5.10.4 a). Pour déterminer les trajectoires, il est utile de 
réécrire la solution (9) sous la forme 


x = [(c,£ * cn) + c, éte" = уе", (10) 


où y = (c E+ cN) + c, £t. Remarquez que le vecteur y détermine la direction de x, tandis que la 
grandeur scalaire е” influe seulement sur la magnitude de x. Notez aussi que pour des valeurs 
fixes de c, et de с,, l'expression correspondant à y est une équation vectorielle de la droite qui 
passe par le point c, + с, et qui est parallèle à 4. 

Pour tracer la trajectoire correspondant à une paire de valeurs données c, et c,, vous pouvez 
procéder de la façon suivante. D'abord, tracez la droite déterminée par (c,Ë+ c,]) + c,&t et indi- 
quez la direction dans laquelle t augmente sur cette droite. Deux de ces droites sont montrées 
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dans la figure 5.10.4 a), une pour c, > 0 et une autre pour c, « 0. Ensuite, remarquez que la 
trajectoire donnée passe par le point c, + с,7 quand т = 0. De plus, lorsque / augmente, le vec- 
teur x donné par l'équation (10) suit la même direction que l'augmentation des f sur la droite, 
mais la magnitude de x décroit rapidement et s'approche de zéro en raison du facteur expo- 
nentiel décroissant е”. Enfin, lorsque t diminue vers —ee, la direction de x est déterminée par des 
points de la partie correspondante de la droite et la magnitude de x s'approche de l'infini. De 
cette facon, on obtient les trajectoires en noir de la figure 5.10.4 a). On a aussi tracé d'autres 
trajectoires pour compléter le diagramme. Des graphiques types de x, en fonction de 1 sont 
montrés dans la figure 5.10.4 b). 

L'autre situation possible est illustrée par la figure 5.10.4 c), où l'orientation relative de € 
et de 7] est inversée. Comme on le voit dans la figure, il en résulte une inversion de l'orientation 
des trajectoires. 


x 


с6 


(b) 


^2 


t croissant 


t croissant 


(с) 


ТТА Un nœud impropre, ип vecteur propre indépendant; r, =r, <0. a) Le plan de phase. 
b) Graphiques de x, en fonction de t. c) Le plan de phase pour le même Éet un 7 différent. 


Si r, = г, > 0, vous pouvez tracer les trajectoires en suivant la méme démarche. Dans ce cas, 
les trajectoires se dirigent vers l'extérieur, et l'orientation des trajectoires par rapport à celle de é 
et de 7] est aussi inversée. 

Quand une valeur propre double n'a qu'un seul vecteur propre indépendant, le point cri- 
tique s'appelle un nœud impropre ou dégénéré. Un exemple particulier de ce cas est donné à 
l'exemple 2 de la section 5.8; les trajectoires sont montrées dans la figure 5.8.2. 
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CAS 4 Les valeurs propres complexes comportant une partie réelle non nulle Supposez 
que les valeurs propres sont À + iH, où À et и sont réels, À 0 et u > 0. À la section 5.6, оп a vu 
qu'il est possible d'écrire la solution générale en fonction des valeurs propres et des vecteurs 
propres. Cependant, on peut procéder d'une facon différente. 


Considérons le systéme 
À u 
= ; 11 
v-[^ ij an 


x| = Àx, + Их», х = —UX, + Àx,. (12) 


dont la forme scalaire est 


Il suffit d'examiner le système (11), puisque chaque système de dimensions 2 x 2 ayant des valeurs 
propres À + іш peut être converti sous la forme (11) par une transformation linéaire (un exemple de la 
façon de procéder est donné au probléme 22). On introduit ісі les coordonnées polaires r, Ө données раг 


F3 4X, tan0 = x,/x.. 
En calculant la différentielle de ces équations, on obtient 
rr' = x Xp + ХХ, (sec? 8)8' = (хх — х„х{)/хү. (13) 
En substituant à partir des équations (12) dans la premiére des équations (13), on obtient 
г = Ағ, (14) 
et par conséquent 
r 2 се“, (15) 


ой c est une constante. De la méme façon, en substituant à partir des équations (12) dans la 
seconde des équations (13), et en se servant du fait que sec? 0 = r^/x;, on obtient 


0 = –џ. (16) 
Par conséquent, 
0 —--ut t 6,, (17) 


où Ө, est la valeur de 0 quand t = 0. 

Les équations (15) et (17) sont des équations paramétriques en coordonnées polaires des 
trajectoires du système (11). Puisque и > 0, il découle de l'équation (17) que 0 diminue lorsque t 
augmente; donc, le mouvement sur une trajectoire s'effectue dans le sens des aiguilles d'une 
montre. Lorsque t — ce, on voit d’après l'équation (15) que r — 0 si À < 0 et r — œ si À > 0. 
Par conséquent, les trajectoires sont des spirales, qui s'approchent ou s'éloignent de l'origine, 
selon le signe de A. Ces deux possibilités sont illustrées dans la figure 5.10.5 à la page suivante, 
accompagnées de quelques graphiques types de x, en fonction de f. Le point critique s'appelle 
un point spirale dans ce cas. On utilise fréquemment les termes puits spirale et foyer spirale 
pour faire référence aux points spirales dont les trajectoires s'approchent ou s'éloignent, respec- 
tivement, du point critique. 

De facon plus générale, les trajectoires sont des spirales pour tout systéme comportant des 
valeurs propres complexes 1 + іш, ой À + 0. Les spirales sont dirigées vers l'intérieur ou vers 
l'extérieur, selon que A est négatif ou positif. Elles peuvent étre allongées et obliques par rapport 
aux axes de coordonnées et le mouvement peut se faire dans le sens des aiguilles d'une montre 
ou dans le sens contraire. De plus, il est facile d'obtenir une idée générale de l'orientation des 
trajectoires à partir des équations différentielles. Supposez que 


E 4 AN 
Е (18) 
ауа c ауу 
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(a) (b) 


(c) (d) 


ISTE Un point spirale; г, = A + iu, r, = À – iu. a) A < 0, le plan de phase. 
b) 4 « 0, graphiques de x, en fonction de г. c) À > 0, le plan de phase. 
d) À > 0, graphiques de x, en fonction de f. 


comporte des valeurs propres complexes A + iu, et examinez le point (О, 1) sur la partie positive 
de l'axe des y. En ce point, il découle des équations (18) que dx/dt = b et dy/dt = d. Selon les 
signes de b et de d, on peut déduire la direction du mouvement et l'orientation approximative 
des trajectoires. Par exemple, si b et d sont tous les deux négatifs, alors les trajectoires croisent 
la partie positive de l'axe des y de façon à se diriger vers le bas et dans le deuxième quadrant. 
Si, en plus, À < 0, les trajectoires doivent être des spirales qui pointent vers l'intérieur et qui res- 
semblent à celle de la figure 5.10.6. Un autre cas a été donné dans l'exemple 1 de la section 5.6, 
et les trajectoires correspondantes sont montrées dans la figure 5.6.2. 


X2 
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ТКО Un point spirale; r= A t іш, où A < 0. 
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CASS Les valeurs propres imaginaires pures Dans ce cas, À = 0 et le système (11) se réduit au 


système 
0 
х- | Ё (19) 
-u 0 


qui comporte des valeurs propres tiu. En utilisant le méme argument que dans le cas 4, on 
constate que 


"-0, 06--ш (20) 
et, еп conséquence, 
r2c  O0=-ut+0, (24) 


où c et 6, sont des constantes. 

Par conséquent, les trajectoires sont des cercles, centrés à l'origine, oü le mouvement s'ef- 
fectue dans le sens des aiguilles d'une montre si и > 0 et dans le sens contraire si и < 0. Une 
révolution complète autour de l'origine s'effectue dans un intervalle de 27/4; donc, toutes les 
solutions sont périodiques de période 27/u. Le point critique est alors appelé un centre. 

Généralement, quand les valeurs propres sont des nombres imaginaires purs, il est pos- 
sible de montrer (voir le probléme 19) que les trajectoires sont des ellipses centrées à l'origine. 
La figure 5.10.7 illustre une situation typique et présente aussi quelques graphiques types de x, 
en fonction de t. Consultez aussi l'exemple 3 de la section 5.6, en particulier les figures 5.6.3 
et 5.6.4. 


X2 À Х| 
) (b) 


(а 


ТТА ОВА Un centre; г, -Ш,ғ,--Шш. a) Le plan de phase. b) Graphiques de x, en fonction 
de t. 


En réfléchissant aux cinq cas traités précédemment et en examinant les figures correspon- 
dantes, on peut faire plusieurs observations: 


1. Sur une longue durée, chaque trajectoire individuelle présente un des trois types de 
comportement possibles. Lorsque t — о, chaque trajectoire s'approche du point cri- 
tique x = 0), croise de manière répétitive une courbe fermée autour du point critique (ce 
qui correspond à une solution périodique) ou devient non bornée. 

2. Dans son ensemble, la régularité des trajectoires dans chaque cas est relativement 
simple. Pour être plus précis, par chaque point (x,, у,) du plan de phase, il ne passe 
qu'une seule trajectoire; par conséquent, les trajectoires ne se croisent pas. Ne soyez pas 
induits en erreur par les figures, dans lesquelles il semble parfois que plusieurs trajec- 
toires passent par le point critique x — 0. En fait, la seule solution qui passe par l'origine 
est la solution d'équilibre x — 0. Les autres solutions qui semblent passer par l'origine пе 
font en fait que s'approcher de ce point lorsque t — ee ou t — —ee. 

3. Dans chaque cas, l'ensemble de toutes les trajectoires est tel qu'il n'y a que trois situa- 
tions possibles. 
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a) Toutes les trajectoires s'approchent du point critique x = 0 lorsque t — ce, C'est le cas si 
les valeurs propres sont réelles et négatives ou si elles sont complexes avec une partie 
réelle négative. L'origine est alors un puits nodal ou un puits spirale. 

b) Toutes les trajectoires demeurent bornées, mais ne s'approchent pas de l'origine lorsque 
t — оо, C'est le cas si les valeurs propres sont des nombres imaginaires purs. L'origine 
est alors un centre. 

с) Certaines trajectoires, et possiblement toutes les trajectoires à l'exception de x = 0, 
deviennent поп bornées lorsque t — oo. C'est le cas si au moins une des valeurs propres 
est positive ou si les valeurs propres ont une partie réelle positive. L'origine est alors un 
foyer nodal, un foyer spirale ou un point de selle. 


Les situations décrites aux points 3 a), 3 b) et 3 c) ci-dessus illustrent les concepts de sta- 
bilité asymptotique, de stabilité et d'instabilité, respectivement, de la solution d'équilibre x = 0 
du systéme (2). Les définitions exactes de ces termes sont données à la section 5.11, mais leur 
signification fondamentale devrait étre claire aprés la discussion géométrique présentée dans 
cette section. Les renseignements qu'on a obtenus au sujet du systéme (2) sont résumés dans le 
tableau 5.10.1. Vous pouvez aussi consulter les problémes 20 et 21. 


Tableau 5.10.1 Les propriétés liées à la stabilité des systèmes linéaires x’ = Ax, où 


det(A -r I) = 0 et det А z 0. 


Valeurs propres Type de point critique Stabilité 
rn»r,»20 Хоша Instable 
r<r,<0 Noeud Asymptotiquement stable 
",<0<т, Point de selle Instable 
г= т> 0 Noeud propre ou impropre Instable 
ru-r,«0 Noeud propre ou impropre Asymptotiquement stable 

ry,r,-Atiu Point spirale 
2>0 Instable 
4<0 Asymptotiquement stable 
r; = il, r,--iu Centre Stable 


L'analyse effectuée dans cette section s'applique seulement aux systèmes de deux équations 
du premier ordre x’ = Ax dont les solutions peuvent être visualisées sous forme de courbes dans 
le plan de phase. Une analyse similaire, bien que plus compliquée, peut étre effectuée pour un 
système de п équations du premier ordre, avec une matrice de coefficients А de dimensions n x n, 
dont les solutions sont représentées géométriquement par des courbes dans un espace de phase 
à n dimensions. Les cas qui peuvent se produire dans les systémes de dimension plus élevée 
sont essentiellement des combinaisons des cas examinés en deux dimensions. Par exemple, 
dans un systéme de dimension trois ayant un espace de phase tridimensionnel, il serait possible 
que les solutions dans un certain plan se dirigent en spirale vers l'origine, tandis que d'autres 
solutions tendraient vers l'infini le long d'une droite transversale à ce plan. Ce serait le cas si 
la matrice de coefficients contenait deux valeurs propres complexes ayant une partie réelle 
négative et une valeur propre réelle positive. Toutefois, en raison de leur complexité, nous ne 
discuterons pas des systémes d'une dimension supérieure à deux. 


Problémes 


W Pour chacun des systémes des problémes 1 à 12, procédez comme suit. 


a) Trouvez les valeurs propres et les vecteurs propres. 


b) Classez le point critique (0, 0) en fonction de son type et déterminez s'il est stable, asymptotique- 
ment stable ou instable. 


» 
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с) Esquissez plusieurs trajectoires dans le plan de phase, ainsi que quelques graphiques types de x, еп 
fonction de f. 


d) Utilisez un ordinateur pour tracer avec précision les courbes demandées à la partie c). 


dx 3 -2 dx 5 -] 
© 1 Z- 2. <. 
A G 2! 9 [ ^ 
dx 2 -1 dx ] -4 
0 3. —- ) 4. —- 
S Ё 2 Ы dt f i 
dx (1 -5 dx [2 —5 
© 5. —- © 6. —- 
з, f N. 9m f HN. 
dx (3 -2 dx (-І -1 
© 7. --- © 8. —- 
ы, » a оз, Г s] 
dx 3 -4 ах 1 2 
© 9. Z- 10. = 
UM f M. SI. Е M. 
ӘЖЕ. 
dx (-1 0 ж |2 55 
өп, Z= 61. S- 
9 ИРЕ. x lo ы 
5 


E Dans les problèmes 13 à 16, déterminez le point critique x = x°, classez-le selon son type, puis exami- 
nez sa stabilité en effectuant la transformation x = x? + и. 


1 1 2 -2 1 -2 
13. Bt. х- 14. gu. x+ 
dt 1 -1 0 dt ] -2 1 
-] -1 -І 
15. LL X+ 
dt 2 -1 5 


0 - 
16. gx d а, B,7,8>0 


dt \ô 0 Y 
17. L'équation du mouvement d'un systéme masse-ressort avec amortissement (voir la section 3.8) 
est 
d?^u u 
M—+y—+ku=0, 
t 


où m, y et k sont positifs. Écrivez cette équation du deuxième ordre sous la forme d'un système 
de deux équations du premier ordre pour x = u, y = du/dt. Montrez que x = 0, y = 0 est un point 
critique et analysez la nature et la stabilité du point critique en fonction des paramètres m, 
y et k. Une analyse similaire peut être appliquée à l'équation d'un circuit électrique (voir la 
section 3.8): 

d'I „dI 1 


L—+R—+-—1=0. 
dt dt C 


18. Considérez le système x' = Ах et supposez que А comporte une valeur propre nulle. 


a) Montrez que det А- 0. 

b) Montrez que x = 0 est un point critique et qu’en plus, chaque point d’une certaine droite qui 
passe par l’origine est aussi un point critique. 

€) Soit г, = 0, r, # 0 et £9? et £O, les vecteurs propres correspondants. Montrez que les trajec- 
toires sont celles indiquées dans la figure 5.10.8 à la page suivante. Quelle est la direction du 
mouvement sur ces trajectoires ? » 
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19. 


20. 


21. 


X) À 


uh eO 


20) 
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ЕПА Des points critiques non isolés; г, = 0, r, + 0. Chaque point de la droite qui 
passe par 4? est un point critique. 


Dans ce probléme, on vous indique comment montrer que les trajectoires sont des ellipses quand 
les valeurs propres sont des nombres imaginaires purs. Considérez le systéme 


ГА 
х а 4 \{х | 
y. йо 94) ДУ 
a) Montrez que les valeurs propres de la matrice de coefficients sont des nombres imaginaires 
purs si et seulement si 
d, +а = 0, ауа — 4а, > О. (ii) 
b) On peut trouver les trajectoires du systéme (1) en convertissant les équations (1) en l'équa- 


tion unique 


dy ау а,дх-а,,у 


- - (iii) 
dx аха: ауцх-а,,у 
Utilisez la première des équations (ii) pour montrer que l'équation (iii) est exacte. 
c) Calculez l'intégrale de l'équation (iii) pour montrer que 
a,x? + 2a5,xy — азу? = К, (iv) 


où k est une constante. Utilisez les équations (ii) pour conclure que le graphique de l'équa- 
tion (iv) est toujours une ellipse. 


Suggestion : Quel est le discriminant de l'équation quadratique (iv) ? 
Considérez le systéme linéaire 


dx/dt = a,,x + ауу, dyldt = a,,X + а,,у, 


ой 4j, ауу, а et a, sont des constantes réelles. Soit p = a,, +4, = аа — das et A = p^ — 44. 
Remarquez que p et q sont, respectivement, la trace et le déterminant de la matrice de coefficients 
du systéme donné. Montrez que le point critique (0, 0) est 

a) un neudsiq» 0etA20; 

b) un point de selle si q < 0; 

с) un point spirale si p + 0 et A «0; 

d) un centre si p = 0 et q > 0. 

Suggestion : On peut arriver à ces conclusions en étudiant les valeurs propres ғ, et r,. П peut aussi 
être utile d'établir, puis d'utiliser, les relations гу”, = q et rj +r, = p. 

Poursuivez le probléme 20 et montrez que le point critique (0, 0) est 


а) asymptotiquement stable si q > 0 et p < 0; 
b) stable si q > 0 et p =0; 
c) instable si q < 0 ou p > 0. 


» 
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ш Les résultats des problèmes 20 et 21 sont résumés de façon visuelle dans la figure 5.10.9. 


q 
Point spirale А К Р 
Point spirale instable 


asymptotiquement stable 


К Noeud 
asymptotiquement 


stable 


Point de selle instable 


“ 
А-р?-44>0 2X 


id TITTEN (UEM Schéma ае la stabilité. 


22. Ce probléme montre la facon de transformer un systéme de dimensions 2 x 2 dont les valeurs 
propres sont À + іш sous la forme du système (11). Considérez le système du problème 12: 


| 2 ^J | 
х’ = х= Ах. (1) 


а) Montrez que les valeurs propres de ce système sont r, = 0,5 + 1,5i et r, = 0,5 — 1,5i. 
b) Montrez que le vecteur propre correspondant à r, peut étre déterminé par 


ЫЧ) ; 


€) Soit P la matrice dont les colonnes sont les parties réelles et imaginaires de £. Par conséquent, 


P 5 0 (iii) 
= | iii 
3..-3 
Posez que x — Py et substituez ce terme à x dans l'équation (1). Montrez que 
y = (P^ AP)y. (іу) 
d) Déterminez P! et montrez que 
E 0,5 1,5 
P АР = Я (v) 
-1,5 0,5 


Par conséquent, l'équation (v) а la méme forme que l'équation (11). 


15.11 | Les équations différentielles non 
linéaires et la stabilité 


De nombreuses équations différentielles, en particulier les équations non linéaires, se prétent 
mal à une résolution analytique convenable. Les méthodes basées sur l'approximation numé- 
rique fournissent un moyen de traiter ces équations. Une autre approche, présentée dans cette 
section, est de nature géométrique et méne à une compréhension qualitative du comportement 
des solutions plutót qu'à des renseignements quantitatifs détaillés. 
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La stabilité et l'instabilité Ор a déjà mentionné plusieurs fois les concepts de stabilité, de 
stabilité asymptotique et d'instabilité dans ce manuel. Il est maintenant temps de donner une 
définition mathématique précise de ces concepts, du moins en ce qui concerne les systémes 
autonomes de la forme 


х! = f(x). (1) 


Dans les définitions suivantes, et ailleurs dans le manuel, on utilise la notation ||x || pour dési- 
gner la longueur du vecteur x. 

On appelle points critiques du systéme autonome (1) les points, s'ils existent, ой f(x) - 0. 
En de tels points, on a aussi x' — 0, donc les points critiques correspondent aux solutions 
constantes, ou d'équilibre, du systéme d'équations différentielles. 

On dit qu'un point critique x? du système (1) est stable si, pour tout € > 0, il existe un Ө>0 
tel que chaque solution x = $(f) du système (1), qui en {= 0 satisfait à 


I9 (0) — x?|| < 6, (2) 
existe pour toute valeur positive de f et satisfait à 


100) - x'|| « € (3) 


pour tout {2 0. 

Cet énoncé est illustré géométriquement dans les figures 5.11.1 a) et 5.11.1 b). Ces énoncés 
mathématiques indiquent que toutes les solutions qui débutent «suffisamment près » (c'est-à-dire, 
à une distance inférieure à 6) de x? demeurent «près» (à une distance inférieure à £) de x°. Notez 
que dans la figure 5.11.1 a), la trajectoire est à l'intérieur du cercle || x — x° ||= б en t=0 et que, méme 
si elle passe rapidement à l'extérieur de ce cercle, elle demeure à l’intérieur du cercle ||x — хо) 
= € pour tout t > 0. Cependant, la trajectoire de la solution ne doit pas nécessairement s'appro- 
cher du point critique x? lorsque t — о; elle doit simplement demeurer à l'intérieur du cercle de 
rayon & tel qu'illustré dans la figure 5.11.1 b). Un point critique qui n'est pas stable est dit instable. 


w 


(9(0), y(0)) 


(9(0), y(0)) 


(а) (b) 
| Figure 5.11.1 | a) Stabilité asymptotique. b) Stabilité. 


On dit qu'un point critique x? est asymptotiquement stable s'il est stable et s'il existe un 
б, (Ô, > 0) tel que si une solution x = ф(0) satisfait à 


І9(0)- x? || < 5, (4) 


alors 
limó(?) = х. (5) 


Par conséquent, les trajectoires qui débutent «suffisamment prés » de x? doivent non seulement 
rester «prés », mais doivent finir par s'approcher de х? lorsque t — о. C'est le cas de la trajec- 
toire de la figure 5.11.1 a), mais pas de la trajectoire de la figure 5.11.1 b). Notez que la stabilité 
asymptotique est une propriété plus puissante que la stabilité, puisqu'un point critique doit étre 
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stable avant qu'on puisse méme vérifier s'il pourrait étre asymptotiquement stable. D'autre part, 
la condition limite (5), qui est une caractéristique essentielle de la stabilité asymptotique, ne 
suffit pas à elle seule à justifier la stabilité ordinaire. En effet, on peut construire des exemples 
dans lesquels toutes les trajectoires s'approchent de x? lorsque t — оо, mais où x? n'est pas un 
point critique stable. Géométriquement, il suffit d'avoir un ensemble de trajectoires composé 
d'éléments qui débutent arbitrairement prés de x^, puis qui s'en éloignent d'une distance arbi- 
trairement grande avant de finir par s'approcher de x? lorsque t — оо. 

Dans ce chapitre, on se concentre sur les systémes à deux équations, mais les définitions 
qu'on vient de donner sont indépendantes de la taille du systéme. Si vous considérez les vec- 
teurs des équations (1) à (5) comme étant de dimension n, alors les définitions de stabilité, 
de stabilité asymptotique et d'instabilité s'appliquent aussi aux systémes à n équations. On 
peut mieux comprendre les concepts exprimés dans ces définitions en les interprétant dans le 
contexte d'un probléme physique particulier. 


Considérez le systéme 
dxldt = —(x — y) - x — y), dyldt = x(2 + y). (6) 


Trouvez les points critiques de ce systéme et tracez des champs de direction sur des rectangles conte- 
nant ces points critiques. Examinez les champs de direction pour déterminer le type de chacun des 
points critiques, puis indiquez si le point critique est asymptotiquement stable, stable ou instable. 
Pour trouver les points critiques, on résout les équations algébriques 


(x-y(-x-y)-0,  x(Q2*y)-0. (7) 


On peut satisfaire à la seconde équation en posant x - 0. Dans ce cas, la premiére équation devient 
y(1 — у) = 0; donc, y = 0 ou у = 1. On peut trouver d'autres solutions en posant y = —2 dans la seconde 
équation. Dans ce cas, la première équation devient (x + 2)(3 — x) = 0; donc, х= —2 ou x = 3. Par consé- 
quent, nous avons trouvé les quatre points critiques : (0, 0), (0, 1), (-2, 22) et (3, 22). 

La figure 5.11.2 illustre un champ de direction contenant les deux premiers points critiques. Une com- 
paraison de cette figure avec celles des sections 5.5, 5.6, 5.8 et 5.10 devrait montrer clairement que l’origine 
est un point de selle et que le point (0, 1) est un point spirale. Évidemment, le point de selle est instable. 
Les trajectoires prés du point spirale semblent s'approcher de ce point; on en déduit donc qu'il est asymp- 
totiquement stable. Un champ de direction contenant les deux autres points critiques est illustré dans la 
figure 5.11.3 à la page suivante. Chacun de ces points est un nœud. Les flèches pointent vers le point (-2, —2) 
et s'éloignent du point (3, 2). Par conséquent, le premier est asymptotiquement stable et le second est instable. 


| Figure 5.11.2 | Champ de direction pour le systeme (6), contenant les points critiques (0, 0) et 
(0, 1); le premier est un point de selle et le second est un point spirale. 
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| Figure 5.11.3 | Champ de direction pour le système (6), contenant les points critiques (—2, —2) 


et (3, 22); ces deux points sont des nœuds. 


Les systèmes localement linéaires Dans la section 5.10, on a décrit la stabilité de la solu- 
tion d'équilibre x = 0 du système linéaire bidimensionnel 


X — Ax. (8) 


Le tableau 5.10.1 résume les résultats. Souvenez-vous qu'il fallait que det А + 0, pour que x = 0 
soit le seul point critique du systéme (8). Maintenant qu'on a défini les concepts de stabilité 
asymptotique, de stabilité et d'instabilité avec plus de précision, on peut reformuler ces résultats 
pour obtenir le théoréme suivant. 


Théoréme 5.11.1 


Le point critique x = 0 du système linéaire (8) est asymptotiquement stable si les valeurs 
propres ғ, et r, sont réelles et négatives ou si elles ont une partie réelle négative. Il est stable, 
sans étre asymptotiquement stable, si r, et r, sont des nombres imaginaires purs. Il est 
instable si ғ, et r, sont réelles et que l'une ou l'autre est positive, ou si elles ont une partie 
réelle positive. 


L'incidence de petites perturbations П est évident selon ce théorème ou le tableau 5.10.1 
que les valeurs propres r, et ғ, de la matrice de coefficients A déterminent le type de point 
critique en x = 0 et ses caractéristiques de stabilité. Quant à elles, les valeurs de ғ, et de г, 
dépendent des coefficients du systéme (1). Quand un tel systéme apparait dans un domaine 
appliqué quelconque, les coefficients résultent généralement de la mesure de certaines gran- 
deurs physiques. Ces mesures sont souvent sujettes à de petites incertitudes, de sorte qu'il 
devient intéressant d'examiner si de petites variations (ou perturbations) dans les coefficients 
peuvent influer sur la stabilité ou l'instabilité du point critique, ou modifier de façon significa- 
tive le modèle des trajectoires. 
Souvenez-vous que les valeurs propres ғ, et ғ, sont les racines de l'équation polynomiale 


det(A – ^1) = 0. (9) 
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Il est possible de montrer que de petites perturbations dans quelques-uns ou dans l'ensemble 
des coefficients produisent de petites perturbations dans les valeurs propres. La situation la plus 
sensible apparait quand r, = iu et ғ, = —iu. Dans ce cas, le point critique est un centre et les 
trajectoires sont des courbes fermées (des ellipses) qui l'entourent. Si une faible variation sur- 
vient dans les coefficients, les valeurs propres r, et r, deviennent г, = X + Ш et r; = X — iu où 
X est une petite variation et и” = u (voir la figure 5.11.4). Si X + 0, ce qui est presque toujours 
le cas, les trajectoires du système perturbé sont des spirales plutôt que des ellipses. Le système 
est asymptotiquement stable si X < 0, mais instable si X > 0. Par conséquent, dans le cas d'un 
centre, de petites perturbations dans les coefficients pourraient bien transformer un systéme 
stable en un systéme instable et, de toute facon, on peut s'attendre à ce que les trajectoires en 
ellipses se transforment en spirales (voir le probléme 27). 

Un autre cas légèrement moins sensible apparait quand les valeurs propres ғ, et ғ, sont 
égales; dans се cas, le point critique est un nœud. De petites perturbations dans les coeffi- 
cients entrainent normalement une séparation (une bifurcation) des deux racines égales. Si les 
racines distinctes sont réelles, le point critique du système perturbé reste un nœud, mais si 
les racines distinctes sont des nombres complexes conjugués, le point critique devient un point 
spirale. Ces deux possibilités sont illustrées dans la figure 5.11.5. Dans ce cas, de petites pertur- 
bations des coefficients n'influent pas sur la stabilité ou l'instabilité du systéme, mais pourraient 
modifier le type de point critique (voir le probléme 28). 


| Figure 5.11.5 | Schéma d'une perturbation de г, = r,. 


Dans tous les autres cas, la stabilité ou l'instabilité du systéme n'est pas modifiée, tout 
comme le type de point critique, par des perturbations suffisamment petites des coefficients du 
système. Par exemple, si ғ, et r, sont des valeurs réelles, négatives et distinctes, une petite varia- 
tion des coefficients n'influera pas sur le signe de r, et de r, et ne permettra pas à ces deux valeurs 
de fusionner. Par conséquent, le point critique demeure un noeud asymptotiquement stable. 


L'approximation linéaire des systèmes non linéaires Considérons maintenant un sys- 
téme autonome non linéaire bidimensionnel 


x’ = f(x). (1) 
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Notre principal objectif consiste à étudier le comportement des trajectoires du systéme (1) 
prés d'un point critique x?. Rappelez-vous qu'à l'exemple 1, on a remarqué que prés de 
chaque point critique de ce systéme non linéaire, le modéle des trajectoires ressemble à celui 
d'un certain systéme linéaire. Cela nous suggére que prés d'un point critique, on pourrait 
peut-étre faire une approximation du systéme non linéaire (1) à l'aide d'un systéme linéaire 
approprié, dont les trajectoires sont faciles à décrire. La question cruciale est de déterminer 
s'il existe un systéme linéaire approximatif, ainsi que la facon de le trouver, dont les tra- 
jectoires correspondent étroitement à celles du systéme non linéaire prés du point critique. 

Il est pratique de choisir l'origine comme point critique. Cela n'entraine aucune perte quant 
à la généralisation, car si x° + 0, il est toujours possible de faire la substitution u = x — x? dans 
l'équation (1). Dans ce cas, u satisfera à un systéme autonome dont le point critique est à l'origine. 

D'abord, considérons les conditions nécessaires pour que le système non linéaire (1) corres- 
ponde étroitement au système linéaire (8). En conséquence, supposez que 


X = Ax + g(x) (10) 


et que x = 0 est un point critique isolé du système (10). Cela signifie qu'il existe, autour de 
l'origine, un certain cercle à l'intérieur duquel il n'y a aucun autre point critique. De plus, on 
suppose que det A + 0, de sorte que x = 0 est aussi un point critique isolé du système linéaire x” 
= Ax. Pour que le système non linéaire (10) corresponde étroitement au système linéaire x' = Ах, 
on doit supposer que g(x) est petit. 

Plus précisément, on suppose que les composantes de g ont des premiéres dérivées par- 
tielles continues et satisfont à la condition limite 


llgGOI/I xl 0 lorsque x — 0; (11) 


c'est-à-dire que || g(x) || est petit par rapport à II xll prés de l'origine. Un tel système s'appelle un 
système localement linéaire au voisinage du point critique x = 0. 

П peut être utile d'exprimer la condition (11) sous une forme scalaire. Si on pose x^ = (x, y), 
alors || x || = (x? + y^)? = г. De la même façon, si g” (x) = (g,(x, у), g(x, y)), alors 


l| GO [| = Le? Gc») + 22 G1. 
Par conséquent, il s'ensuit que la condition (11) est satisfaite si et seulement si 


g(x, y/r>0 et  g,Qxylr0 lorsque r — 0. (12) 


| Exemple2 | Déterminez si le système 


хү (1 0 х -x° — ху 
E + " (13) 
y 0 0,5Ду -0,75ху- 0,25y 


est localement linéaire au voisinage de l'origine. 

Remarquez que le systéme (13) est exprimé sous la forme (10), que (0, 0) est un point critique et 
que det A + O. Il n'est pas difficile de montrer que les autres points critiques des équations (13) sont 
(0, 2), (1, 0) et (0,5, 0,5); par conséquent, l'origine est un point critique isolé. Pour vérifier la condi- 
tion (12), il est pratique d'introduire les coordonnées polaires en posant x = г cos et y =r sin Ө. Alors, 


% . 
g(x,y) _ -x?- xy _ -r° cos? 9 - г? sin Ө cos 0 


r r r 
= —r(cos? 0 sin Ө cos 0) — 0 


lorsque r — 0. D'une façon similaire, vous pouvez montrer que g;(x, y)/r — 0 lorsque r — 0. Par 
conséquent, le systéme (13) est localement linéaire prés de l'origine. 
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Le mouvement d'un pendule est décrit par le systéme 


EE. S асте (14) 
dt dt 
Les points critiques sont (0, 0), (+x, 0), (+27, 0),...; donc, l'origine est un point critique isolé de ce 
systéme. Montrez que ce systéme est localement linéaire prés de l'origine. 
Pour comparer les équations (14) avec l'équation (10), on doit récrire les premiéres de facon que 
les termes linéaires et non linéaires soient clairement indiqués. Si on écrit sinx = x + (sinx — x) et 
qu'on substitue cette expression dans la seconde des équations (14), on obtient le systéme équivalent 


C) Ge ort (Ға J (15) 


En comparant l'équation (15) et l'équation (10), on constate que g,(x,y)=0 et g,(x,y) 
--О (sinx — x). D’après la série de Taylor! pour sin x, on sait que sin x — x se comporte comme 
-х3/3!--(ғ? cos? 0)/3! lorsque x est petit. Par conséquent, (sin x — x)/r — 0 lorsque r — 0. Donc, les 
conditions (12) sont respectées et le système (15) est localement linéaire prés de l'origine. 


Revenons maintenant au systéme non linéaire général (1), que nous récrivons sous la forme 
scalaire 


х= Е(х, у), у= Сбх, у); (16) 


ainsi, x = (x, y)” et f(x) = (F(x, у), G(x, y))”. Le système (16) est localement linéaire au voisi- 
nage d'un point critique (хо, Yọ) quand les fonctions F et С ont des dérivées partielles continues 
jusqu'à l'ordre deux. Pour le montrer, on utilise les développements de Taylor prés du 
point (xX, Yọ) pour écrire F(x, y) et G(x, y) sous la forme 


F(x,y) = FG. yo) + F, Gi, yo) хо) + FG Yo) 7 Yo) +N, Gc. у), 
G(x, y) = С(х,, yo) + G, Gg, yo)(x — x9) + G, (X03 yo) Cy Yo) + MX, y). 


où n(x, )/[G — x)? + (y — X) ]^ — 0 lorsque (х, y) — Xy Yo) et pareillement pour 7]. 
Remarquez que F(x,,y,)= G(x,,»,) = 0 et que dx/dt = d(x — x,)/dt et dy/dt = d(y — y,)/dt. 
Alors, le systéme (16) se simplifie en 


р Е (хо, Yo) Е (х,у) те») (17) 
dt\ y — yo Е С (xo. Yo) С (Xo. Yo) y— Yo n(x, y) : 


ой, en notation vectorielle, 


Du + тод, (18) 
dt ах 
où u=(x- x, y— у)" et N= (m.n). 

Ce résultat a une double importance. Premièrement, si les fonctions F et G sont dérivables 
deux fois, alors le système (16) est localement linéaire et il est inutile de recourir aux conditions 
limites, comme dans les exemples 2 et 3. Deuxièmement, le système linéaire qui fait l'approxi- 
mation du système non linéaire (16) près de (x,, Yọ) est donné par la partie linéaire des équa- 


tions (17) ou (18): 
ME P Е) ao 
dt\ u, С (хо, Yo) С, (Xo. Yo) и, 
OÙ u, — x — x, et U, = у — y. L'équation (19) fournit une méthode simple et générale pour trouver le 
système linéaire qui correspond à un système localement linéaire prés d'un point critique donné. 


10. Brook Taylor (1685-1731) a été le plus éminent mathématicien anglais de la génération qui a suivi celle de Newton. 
En 1715, il a publié un énoncé général sur le théorème du développement en série qui porte son nom. Ce résultat s'est 
avéré essentiel dans toutes les branches de l'analyse. De plus, il a été un des précurseurs du calcul des différences 
finies et le premier à reconnaître l'existence des solutions singulières aux équations différentielles. 
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La matrice 
F, F, 

J- с c! (20) 
qui apparait comme la matrice de coefficients dans l'équation (19), est appelée Іа matrice 
jacobienne!! des fonctions F et С par rapport à x et у. On doit supposer que det J est non nul 
au point (ху, Yọ), de sorte que ce point est aussi un point critique isolé du système linéaire (19). 


Exemple 4 


Utilisez l'équation (19) pour trouver le système linéaire qui correspond aux équations du pendule (14) 
près de l'origine, ainsi que prés du point critique (л, 0). 
Dans ce cas, on obtient, à partir de l'équation (14), 


F(x, у) = y, G(x,y)=-@° sinx- yy; (21) 


puisque ces fonctions sont dérivables autant de fois que nécessaire, le système (14) est localement 
linéaire près de chaque point critique. Les dérivées de F et de G sont 


F,=0, F,=1, С, = –@? cosx, б,--у (22) 


Par conséquent, à l'origine, le systéme linéaire correspondant est 


0 1 
aye ХІ 03) 
dt\ у -0? -yAy 
ce qui concorde avec l'équation (15). 


De la méme façon, en évaluant les dérivées partielles de l'équation (22) au point (7, 0), on obtient 


ЕЕ B Б 


où u = x — л et v = y. Ce système est le système linéaire correspondant aux équations (14) prés du 
point (л, 0). 


Revenons maintenant au systéme localement linéaire (10). Puisque le terme non li- 
néaire g(x) est petit comparativement au terme linéaire Ax quand x est petit, il est raisonnable 
d'espérer que les trajectoires du systéme linéaire (3) sont de bonnes approximations de celles 
du systéme non linéaire (10), au moins prés de l'origine. Cela s'avére juste dans de nombreux 
cas (mais pas dans tous), comme l'énonce le théoréme suivant. 


Théoréme 5.11.2 


Soit r, et r, les valeurs propres du systéme linéaire (3) correspondant au systéme locale- 
ment linéaire (10). Dans ce cas, le type et la stabilité du point critique (0, 0) du systéme 
linéaire (3) et du systéme localement linéaire (10) sont indiqués dans le tableau 5.11.1. 


À ce stade, il est trop difficile de prouver le théoréme 5.11.2; on acceptera donc les résultats 
sans preuves. Les énoncés concernant la stabilité asymptotique et l'instabilité découlent d'un 
résultat qui n'est pas discuté ici. Une preuve est esquissée dans les problémes 10 à 12 de cette sec- 
tion. Essentiellement, le théoréme 5.11.2 énonce que pour de petits x (ou x — x?), les termes non 
linéaires sont également petits et n'ont pas d'incidence sur la stabilité et le type de point critique 
déterminés par les termes linéaires, excepté dans deux cas sensibles. Si ғ, et r, sont des nombres 
imaginaires purs, les petits termes non linéaires peuvent transformer le centre stable en un point 
spirale, qui peut être soit asymptotiquement stable, soit instable. Si ғ, et r, sont des nombres réels 


11. Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), un analyste allemand qui était professeur à l'Université de Kónigsburg et à 
l'Université de Berlin, a contribué de facon importante à la théorie des fonctions elliptiques. Le déterminant de J et 
son prolongement à n fonctions à n variables est qualifié de jacobien en raison de son article remarquable paru en 
1841 sur les propriétés de ce déterminant. La matrice correspondante est également nommée en son honneur, méme 
si les matrices n'ont été développées qu'aprés sa mort. 
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Tableau 5.11.1 La stabilité et l'instabilité des systèmes linéaires et localement linéaires 


Systéme Systéme localement 
linéaire linéaire 
Fo Type Stabilité Type Stabilité 
rn»r,»0 N Instable N Instable 
ru«r,«0 N Asymptotiquement N Asymptotiquement 
stable stable 
r <0<r, PS Instable PS Instable 
r-r,»0 NP ou NI Instable N ou PSp Instable 
r,= 7 <0 NP ou NI Asymptotiquement N ou PSp Asymptotiquement 
stable stable 
ry,r,-Atiu 
2>0 PSp Instable PSp Instable 
2<0 PSp Asymptotiquement PSp Asymptotiquement 
stable stable 
rı = Ш, r,—-—iu С Stable C ou PSp Indéterminé 


Légende: М, nœud; NI, nœud impropre; NP, nœud propre; PS, point de selle; PSp, point spirale; 
C, centre. 


égaux, les termes non linéaires peuvent transformer le nœud en un point spirale, mais sa stabi- 
lité asymptotique ou son instabilité demeure inchangée. Rappelez-vous que plus tót dans cette 
section, оп а énoncé que de petites perturbations dans les coefficients du système linéaire (3), et 
par conséquent dans les valeurs propres ғ, et r,, peuvent modifier le type et la stabilité du point 
critique seulement dans ces deux cas. Il est raisonnable de s'attendre à ce que le petit terme non 
linéaire de l'équation (10) ait un effet important similaire, au moins dans ces deux cas. Il en est 
ainsi, mais la signification principale du théoréme 5.11.2 est que dans tous les autres cas, le petit 
terme non linéaire ne modifie ni le type ni la stabilité du point critique. Par conséquent, sauf pour 
les deux cas sensibles, on peut déterminer le type et la stabilité du point critique du systéme non 
linéaire (10) en examinant le systéme linéaire (3), qui est beaucoup plus simple. 

Méme si le point critique est du méme type que celui du systéme linéaire, les trajectoires 
du systéme localement linéaire peuvent sembler étre considérablement différentes de celles du 
systéme linéaire correspondant, sauf quand on est trés prés du point critique. Cependant, on 
peut montrer que les pentes selon lesquelles les trajectoires « entrent» dans le point critique, ou 
en «sortent », sont données correctement par le systéme linéaire. 


Le pendule amorti Poursuivons la discussion sur le pendule amorti débutée dans les 
exemples 3 et 4. Prés de l'origine, les équations non linéaires (14) sont représentées approxima- 
tivement par le système linéaire (23), dont les valeurs propres sont 


-y + ‘y’ -40° 
E c (25) 
La nature des solutions des équations (14) et (23) dépend du signe de y^ – 40°: 


n,rn- 


1. Si y? — 4»? > 0, les valeurs propres sont réelles, distinctes et négatives. Le point cri- 
tique (0, 0) est un nœud asymptotiquement stable du système linéaire (23) et du sys- 
téme localement linéaire (14). 

2. Si y^ — 40 = 0, les valeurs propres sont réelles, égales et négatives. Le point cri- 
tique (0, 0) est un nœud (propre ou impropre) asymptotiquement stable du système 
linéaire (23). Il peut étre soit un nceud asymptotiquement stable, soit un point spirale 
asymptotiquement stable du systéme localement linéaire (14). 

3. Si y? – 40° « 0, les valeurs propres sont des nombres complexes avec une partie réelle 
négative. Le point critique (0, 0) est un point spirale asymptotiquement stable du sys- 
tème linéaire (23) et du système localement linéaire (14). 


296 4 CHAPITRE 5 » Les systémes d'équations linéaires du premier ordre 


Par conséquent, le point critique (0, 0) est un point spirale du systéme (14) si l'amortissement est 
faible et un nceud si l'amortissement est suffisamment important. Peu importe le cas, l'origine 
est asymptotiquement stable. 

Considérons maintenant le cas y^ — 40° < 0, qui correspond à un faible amortissement, 
plus еп détail. La direction du mouvement sur les spirales prés de (0, 0) peut étre obtenue direc- 
tement à partir des équations (14). 

Considérons le point où une spirale croise la partie positive de l'axe des y (x = О et y > 0). 
П découle des équations (14) qu'en un tel point, dx/dt > 0. Par conséquent, le point (x, y) sur la 
trajectoire se déplace vers la droite, donc le mouvement sur les spirales s'effectue dans le sens 
des aiguilles d'une montre. 

Le comportement du pendule près des points critiques (tr, 0), où n est pair, est le méme 
que prés de l'origine. C'est le résultat auquel on s'attend physiquement, puisque tous ces points 
critiques correspondent à la position d'équilibre inférieure du pendule. On peut confirmer cette 
conclusion en répétant l'analyse effectuée précédemment pour l'origine. La figure 5.11.6 montre 
des spirales tournant dans le sens des aiguilles d'une montre en quelques-uns de ces points 
critiques. 


ЕТІП Des points spirales asymptotiquement stables pour le pendule amorti. 


Considérons maintenant le point critique (л, 0). Ici, les équations non linéaires (14) sont 
représentées approximativement par le systéme linéaire (24), dont les valeurs propres sont 


-y EA Y! +40? (26) 


2 


т, = 


Une des valeurs propres (r,) est positive et l'autre (7,) est négative. Par conséquent, quelle que 
soit l'importance de l'amortissement, le point critique x = л, y = 0 est un point de selle instable, 
tant dans le système linéaire (24) que dans le système localement linéaire (14). 

Pour examiner plus en détail le comportement des trajectoires près du point de selle (7, 0), 
on écrit la solution générale des équations (24), à savoir, 


u Тү. 1). 
| Е ШЕ Jer, (27) 
v n r, 


où C, et C, sont des constantes arbitraires. Puisque r, > 0 et r, < 0, il s'ensuit que la solution 
qui s'approche de zéro lorsque t — œ correspond à C, = 0. Pour cette solution, v/u = ғ, donc Іа 
pente des trajectoires entrantes est négative; l'une se trouve dans le deuxiéme quadrant (C, « 0) 
et l'autre se trouve dans le quatrième quadrant (C, > 0). Pour C, = 0, on obtient la paire de tra- 
jectoires qui «sortent» du point de selle. Ces trajectoires ont une pente ғ, > 0; l'une se trouve 
dans le premier quadrant (C, > 0) et l'autre se trouve dans le troisiéme quadrant (C, « 0). 

La situation est la méme en d'autres points critiques (пл, 0) où n est impair. Ces points 
correspondent tous à la position d'équilibre supérieure du pendule; on s'attend donc à ce qu'ils 
soient instables. On peut répéter l'analyse au point (7, 0) pour montrer que les points sont des 
points de selle ayant la même orientation que le point (zz 0). La figure 5.11.7 montre les schémas 
des trajectoires au voisinage de deux points de selle. 
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ЕРТЕСІ?” Des points de selle instables pour le pendule amorti. 
| Exemple5 | Les équations du mouvement d’un certain pendule sont 


dxldt = y, dyldt = —9sinx — Ly, (28) 


où x= Oet у = 20/41. Tracez un portrait de phase de ce système et expliquez la façon dont il montre les 
mouvements possibles du pendule. 

En traçant les trajectoires à partir de divers points initiaux dans le plan de phase, on obtient le por- 
trait de phase illustré dans la figure 5.11.8. Comme on l'a vu, les points critiques (solutions d'équilibre) 
sont les points (пл; 0), où n = 0, +1, +2,... Les valeurs paires de n, y compris zéro, correspondent à la 
position inférieure du pendule, tandis que les valeurs impaires de n correspondent à la position supé- 
rieure. Prés de chaque point critique asymptotiquement stable, les trajectoires sont des spirales tournant 
dans le sens des aiguilles d'une montre et représentent une oscillation décroissante autour de la position 
d'équilibre inférieure. Les portions horizontales ondulées des trajectoires qui apparaissent pour de plus 
grandes valeurs de | y| représentent les mouvements tourbillonnants du pendule. Remarquez qu'un mou- 
vement tourbillonnant ne peut pas continuer indéfiniment, peu importe la grandeur que peut atteindre 
|y|; la vitesse angulaire finit par être tellement réduite par le terme lié à l'amortissement que le pendule 
ne peut plus remonter jusqu'en haut et commence plutót à osciller autour de sa position inférieure. 


УА 


ЕГІП ІЗІН 27 Un portrait de phase pour le pendule amorti de l'exemple 5. 


Dans le cas de l'origine, le bassin d'attraction est la région bleutée de la figure 5.11.8. Il est borné 
par les trajectoires qui entrent dans les deux points de selle adjacents, (л, 0) et (л, 0). Les trajectoires 
limites sont appelées séparatrices. Chaque point critique asymptotiquement stable posséde son propre 
bassin d'attraction, qui est borné par les séparatrices entrant dans les deux points de selle adjacents. 

Tous les bassins d'attraction sont congruents au bassin bleuté ; la seule différence est qu'ils ont 
subi une translation horizontale d'une distance appropriée. Remarquez qu'il est mathématiquement 
possible (mais physiquement irréalisable) de choisir des conditions initiales se trouvant exactement 
sur une séparatrice de sorte que le mouvement résultant mène à un pendule équilibré dans une position 
verticale supérieure dont l'équilibre est instable. 
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Une importante différence entre les systémes autonomes non linéaires et les systémes 
linéaires examinés à la section 5.10 est illustrée par les équations du pendule. Rappelez-vous 
que le système linéaire (8) n'a qu'un seul point critique, x = 0, si det А + 0. Par conséquent, si 
l'origine est asymptotiquement stable, toutes les trajectoires, et non pas seulement celles qui 
débutent prés de l'origine, s'approchent de celle-ci. Dans ce cas, le point critique x = 0 est dit 
globalement asymptotiquement stable. Cette propriété des systémes linéaires n'est pas, en 
général, vraie pour les systèmes non linéaires, même si le système non linéaire n'a qu'un seul 
point critique asymptotiquement stable. Par conséquent, pour les systémes non linéaires, il est 
important de déterminer (ou d'estimer) le bassin d'attraction pour chaque point critique asymp- 
totiquement stable. 


Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 4, vérifiez que (0, 0) est un point critique, montrez que le système est loca- 
lement linéaire et discutez du type et de la stabilité du point critique (0, 0) en examinant le systéme 
linéaire correspondant. 


1. dxldt 2 x— y?, dyldt = x -2y4 x? 

2. dxldt 2 —x t y * 2xy, dyldt = -4х- y x! - у? 
3. dxldt - (19 x)siny, dyldt = 1— х— cosy 

4. dxldt-x* y)  dyldt=x+y 


ш Dans les problèmes 5 à 18, procédez comme suit. 


a) Déterminez tous les points critiques du système d'équations donné. 
b) Trouvez le système linéaire correspondant près de chaque point critique. 


с) Trouvez les valeurs propres de chaque système linéaire. Quelles conclusions pouvez-vous ensuite 
tirer au sujet du systéme non linéaire ? 

d) Tracez un portrait de phase du systéme non linéaire pour confirmer vos conclusions ou pour les 
étendre aux cas oü le systéme linéaire ne fournit pas de renseignements précis au sujet du systéme 
non linéaire. 


© 5. dxldt - (2+ х)(у- х), dyldt = (4— х)(у+ x) 
© 6. dxldt = x — x? — xy, dyldt 2 3y - xy - 2y? 
© 7. dxldt-l-y, | dyldt2x!- y? 
1 1 3 
© 8. dxldt 2 x— x? — xy, АМ у 22 
© X К.х ху y 27 4? 29 
© 9. dxldt=(2+yXy-0,5x),  dyldt=(2-x)(y+0,5x) 


(10. dx/dt 2x4 x^ y?, dyldt = y — xy 

Q 11. ах/0 = 2х+у+ху,  dyldt=x-2y-xy 

© 12. dx/dt = (1+ x)siny, dyldt 21— x—cosy 

© 13. dx/dt - x— у, dyldt = y- x? 

© 14. dx/dt=1-xy,  dyldt=x- y) 

© 15. dxldt 22x - y - xx? + у?), dyldt = х— у+ у(х? + y?) 
@ 16. dxldt = y - x1— x? — y?) dyldt 2 x * у(1- x? — y?) 
© 17. dx/dt=4- y?, dyldt = (1,5 * х)(у— x) 

(18. dx/dt-(l-y)Ox-y), | dyldt- (2+ xY(x-2y) 


5.11 Les équations différentielles non linéaires et la stabilité „ээ 


> 19. Considérez le système autonome 
dxldt=y, | dyldt- x*2x.. 


a) Montrez que le point critique (0, 0) est un point de selle. 

b) Esquissez les trajectoires du systéme linéaire correspondant en intégrant l'équation dy/dx. 
Montrez, à partir de la forme paramétrique de la solution, que la seule trajectoire pour laquelle 
x — 0 et y  O lorsque t ce est y = —. 

c) Déterminez les trajectoires du système non linéaire en intégrant l'équation dy/dx. Esquissez 
les trajectoires du système non linéaire qui correspondent à y = — et à y = x dans le système 
linéaire. 

20. Considérez le systéme autonome 
dxldt=x, ауіш--2у-х. 


a) Montrez que le point critique (0, 0) est un point de selle. 


b) Esquissez les trajectoires du systéme linéaire correspondant et montrez que la trajectoire pour 
laquelle x — 0 et y — 0 lorsque t — ee est donnée par x = 0. 

c) Déterminez les trajectoires du système non linéaire pour x + 0 en intégrant l'équation dy/dx. 
Montrez que la trajectoire correspondant à x — 0 dans le systéme linéaire demeure inchangée, 
mais que celle correspondant à y = 0 devient y = x?/5. Esquissez quelques trajectoires du sys- 
téme non linéaire. 

© 21. L'équation du mouvement d'un pendule non amorti est d^0/dt? + 0° sin = 0, où co? = g/L. Posez 
х= 0 et y = dO/dt pour obtenir le système d'équations 


dxldt — y, dyldt  — c? sinx. 


a) Montrez que les points critiques sont (+лл, 0), où n = 0, 1, 2,..., et que le système est locale- 
ment linéaire au voisinage de chaque point critique. 

b) Montrez que le point critique (0, 0) est un centre (stable) du systéme linéaire correspon- 
dant. En vous appuyant sur le théoréme 5.11.2, que pouvez-vous dire au sujet du systéme non 
linéaire ? La situation est similaire aux points critiques (+2nx, 0), où n = 1, 2, 3,... Quelle est 
l'interprétation physique de ces points critiques ? 

с) Montrez que le point critique (л, 0) est un point de selle (instable) du système linéaire corres- 
pondant. Quelle conclusion pouvez-vous tirer au sujet du systéme non linéaire? La situation 
est similaire aux points critiques (+(2n — 1)л, 0) , où n = 1, 2, 3,... Quelle est l'interprétation 
physique de ces points critiques ? 

d) Choisissez une valeur de & et tracez quelques trajectoires du système non linéaire au voisi- 
nage de l'origine. Pouvez-vous maintenant tirer d'autres conclusions au sujet de la nature du 
point critique (0, 0) du systéme non linéaire? 

e) En utilisant la valeur de œ? choisie à la partie d), tracez un portrait de phase du pendule. 
Comparez votre portrait avec la figure 5.11.8 tracée pour un pendule amorti. 

22. a) En résolvant l'équation dy/dx, montrez que l'équation des trajectoires du pendule non amorti 
du probléme 21 peut s'écrire ainsi: 


5» +®%(1-созх)=с, (1) 


ой c est une constante d'intégration. 


b) Multipliez l'équation (i) par mL?. Exprimez ensuite le résultat en fonction de 0 pour obtenir 


2 

Lap (4%) +те1(1— соб) = E, (ii) 

2 dt 
où E 2 mL?c. 

с) Montrez que le premier terme de l'équation (ii) est l'énergie cinétique du pendule et que le 
second terme est l'énergie potentielle due à la gravité. Par conséquent, l'énergie totale E du 
pendule est constante le long de n'importe quelle trajectoire et sa valeur est déterminée par les 
conditions initiales. » 
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» 


© 23. 


© 24. 


© 25. 


26. 


27. 


Le mouvement d’un certain pendule non amorti est décrit par les équations 
dx/dt = y, dyldt = —4sin x. 
Si le pendule est mis en mouvement avec un écart angulaire А et une vitesse initiale nulle, les 
conditions initiales sont x(0) = А et y(0) = 0. 
a) Posez А = 0,25 et tracez le graphique de x en fonction de 1. D’après le graphique, estimez 
l'amplitude R et la période Т du mouvement résultant du pendule. 
b) Refaites la partie a) pour A = 0,5; 1,0; 1,5 et 2,0. 
с) En quoi l'amplitude et la période du mouvement du pendule dépendent-elles de la position 


initiale A ? Tracez un graphique pour illustrer chacune de ces relations. Pouvez-vous dire quoi 
que ce soit au sujet de la valeur limite de la période lorsque A — 0? 


d) Posez A = 4 et tracez le graphique de x en fonction de т. Expliquez la raison pour laquelle ce 
graphique est différent de ceux tracés dans les parties a) et b). Pour quelle valeur de A la tran- 
sition a-t-elle lieu? 


Considérez de nouveau les équations du pendule (voir le probléme 23) 


dxldt = y, dyldt = —4sinx. 


Sile pendule est mis en mouvement à partir de sa position d'équilibre inférieure avec une vitesse 

angulaire v, les conditions initiales sont x(0) = 0 et y(0) = v. 

а) Tracez le graphique de x en fonction de t pour v = 2 et pour v = 5. Expliquez les différents 
mouvements du pendule que ces deux graphiques représentent. 

b) П existe une valeur critique de у, notée у, telle qu'un type de mouvement se produit quand 
у < v, et qu'un autre type se produit quand v > >. Estimez la valeur de v.. 


Ce probléme étend le probléme 24 à un pendule amorti. Les équations du mouvement sont 
dxldt = y, dyldt = —Asinx — yy, 
où y est le coefficient d'amortissement, sous les conditions initiales x(0) = 0 et y(0) = v. 


а) Pour y = 1/4, tracez le graphique de x en fonction de т quand v = 2 et quand v = 5. Expliquez 
ces graphiques par rapport aux mouvements du pendule qu'ils représentent. Expliquez aussi la 
facon dont ils sont liés aux graphiques correspondants du probléme 24 a). 


b) Estimez la valeur critique v, de la vitesse initiale oü la transition d'un type de mouvement à 
l'autre se produit. 


c) Refaites la partie b) pour d'autres valeurs de y et déterminez la Ғасоп dont v, dépend de y. 
Le théoréme 5.11.2 ne fournit aucun renseignement au sujet de la stabilité d'un point critique d'un 


systéme localement linéaire si ce point est un centre du systéme linéaire correspondant. Le fait 
que ce soit effectivement le cas est illustré par les systémes 


dxldt = y+ x(x? + y?), dyldt = -х+ у(х? + y?) (1) 
et 
dxldt = у= x(x? + y?), dyldt x — y(x’ + y?). (1) 
a) Montrez que le point (0, 0) est un point critique de chaque systéme et qu'il est, de plus, un 
centre du systéme linéaire correspondant. 


b) Montrez que chaque systéme est localement linéaire. 


с) Posez 7° = x? + у? et remarquez que x dx/dt + ydyldt = т dr/dt. Pour le système (ii), montrez 
que dr/dt < О et que r — О lorsque t — о; par conséquent, le point critique est asymptotique- 
ment stable. Pour le systéme (1), montrez que la solution au probléme de valeur initiale de ғ 
quand r = г à t = 0 devient non bornée lorsque t — 1/2 rè et que, par conséquent, le point cri- 
tique est instable. 


Dans ce probléme, on montre que de petits changements dans les coefficients d'un systéme 
d'équations linéaires peuvent influer sur un point critique qui est un centre. Considérez le systéme 


‚(01 
х = X. 
-1 0 
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Montrez que les valeurs propres sont +i, de sorte que (0, 0) est un centre. Considérez maintenant 


le systéme 
: € 1 
х! = X, 
-1 € 


où |ғ| est arbitrairement petit. Montrez que les valeurs propres sont ғ + i. Par conséquent, peu 
importe à quel point | €| + 0 est petit, le centre devient un point spirale. Si €< 0, le point spirale est 
asymptotiquement stable; si є > 0, le point spirale est instable. 


28. Dans ce probléme, on montre que de petits changements dans les coefficients d'un systéme 
d'équations linéaires peuvent influer sur la nature d'un point critique quand les valeurs propres 
sont égales. Considérez le systéme 

, (7-4 1 
= X 
0 -1 


Montrez que les valeurs propres sont r, = —1 et r, = —1, de sorte que le point critique (0, 0) est un 
nceud asymptotiquement stable. Considérez maintenant le systéme 


Р к |] 
X = X 
-e€ -1 


où | £| est arbitrairement petit. Montrez que si £> 0, les valeurs propres sont —1 + i VE , de sorte que 
le nœud asymptotiquement stable devient un point spirale asymptotiquement stable. Si ғ < 0, les 


racines sont –1 |J |e] et le point critique demeure un nœud asymptotiquement stable. 
© 29. Dans ce problème, on développe une formule pour la période naturelle d'un pendule non linéaire 


non amorti. Le mouvement du pendule (de longueur L) est décrit par l'équation 


2 
mL? n = —mgLsin0. (1) 


Supposez que Іа masse du pendule est tirée de façon à former un angle positif œ, puis qu'elle est 


reláchée avec une vitesse initiale nulle. 


a) On considère généralement Ө et 20/41 comme des fonctions de т. Cependant, si on inverse 
les rôles de t et de Ө, on peut considérer t comme une fonction de 0 et, par conséquent, on 
peut aussi considérer 20/41 comme une fonction de Ө. Alors, développez la série d'équations 


suivante : 
2 
lag ES Hm =-mgL sing 
2 d0|* dt 


1 (,d0Y 
—т| L— | -mgL Ө – cosa), 
| 18) mgL(cos0 — cosa) 


L аө 
dt . 
2g 4cos0 — cose 


Pourquoi a-t-on choisi la racine carrée négative dans la dernière équation ? 


b) Si T est la période naturelle d'oscillation, développez la formule 


T_ JL f d0 
4 28 Ja ЧУсо50-сово 
с) En utilisant les identités cos Ө = 1— 2sin?(0/2) et созо = 1— 2sin°(æ/2), et еп remplaçant la 
variable sin(0/2) = Кѕіпф par k = 511(0/2), montrez que 


л/2 
ra f 
8 Jo (1-Е?віп?ф 
Cette intégrale est appelée l'intégrale elliptique de première espèce. Remarquez que la 
période dépend du rapport L/g et aussi du déplacement initial œ à cause de К = sin(æ/2). » 
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> d) En évaluant l'intégrale de l'expression qui représente T, calculez des valeurs de T que vous 
pouvez comparer avec les estimations graphiques obtenues au probléme 23. 
30. L'équation de Liénard" est une généralisation de l'équation du pendule amorti discutée dans le 
texte, ou d'un systéme masse-ressort amorti : 


d?x 


dt? 


+ c(x) dx +g(x)=0. 
dt 


Si c(x) est une constante et g(x) = kx, cette équation a la méme forme que l'équation linéaire du 

pendule (remplacez sin 0 par 0 dans l'équation (1) du probléme 29); par ailleurs, la force d'amor- 

tissement с(х) dx/dt et la force de rétablissement g(x) sont non linéaires. Supposez que c est déri- 

vable et que sa dérivée est continue, que g est dérivable deux fois et que sa dérivée est continue 

et que g(0) = 0. 

a) Écrivez l'équation de Liénard sous la forme d'un systéme de deux équations du premier ordre 
en introduisant la variable y = dx/dt. 


b) Montrez que (0, 0) est un point critique et que le système est localement linéaire au voisinage 
de (0, 0). 

с) Montrez que si c(0) > 0 et g'(0) > 0, le point critique est asymptotiquement stable et que si 
c(0) « 0 ou g'(0) « 0, le point critique est instable. 
Suggestion: Utilisez les séries de Taylor pour faire une approximation de c et de g au voisi- 
nage de x = 0. 
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CHAPITRE 5 


Les transformées 
de Laplace 


lusieurs applications en ingénierie impliquent des systèmes électriques ou mécaniques 

régis par des fonctions discontinues ou des fonctions impulsion. Pour résoudre ces 

problèmes, les méthodes décrites au chapitre 3 sont souvent inefficaces. Cependant, 
il existe une approche basée sur la transformée de Laplace particulièrement appropriée pour 
des problèmes d'ordre plus général. Dans ce chapitre, nous décrirons cette méthode impor- 
tante en mettant l'accent sur des problémes typiques qu'on trouve dans les applications 
en ingénierie. 


6.1 | Définition de la transformée de Laplace 


Les intégrales impropres Puisque la transformée de Laplace est une intégrale entre zéro 
et l'infini, une connaissance des intégrales impropres de ce type est nécessaire si on veut com- 
prendre le développement ultérieur des propriétés de la transformée. On offre ici une bréve révi- 
sion des intégrales impropres de ce type. Si les intégrales impropres vous sont déjà familières, 
vous pouvez omettre cette révision. Par contre, si vous ne connaissez pas ces intégrales, vous 
devriez probablement consulter un manuel de calcul différentiel et intégral, oü vous trouverez 
beaucoup plus de détails et d'exemples. 

Tout d'abord, une intégrale dans un intervalle non borné est appelée intégrale impropre et 
est définie comme une limite d'intégrales dans des intervalles finis. Ainsi, 


/ ШІН / f да, (1) 


où А est un nombre réel positif. Si l'intégrale de a à A existe pour tout A > a et si la limite existe 
lorsque A — ee, l'intégrale impropre est convergente vers cette limite. Sinon, l'intégrale est 
divergente et n'existe pas. Les exemples suivants illustrent ces deux possibilités. 


Considérez f (f) = е“, t 2 0, où c est une constante non nulle. Alors, 


со А еч 
e*dt = lim e* dt = lim — 
0 Ace 0 Ae С 


= lim te“ -1). 
Ae С 


A 


0 


П s'ensuit que l'intégrale impropre converge si c < 0 et diverge si c > 0. Lorsque c = 0, l'intégrande f (t) 
est la fonction constante de valeur 1 et l'intégrale diverge également. 
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| Exemple2 | Considérez f(t) = 1/7, t > 1. Alors, 


A А->о 


1 
Puisque lim Іп A — ee, l'intégrale impropre diverge. 
Ac 


оо А 
й = lim / a. lim In A. 
t 1 t 


ETIN Considérez f(t) = t?, t 2 1 où p est une constante et p + 1 (le cas p = 1 a été traité dans l'exemple 2). 


Alors, 
E A 1 
/ t”dt= lim / t? dt - lim (А? – 1). 
1 A—c 1 Ac ]— р 


Lorsque À — œ, АР — 0 si p > 1, AU? — œ si p < 1. Ainsi, f t Pdt converge pour p > 1, mais (en 
1 
ajoutant le résultat de l'exemple 2) elle diverge pour p < 1. Ces résultats sont analogues à ceux qui 


concernent la convergence de la série infinie у”. 


п=1 


со 


Avant de discuter l'existence de f f(t)dt, on doit définir certains termes. Une fonction 
a 
f est continue par morceaux dans l'intervalle o < t € p si l'intervalle peut être partitionné à 


l'aide d'un nombre fini de points x f, < t, < -++ < t, = D. de sorte que 


1. fest continue dans chaque sous-intervalle ouvert f, , < t< t; 
2. f admet une limite finie lorsque f tend vers les extrémités de chaque sous-intervalle par 
l'intérieur du sous-intervalle. 


Autrement dit, f est continue par morceaux dans a < t € f si elle y est continue, sauf en un 
nombre fini de discontinuités de type saut. Si f est continue par morceaux dans 0 € t € В pour 
tout В > а, alors f est considérée comme une fonction continue par morceaux pour t > о. La 
figure 6.1.1 illustre un exemple de fonction continue par morceaux. 


| Figure 6.1.1 | Fonction continue par morceaux y = f(t). 


L'intégrale d'une fonction continue par morceaux dans un intervalle fini est simplement la 
somme des intégrales dans les sous-intervalles créés par les points de partition. Par exemple, 
pour la fonction f(f) illustrée dans la figure 6.1.1, on a 


В f t2 
f уда = / f(Ddt + / f(Ddt + I í уа. (2) 


Pour la fonction illustrée dans la figure 6.1.1, on lui a assigné des valeurs aux points cet f, ainsi 
qu'aux points de partition f, et tj. Cependant, en ce qui concerne les intégrales de l'équation (2), 
il importe peu de savoir si f(t) est défini en ces points ou de connaitre les valeurs assignées à f(f) 
en ces points. Les valeurs des intégrales de l'équation (2) restent les mémes. 
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Par conséquent, si f est une fonction continue par morceaux dans l'intervalle a < t < A, alors 
A 
f(t)dt existe. Ainsi, si f est continue par morceaux pour t > a, alors f(t)dt existe pour 
a a 
tout А > a. Cependant, la continuité par morceaux n'assure pas la convergence d'une intégrale 


impropre f f(t)dt, comme on a pu le voir dans les exemples précédents. 


a 
Si on ne peut pas facilement obtenir une primitive de fen termes de fonctions élémentaires, 


со 


la définition de convergence de f(t)dt peut être difficile à appliquer. Pour établir la conver- 
a 
gence ou la divergence d'une intégrale impropre, on utilise souvent le théoréme de comparaison 


suivant, qui est analogue à un théoréme classique concernant la convergence des séries infinies. 


Théoréme 6.1.1 


Si f est continue par morceaux pour t > a, si |f(t)| € g(t) lorsque t > M, où M est une 


oo 


constante positive, et si / g(t)dt converge, alors I f(t)dt converge également. De plus, 
M 
si f(t) 2 g(t) 2 О pour t 2 M et si ji 


M 


g(t)dt diverge, alors f f(t)dt diverge aussi. 


La preuve de ce résultat sera omise ici. On peut se convaincre de sa validité en comparant 
l'aire des régions représentées par / g(t)dt et / |f] dt. À des fins de comparaison, les 
M M 


fonctions usuelles sont e“ et t”, déjà utilisées dans les exemples 1, 2 et 3. 


Les transformées intégrales Les transformées intégrales font partie des outils fort utiles 
pour la résolution des équations différentielles linéaires. Une transformée intégrale est une 
relation de la forme 


B 
Е(5) = / K(s,t)f(t)dt, (3) 


ой K(s, f) est une fonction donnée appelée noyau de la transformation et où les bornes d'intégra- 
tion aet В sont spécifiées. On peut avoir œ= —c ou 8 = со ou les deux. La relation (3) permet de 
transformer la fonction f en une autre fonction F, appelée la «transformée de f». 

Plusieurs transformées intégrales sont utiles en mathématiques appliquées, mais ce cha- 
pitre considérera seulement la transformée de Laplace!, qu'on définit de la façon suivante. Posez 
К? pour t > 0 et supposez que f satisfait à certaines conditions qui seront précisées un peu plus 
tard. Dans се cas, la transformée de Laplace de f, qu'on note Z(f(t)) ou F(s), est définie par 
l'équation 


eu ro f е" Рат, (4) 


st 


quand cette intégrale impropre converge. La transformée de Laplace se sert du noyau K (s,1) = e". 
Puisque les solutions aux équations différentielles linéaires à coefficients constants sont basées 
sur la fonction exponentielle, la transformée de Laplace est particulièrement utile pour résoudre 
de telles équations. Voici l’idée générale derrière l’utilisation de la transformée de Laplace pour 
résoudre une équation différentielle : 


1. On utilise la relation (4) pour transformer un problème de valeur initiale concernant 
une fonction inconnue f dans le domaine des t еп un probléme plus simple (en fait, un 
probléme algébrique) concernant F dans le domaine des s. 


1. La transformée de Laplace porte le nom de l'éminent mathématicien francais Pierre Simon de Laplace, qui a étudié 
la relation (2) en 1782. Cependant, les techniques décrites dans ce chapitre ont été élaborées il y a seulement un 
siécle. Elles sont principalement le fruit des travaux d'Oliver Heaviside (1850-1925), un ingénieur anglais innovateur 
qui a largement contribué à la conception et à l'application de la théorie de l'électromagnétisme. 
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2. On résout ce probléme algébrique pour déterminer Ё. 
3. On récupère la fonction recherchée f à partir de sa transformée F. Cette dernière étape 
est appelée la «transformée inverse ». 

En général, le paramétre s peut étre une variable complexe, et la pleine puissance de la 
transformée de Laplace devient disponible seulement si on considére F(s) comme une fonction 
d'une variable complexe. Cependant, pour les problémes étudiés ici, il est suffisant de considé- 
rer uniquement des valeurs réelles de s. La transformée de Laplace F d'une fonction f existe 
si f satisfait à certaines conditions, comme celles précisées dans le théorème suivant. 


Théorème 6.1.2 


Supposez 
1. que f est continue par morceaux dans l'intervalle 0 € t € A pour tout A positif ; 
2. qu'il existe des constantes K, a et M (К et M étant positives) telles que | (| € Ке“ 
pour т> M. 


Alors, la transformée de Laplace 21/())) = F(s) définie par l'équation (4) existe pour s > a. 


Afin de démontrer ce théorème, il faut montrer que l'intégrale dans l'équation (4) converge 
pour s > a. En séparant l'intégrale impropre en deux parties, on a 


f e" füdr- / "e fd / БКО? (5) 
0 0 м 


La première intégrale du second membre de l'équation (5) existe selon l'hypothése (1) du théo- 
réme. Ainsi, l'existence de F(s) dépend de la convergence de la deuxiéme intégrale. Selon l'hy- 
pothése (2), on a, pour t 2 M, 


le" f(t)| < Кее“ — Ke- 


et, par conséquent, d’après le théorème 6.1.1, F(s) existe si e^ 41 converge. En se repor- 
M 
tant à l'exemple 1, oü on substitue a — s à c, on voit que la derniére intégrale converge lorsque 


à — s < 0, ce qui permet de démontrer le théorème 6.1.2. 


À moins d'avis contraire, on considérera que les fonctions abordées dans ce chapitre satis- 
font aux conditions du théoréme 6.1.2. De telles fonctions sont décrites comme étant continues 
par morceaux et elles sont d'ordre exponentiel lorsque t — ce. Les transformées de Laplace de 
certaines fonctions élémentaires importantes sont données dans les exemples suivants. 


Exemple 4 Considérez f(t) = 1 lorsque t > 0. Alors, 
Е —st 1 
£e e "dt--, s» 0. 
0 


5 


| Ехетріе5 | Considérez f(t) = е“ lorsque 1 > 0. Alors, 


0 0 


----, sd. 
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Exemple 6 Posez 


1, 0<І<І, 
Р) = < К, ts 
0, t»1, 


où k est une constante. Dans des contextes d'ingénierie, f(t) représente souvent une impulsion unité, 
peut-étre associée à une force ou à une tension. 
Notez que f est une fonction continue par morceaux. Dans ce cas, 


ix 1 -st |! 
Lf} = f e" f(t)dt = f вра 
0 0 S б 


Remarquez que 21/(/)) ne dépend pas de k, la valeur de la fonction au point de discontinuité. Même 
si f(t) n'est pas définie en ce point, la transformée de Laplace de f reste la même. Par conséquent, de 
nombreuses fonctions, qui se distinguent seulement par leur valeur en un point unique, admettent la 
méme transformée de Laplace. 


асе : s>0. 
5 


Exemple 7 Considérez f (f) = sin at lorsque t > 0. Alors, 
L{sin аД-нә- f e" sin at dt, s>0. 
0 


Puisque 


A 
F(s)= lim f e “sin at dt, 
Ac 0 


s f^ 
—— -f е“ cos at dt 
o 4.0 


1 sf^. 
ш--- e * cos at dt. 
a ago 


Une deuxiéme intégration par parties méne à 


MEAE ығ” 
Е(5) = ——-— е“ sin at dt 
a a 0 
2 


1 s 
----- Е(5). 
а а 


en intégrant par parties, on obtient 


Ainsi, en résolvant pour déterminer F(s), on a 


a 
F(s)2 ———, 5>0. 
(s) s +а? 


Maintenant, on suppose que f, et f, sont deux fonctions dont les transformées de Laplace 
existent respectivement pour s > a, et s > a,. Si s est supérieur au maximum entre а, et a,, on a 


Herrar oe f e [c f (0 c, f, (0 ] di 


= с f «onse f «non 
0 0 


Par conséquent, 
Lich ЕВ c, fO} E cC fO) + С, L{ RO. (6) 


L'équation (6) indique que la transformée de Laplace est un opérateur linéaire. On utilisera 
fréquemment cette propriété ultérieurement. On peut facilement étendre la somme de l'équa- 
tion (6) à un nombre arbitraire de termes. 
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Exemple 8 


Trouvez la transformée de Laplace de f(t) = 5e ?' -3sin 4t, т> 0. 
En utilisant l'équation (6), on écrit 
LIFA} = 5£(e ?' ) - AC(sin At). 
Ensuite, à partir des exemples 5 et 7, on obtient 
12 


5 
AUS. c e s >0. 


Problèmes 


ш Dans les problèmes 1 à 4, tracez le graphe de la fonction. Dans chaque cas, déterminez si f est continue, 
continue par morceaux ou ni l'un ni l'autre dans l'intervalle 0 < / < 3. 


gs 0<г<1 г, 05151 
1. f(n241245, 1<1<2 2. f(0-40-1D, 1<1<2 
6-і, 2<1<3 1, 2<1<3 
г, 0<1<1 t, 0<г<1 
3. f() 241, 1<1<2 4. f() 243-1, 1<1<2 
3-t, 2<1<3 1, 2<1<3 


5. Trouvez la transformée de Laplace de chacune des fonctions qui suivent. 


a) f()-t 
b) f) à 


с) f(t) = t", où n est un entier positif 
6. Trouvez la transformée de Laplace de f(t) = cos at, où а est une constante. 


ш Rappelez-vous que cosh bt = (е?! + e ?')/2 et que sinh bt = (e^' — е?)/2. Dans les problèmes 7 à 10, 
trouvez la transformée de Laplace de la fonction, oü a et b sont des constantes. 


7. f(t) = cosh bt 8. f(t)- sinh bt 
9. f(t) = e“ cosh bt 10. f(A = e“ sinh bt 


E Dans les problèmes 11 à 14, rappelez-vous que cos bt = (e/^' + e ?"')/2 et que sin bt = (e/^' — e ?"')/2j. 
Trouvez la transformée de Laplace de la fonction, oü a et b sont des constantes. 


П. f( = sin bt 12. f( = cos bt 
13. f(t) = e” sin bt 14. f(t)- еч! cos bt 


ш Dans les problèmes 15 à 20, en intégrant par parties, trouvez la transformée de Laplace de la fonction, 
ой п est un entier positif et a est une constante. 


15. f(t)- te” 16. f(n-tsinat 17. f( = t cosh at 
18. fA = t'e” 19. f(t) = 12 sin at 20. f(t) = 12 sinh at 
ш Dans les problèmes 21 à 24, trouvez la transformée de Laplace de la fonction. 
5i folo 0</<л 3x folo 0<і<І 
0, л<1і<» 0, 15<1<о 
t, 0<і<І 
23. fo-t adn 24. f(n242-1, 1<г<2 
1, 15<1<о 
0, 2<1<с 


ш Dans les problèmes 25 à 28, déterminez si l'intégrale converge ou diverge. 


25. f (2+1) ‘dt 26. f еа 
0 0 


27. 


29. 


30. 


31. 
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f ea 28. f e ‘cost dt 
1 0 


Supposez que f et f” sont continues pour t > 0 et d'ordre exponentiel lorsque t — о. En intégrant 

par parties, montrez que si F(s) = C (f (0), alors lim F(s) = 0. Le résultat demeure vrai dans des 
5-Э 

conditions moins strictes comme celles du théoréme 6.1.2. 


La fonction gamma La fonction gamma est notée I (p) et est définie par l'intégrale 


Г(р+1)= Језа. (1) 
0 


L'intégrale converge lorsque x — «e, quel que soit р. Pour р < 0, elle est aussi impropre, саг l'inté- 
grande devient non bornée lorsque x — 0. Cependant, on peut démontrer que l'intégrale converge 
en x= 0 pour p > -1. 


a) Montrez que pour p > 0, 
Г(р+ 1) = pl (p). 
b) Montrez que Г(1) = 1. 
с) Sip est un entier positif, par exemple p = n, montrez que 
I(n41)2n!. 


Puisque I (p) est aussi définie lorsque p n'est pas un entier, cette fonction étend la notion de 
factorielle à des valeurs non entières. Il faut aussi noter la cohérence de la définition 0! = 1. 


d) Montrez que pour p > 0, 
р(р+ V(p*2)--(ptn-1)-I(p-nyItp). 
Ainsi, on peut déterminer I (p) pour toute valeur positive de p si I' (p) est connue dans un seul 
intervalle de longueur 1, par exemple 0 <р < 1. Il est possible de montrer que 2) = Jm. 


Trouvez r(3) et T 4) 
2 2 


Considérez la transformée de Laplace de г, où p > — 1. 


a) En vous reportant au probléme 30, montrez que 


Lfe} = f e “t'dt= +f e™x’”dx 
=Г(р+1)/5”"!, s>0. 
b) Dans la partie a), considérez que p est un entier positif, par exemple p = n. Montrez que 
E (t^) 2 nVs"*!, s» 0. 


с) Montrez que 


Ainsi, 


d) Montrez que 
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6.2 La solution aux problèmes de valeur 
initiale 

Dans cette section, nous verrons comment utiliser la transformée de Laplace pour résoudre 

des problémes de valeur initiale impliquant des équations différentielles linéaires à coefficients 

constants. Ici, l'utilité de la transformée de Laplace repose principalement sur le fait que la 


transformée de f" est reliée de facon simple à la transformée de f. Cette relation est exprimée 
dans le théoréme suivant. 


Théoréme 6.2.1 


Supposez que fest continue et que f’ est continue par morceaux dans un intervalle 0 € г< A. 
Supposez aussi qu'il existe des constantes К, a et M telles que |f (01 € Ке“ pour t 2 M. 
Alors, £(f'(f)) existe pour s > a et 


САРО) = scU O} -f O). (1) 


Afin de prouver ce théoréme, on considére l'intégrale 


A 
f e” f'(t)dt. 
0 


Si la limite existe lorsque A — оо, alors cette limite est la transformée de Laplace de f’. Pour 
calculer cette limite, on doit d'abord écrire l'intégrale sous la forme appropriée. Si f” admet 
des discontinuités dans l'intervalle 0 € т € A, on les note Т, f,,..., t, On peut donc écrire cette 
intégrale sous la forme 


A f ГА А 
f стой f e" roa | e rode f е“ f'(t)dt. 
0 0 ti tn 


En intégrant par parties chaque terme du second membre, on obtient 


A ti t2 
f e" fdt =e fO] te? fi) exe ON 


ef eras [eae ena 
0 ^ Е 


Puisque f est continue, les contributions des termes еп 1, 1,,..., t, s'annulent. De plus, on peut 
combiner les intégrales dans le membre de droite en une seule intégrale, de facon à obtenir 


/ "e" Раг e f(A)- Р) +з / "Са. Q) 
0 0 


Maintenant, on pose A — œ dans l'équation (2). L'intégrale dans le membre de droite 
de cette équation s'approche de £{f(t)}. De plus, lorsque A > M, on a | f(A)| € Ке“; ainsi, 
le ^f(A)| € Ke * ^^, Par conséquent, e ^ f(A) — 0 lorsque A — œ pour s > a. Donc, le 
membre de droite de l'équation (2) admet la limite sZ(f(1)) — f(0). Dans ce cas, le membre de 
gauche de l'équation (2) admet aussi une limite et, comme on l'indique ci-dessus, cette limite 
est £{f”(r)}. Par conséquent, quand s > a, on conclut que 


LIFO} = sf- f(0), 


ce qui prouve le théorème. 
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Si f' et f" satisfont aux mémes conditions que celles imposées respectivement à f et à f" 
dans le théoréme 6.2.1, alors il s'ensuit que la transformée de Laplace de f" existe aussi quand 
s > a et qu'elle est donnée par 


LFO = sF O- fO) 
= s[s£Cf()] - fO- F0) 
=з CU Q)) - sf(0) - 7700). (3) 
En effet, si la fonction fet ses dérivées satisfont aux conditions appropriées, une expression pour 


la transformée de la n-ième dérivée f ? est obtenue en appliquant récursivement le théorème. Le 
résultat est donné dans le corollaire suivant. 


Corollaire 6.2.2 


Supposez que les fonctions f, f^,..., f” sont continues et que f ™ est continue par mor- 
ceaux dans tout intervalle 0 < т < A. Supposez aussi qu'il existe des constantes K, a et M 
telles que |AD| € Ке“, |F O| € Ke*',..., [FD € Ke" pour t > M. Alors, C (f (0) } existe 
pour s > a et est donnée par 


£f") = s"ECGf) — a - £70). @ 


On aborde maintenant la Ғасоп d'utiliser la transformée de Laplace pour résoudre des pro- 
blémes de valeur initiale. Sa puissance est encore plus évidente quand les problémes com- 
prennent des équations différentielles non homogénes, comme nous le verrons dans des sections 
ultérieures de ce chapitre. Nous commengons toutefois par analyser des équations homogénes 
qui sont un peu plus simples. 


Considérez l'équation différentielle 
У-у-2)-9 (5) 
avec les conditions initiales 
x0-1,  y(0-0. (6) 


Ce probléme est facilement résolu avec les méthodes de la section 3.1. L'équation caractéristique 
est 


rP-r-2z(r-2)r*1)20 
et, par conséquent, la solution générale à l'équation (5) est 


у= се + ce. (7) 


Pour satisfaire aux conditions initiales (6), on doit avoir c, + с, = 1 et —c, + 2с, = 0. Ainsi, c, = 3 et 

1 : А -— 
с = 3 Donc, la solution au problème de valeur initiale (5) et (6) est 

2 lo 
у=ф(0) = =е'+-е“. (8) 
3 3 

Maintenant, on résout le méme probléme en utilisant la transformée de Laplace. Pour ce faire, on 
doit supposer que le probléme admet une solution у = ф(0) qui, de méme que ses deux premières déri- 
vées, satisfait aux conditions du corollaire 6.2.2. En appliquant la transformée de Laplace à l'équation 
différentielle (5), on obtient 


LD} - £0/) - 2L{y} - 0, (9) 


oü la linéarité de la transformée permet d'écrire la transformée d'une somme comme la somme des 
transformées respectives de chaque terme. » 
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P Si on utilise le corollaire pour exprimer С (y") et Гу? en termes de £y), l'équation (9) devient 


s?£Cty) — sy(0) – у (0) – [sL{y}- »(0] - 2£ (y) 20 


ou 
(° -= s -= 2)Y(s) + (1 – s)y(0) – y (0) =0, (10) 


où Y(s) = С {у}. En substituant les valeurs de y(0) et de y'(0) dans l'équation (10) conformément aux 
conditions initiales (6), puis еп résolvant pour déterminer Y (s), on a 
Үйде Ка Е 5-1 | 
52—5-2 (s—-2)(s+1) 
Ainsi, оп a obtenu la transformée de Laplace Y(s) de la solution y = (2) au problème de valeur initiale. 
Pour déterminer la fonction ф, on doit trouver la fonction dont la transformée de Laplace est Y(s), telle 
qu'elle est donnée par l'équation (11). 
On trouve facilement cette fonction en développant le second membre de l'équation (11) en frac- 
tions partielles. Ainsi, 


(11) 


5—1 а b  a(stl)*b(s-2) 


Ү(5) = z + - 
(s-2)s-1) 5-2 5+1 (s—2)(s +1) 


(12) 
où il faut déterminer les coefficients a et b. En égalisant les numérateurs des second et quatrième 
membres de l'équation (12), on obtient 
s—1=as+1)+b(s-2), 
: e : : 21. Я 1 
et cette équation doit être valide quel que soit s. En particulier, en posant s = 2, on obtient a = - De la 


А T 2 57 2 
méme manière, en posant s = –1, on trouve b = 7 On a ainsi 


1/3 2/3 
+ — 


Y(s)- А 
(9) 5-2 5+1 


(13) 


1 1 
Finalement, à partir du résultat de l'exemple 5 de Ја section 6.1, la transformée de а" еѕі 36 - 2371 et 
2 2 
celle de 367 est 39 +1)! Comme la transformée de Laplace est linéaire, la transformée de 


l 35.2 
pog еее 


est l'expression (13) et, par conséquent, la solution au probléme de valeur initiale (5), (6). Bien sûr, il 
s'agit de la même solution que celle qu'on a obtenue plus tôt. 


On peut appliquer la méme démarche à la forme générale de l'équation linéaire du 
deuxiéme ordre à coefficients constants 


ay" + by + cy = fÀ. (14) 
En supposant que la solution y = ó(t) satisfait aux conditions du corollaire 6.2.2 pour n = 2, on 
peut prendre la transformée de l'équation (14) et obtenir ainsi 
a[s?Y(s) — sy(0) — y' (0)]  b[sY(Gs) — у(0)] + cY(s) = F(s), (15) 
où F(s) est la transformée de f (f). En résolvant l'équation (15) pour Y(s), on trouve 
(аз + b)y(0)*ay'(0)  — Fs) 


Y(s)- | 
as? +bs+c as? +bs+c 


(16) 


Le probléme est ensuite résolu à condition qu'on puisse trouver la fonction y = ф (0) dont la 
transformée est Ү(5). 

Méme à cette étape de notre étude, on peut souligner certaines caractéristiques de la méthode 
des transformées. Premièrement, on trouve la transformée Y(s) de la fonction inconnue y = ф(0 
en résolvant une équation algébrique plutót qu'une équation différentielle, soit l'équation (10) 
plutót que l'équation (5), ou en général l'équation (15) plutót que l'équation (14). C'est ce qui 
explique l'utilité des transformées de Laplace pour résoudre des équations linéaires à coefficients 
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constants ou des équations linéaires différentielles ordinaires — cette équation différentielle est 
réduite à une équation algébrique. Deuxiémement, la solution satisfaisant aux conditions ini- 
tiales données est entiérement déterminée en ce sens qu'on n'a pas à rechercher les valeurs 
appropriées des constantes arbitraires dans la solution générale. De plus, comme on l'a vu dans 
l'équation (15), les équations non homogènes sont traitées exactement de la méme manière que 
les équations homogénes. Il n'est pas nécessaire de résoudre d'abord l'équation homogéne cor- 
respondante. Finalement, on peut appliquer la méthode de la méme manière avec des équations 
d'ordre plus élevé en supposant que la solution satisfait aux conditions du corollaire. 

Il faut noter que le polynôme as? + bs + c au dénominateur du second membre de l'équa- 
tion (16) est précisément le polynóme caractéristique associé à l'équation (14). Comme on doit 
factoriser ce polynôme pour développer Y(s) en fractions partielles dans la recherche de (4), 
l'utilisation des transformées de Laplace exige encore de trouver les racines de l'équation carac- 
téristique. Pour les équations d'ordre supérieur à deux, cela peut s'avérer difficile, particuliére- 
ment si les racines sont irrationnelles ou complexes. 

La principale difficulté associée à la résolution des problémes de valeur initiale avec la 
méthode des transformées consiste à déterminer la fonction y = (2) correspondant à la trans- 
formée Y(s). C'est ce qu'on appelle le probléme d'inversion de la transformée de Laplace ; 
$ (t) est appelée la transformée inverse de Y(s), et la démarche pour trouver @(#) à partir de 
Y(s) est appelée l'inversion de la transformée. On utilise aussi la notation С '(Y(s)) pour 
représenter la transformée inverse de Y(s). Il existe une formule générale pour la transformée 
de Laplace inverse, mais son utilisation nécessite une connaissance de la théorie des fonc- 
tions d'une variable complexe. Par conséquent, ce sujet ne sera pas abordé dans ce manuel. 
Toutefois, on peut encore développer de nombreuses propriétés importantes de la transformée 
de Laplace et résoudre plusieurs problémes intéressants sans utiliser les variables complexes. 

Pour résoudre le probléme de valeur initiale (5), (6), on ne s'est pas demandé si d'autres 
fonctions admettent également comme transformée l'expression (13), hormis celle qui est don- 
née dans l'équation (8). D'aprés le théoréme 3.3.1, on sait que le probléme de valeur initiale 
n'admet aucune autre solution. On sait aussi que la solution unique (8) au probléme de valeur 
initiale est continue. En accord avec ce fait, on peut montrer que si f et g sont des fonctions 
continues admettant la méme transformée de Laplace, alors f et g doivent étre identiques. 
En outre, si fet g sont seulement continues par morceaux, elles peuvent différer en un ou plu- 
sieurs points de discontinuité et admettre malgré tout la même transformée de Laplace (voir 
l'exemple 6 dans la section 6.1). Cette absence d'unicité de la transformée de Laplace inverse 
pour les fonctions continues par morceaux n'a aucune signification pratique dans les appli- 
cations. En d'autres mots, il existe une bijection entre les fonctions et leurs transformées de 
Laplace. Cela suggére de construire un tableau, comme le tableau 6.2.1 à la page suivante, 
qui donne les transformées des fonctions usuelles. Les expressions de la deuxiéme colonne 
du tableau 6.2.1 sont les transformées des fonctions de la premiére colonne. Fait encore plus 
important, les fonctions de la première colonne sont les transformées inverses des fonctions 
de la deuxième colonne. Ainsi, par exemple, si on connait la transformée de la solution à une 
équation différentielle, on peut souvent trouver la solution elle-méme seulement en consultant 
le tableau. Certaines expressions du tableau 6.2.1 ont été utilisées comme exemples ou elles 
apparaissent sous la forme de problémes dans la section 6.1, tandis que d'autres seront dévelop- 
pées plus loin dans le chapitre. La troisième colonne du tableau indique l'endroit où se trouve 
le calcul effectif des transformées. Le tableau 6.2.1 suffit pour les exemples et les problèmes de 
ce manuel. Toutefois, il existe des tableaux beaucoup plus complets (voir les références à la fin 
du chapitre). On peut aussi trouver les transformées et les transformées inverses à l'aide d'un 
calculateur symbolique. 

Souvent, il est possible d'exprimer une transformée de Laplace F(s) sous la forme d'une 
somme de plusieurs termes 


F(s) = F(s) + FX) +... + Fs). (17) 
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On suppose que f,(t) = LHF (s)),.... f, (0 = C^ (F,(s)). Alors, la fonction 


FOSFO + f 


admet F(s) comme transformée de Laplace. En vertu de la propriété d'unicité énoncée précé- 
demment, aucune autre fonction continue f ne posséde la méme transformée. Ainsi, 


СЕ) = £T UG) +++ + ETCUG). 


(18) 


Autrement dit, la transformée de Laplace inverse est aussi un opérateur linéaire. 


Tableau 6.2.1 Transformées de Laplace élémentaires 


LI 


oo 


Nel 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


fO = c MG) 


COS at 


. sinh at 


. cosh at 


. е! sin bt 


е“! cos bt 


te", n = entier positif 


u,(t) 


u (ға – с) 


е“ f(t) 


15. f(ct) 


в. f ra- necu 
0 


17. 


6(1- с) 


18. f (f) 


19. 


C0" f() 


F(s) = ASO 


-, 5>0 
5 

1 
f s>a 
5-а 

n! 
Үн? 5>0 
Г(р+1 

+ ) 50 
s?* 

a 
7 s>0 
s +a 

5 
ЕТЕГІ s>0 
s“ +a 

: > [al 

Я => |а 
52-а? 
: > [al 
Я => |а 
52-а? 
b s>a 
(s— a) +b” 

5-а am 
AN a 
(s— a) +b’ 

n! 

(8 ау” ѕ>а 
—с$ 
е 

" 5>0 
5 
e ^F(s) 

F(s—c) 


Ің5) с>0 
с XC 
F(s)G(s) 


еч 


s"F(s) — s"-!f (0) – ...— f "-»(0) 


Е(5) 


Ѕес 


Ѕес 


Ѕес 


Ѕес 
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Dans plusieurs problémes, on utilise cette propriété en décomposant une transformée don- 
née en une somme de fonctions dont les transformées inverses sont déjà connues ou dont on 
peut trouver les transformées dans le tableau. Les développements en fractions partielles sont 
particuliérement utiles ici. Un résultat général qui s'applique à plusieurs cas est présenté au 
probléme 39. 

D'autres propriétés utiles des transformées de Laplace sont obtenues plus loin dans ce 
chapitre. 

Les exemples suivants illustrent la technique de résolution des problémes de valeur initiale 
avec la transformée de Laplace et les développements en fractions partielles. 


Trouvez la solution à l'équation différentielle 
y" * y 2 sin 2t (19) 
satisfaisant aux conditions initiales 
x0-2,  y(0)=1. (20) 


On suppose que ce probléme de valeur initiale admet une solution y = (2) qui, tout comme ses 
deux premières dérivées, satisfait aux conditions du corollaire 6.2.2. En appliquant la transformée de 
Laplace à l'équation différentielle, on a 

52Ү(5)- sy(0) — y'(0) + Y(s) = 2/(s? +4), 


où on a obtenu la transformée de sin 27 à partir de la ligne 5 du tableau 6.2.1. En remplaçant у(0) 
et y'(0) par les valeurs indiquées dans les conditions initiales et en résolvant pour déterminer Y(s), 
on obtient 

Е 255 +52 +85+6 


арду" 


(21) 


Оп réécrit Y(s) sous la forme 
y) 45? cs+d _ (аз+Ь)(5° + 4)+ (сз + d)(s? +1) 
2-1 57-4 (s? - DG? +4) | 


(22) 


En développant le numérateur du second membre de l'équation (22) et en le posant égal au numérateur 
de l'équation (21), on trouve 


25° + 52 + 85 + 6= (a + с) + (Б + d)s? + (да + c)s + (Ab + d) 
quel que soit s. Ensuite, en identifiant les coefficients de mêmes puissances correspondantes de s, on a 


а+с= 2, р+а= 1, 
4а+с= 8, 4b * d — 6. 
Р 5 2 А 
Par conséquent, a = 2, с = 0, 0-2 et ges Il en découle que 


2s 5/3 2/3 
+ 


Y(s)= : 23 
(s) 52-1 52-1 57-4 Q3) 
À partir des lignes 5 et 6 du tableau 6.2.1, la solution au probléme de valeur initiale est 
у= ф(1) = 2cos t^ Ssin sin 2t. (24) 
Trouvez la solution au probléme de valeur initiale 
уФ-у-0, (25) 


»x0-0,  y(0-L у%0-0,  y"(0-0. Q6) |> 
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2 Dans ce probléme, on doit supposer que la solution y = ф(7) satisfait aux conditions du 
corollaire 6.2.2 pour n — 4. La transformée de Laplace de l'équation différentielle (25) est 


5%У(5) — 52у(0) — s?y'(0) — sy"(0) — y” (0) — Y(s) = 0. 


Alors, en utilisant les conditions initiales (26) et en résolvant pour déterminer Ү(5), on а 
2 


Y(s)=— т (27) 


Le développement en fractions partielles de Y(s) est 


as+b cs+d 
sI sx 


Y(s)= 


et il s'ensuit que 

(as + b)? + 1) + (cs + d(?- 1)2s? (28) 
quel que soit s. En posant s = 1 et s = —1, respectivement, dans l'équation (28), on obtient les deux 
équations 


Xa+b)=1,  2Ca*b)-1 


1 1 
et, par conséquent, a = 0 et b = 5 Si on pose s = 0 dans l'équation (28), puis b — d = 0, alors d = 3 
Enfin, en identifiant les coefficients des termes de degré trois dans chaque membre de l'équation (28), 


on trouve que a + c = 0, donc с = 0. Ainsi, 
1/2 1/2 


Yum. = 29 
ico VH (99) 


et, à partir des lignes 7 et 5 du tableau 6.2.1, la solution au probléme de valeur initiale (25), (26) est 
sinh t sin f 


у-9Ф- 2 : (30) 


On trouve les plus importantes applications élémentaires de la transformée de Laplace 
dans l'étude des vibrations mécaniques et l'analyse des circuits électriques. Les équations qui 
régissent ces processus ont été obtenues à la section 3.8. Le mouvement d'un systéme masse- 
ressort est régi par l'équation 

аи аи 
т——+у— + ku= F(t), (31) 
dt dt 
où т est la masse de l'objet, y le coefficient d'amortissement, k la constante de raideur et F(f) la 
force externe appliquée. L'équation décrivant un circuit électrique contenant une inductance L, 
une résistance R et une capacitance C (un circuit RLC) est 
а? dQ 1 
вон, (32) 
dt dt C 
où Q(?) est la charge appliquée sur le condensateur et E(f) la tension appliquée. En termes de 
courant I(t) = dQ(t)/dt, on peut dériver l'équation (32) et obtenir 


2 
peru i (33) 
dt dt C dt 
On doit aussi indiquer les conditions initiales appropriées en termes de и, О ou 1. 

Dans la section 3.8, on a remarqué que l'équation (31) décrivant le système masse-ressort et 
l'équation (32) ou (33) décrivant le circuit électrique sont mathématiquement identiques ; seule 
l'interprétation des constantes et celle des variables différent. Il existe d'autres problémes en 
physique qui ménent à une méme équation différentielle. Ainsi, une fois le probléme mathéma- 
tique résolu, on peut interpréter la solution en fonction du probléme physique correspondant qui 
présente un intérét immédiat. 


L 


6.2 La solution aux problémes de valeur initiale 47 0 


Dans les problémes proposés à la fin de cette section et dans d'autres sections du présent 
chapitre, il y a de nombreux problémes de valeur initiale pour les équations différentielles 
linéaires du deuxiéme ordre à coefficients constants. Plusieurs peuvent étre interprétés comme 
des modéles décrivant des systémes physiques particuliers mais, en général, ces sujets ne seront 
pas abordés de facon explicite. 


Les systèmes d'équations différentielles Оп a utilisé la transformée de Laplace pour 
résoudre des équations linéaires d'ordre arbitraire. On peut aussi l'utiliser essentiellement de 
la méme manière pour résoudre des systèmes d'équations. Puisque la transformée est une inté- 
grale, on détermine la transformée d'un vecteur composante par composante. Par conséquent, 
L{x(t)} est le vecteur dont les composantes sont les transformées des composantes respectives 
de x(?), et c'est la méme chose pour £{x”(r)}. On remplacera £{x(r)} par X(s). Ensuite, en éten- 
dant le théoréme 6.2.1 aux vecteurs, on obtient aussi 


£(x'(r)) = sX(s) – x(0). (34) 


Exemple 4 Utilisez la méthode des transformées de Laplace pour résoudre le systéme 
-2 1 2e! 
= + = Ax + g(t). 35 
© к мш " 
On prend la transformée de Laplace de chaque terme de l'équation (35) et on obtient 
5Х (5) – x(0) = AX(s) + G(s), (36) 
ой G(s) est la transformée de g(f). La transformée G(s) est donnée par 
2/(s +1) 
С(5) = 3 | (37) 
3/s 


Si on veut continuer, on doit choisir le vecteur initial x(0). Pour des raisons de simplicité, choisissons 
х(0) = 0. Ainsi, l'équation (36) devient 


(sI- A)X(s) = Gs), (38) 
ой, comme d'habitude, I est la matrice identité. Par conséquent, X(s) est donné par 
Х(ѕ) = (sI- A)'!G(s). (39) 


La matrice (51 — A) ' est appelée la matrice de transfert parce qu'en la multipliant par la transformée 
du vecteur d'entrée g(t), on obtient la transformée du vecteur de sortie x(t). Dans cet exemple, on a 


s+2 -l1 
sI-A- 1 yal (40) 
- 5 
et, par un simple calcul, on obtient 
a 1 5+2 1 
(1-А)!- А (41) 
(s--D(s-3) 1 5+2 


Ensuite, en faisant les substitutions à partir des équations (36) et (41) dans l'équation (39) et en effec- 
tuant la multiplication indiquée, on trouve 


2(s +2) 3 
(5--1)(%-23) 52(5+1)(5+3) 
X(s)- А (42) 
2 305+ 2) 


2 +5 
(з +1) (5++3) 57 (5+1)(5+ 3) 
Enfin, on doit déterminer la solution х(7) à partir de sa transformée X(s). On реш y arriver еп déve- 
loppant les expressions de l'équation (42) en fractions partielles et en utilisant le tableau 6.2.1, ou 
(de facon plus efficace) en utilisant un logiciel approprié. Quelle que soit la méthode choisie, aprés 
quelques simplifications, le résultat est 


х(ї) = (Че - je + (е [5)- 4) (43) 
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» L'équation (43) donne la solution particuliére au systéme (35) qui satisfait à la condition initiale x(0) 
= 0. Par conséquent, elle diffère légèrement des solutions particulières obtenues dans les exemples 
du chapitre 5. Pour obtenir la solution générale à l'équation (35), vous devez ajouter à l'expression de 
l'équation (43) la solution générale au système homogène correspondant à l'équation (35). 


Dans la méthode des transformées de Laplace, on effectue une inversion de matrice pour 
déterminer la matrice de transfert, puis on effectue une multiplication et, pour finir, on déter- 
mine la transformée inverse de chaque terme de l'expression résultante. Cette méthode est 
particuliérement utile dans les problémes de fonctions de contrainte qui comportent des termes 


discontinus ou liés à une impulsion. 


Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 10, trouvez la transformée de Laplace inverse de la fonction. 


1. FG)- 2 

3. F= 
5. F(s)= C" 
7. FG)- St 
9. ора 


4 
2. Е(5) = —— 
S > 
3s 
4. F(s) = 4—— — 
(5) 52-8-6 
25-3 
6. Е(5)- 
(s) 52-4 
2 
8. F() 55 AREE 
s(s^ +4) 
25-3 
10. F(s) = 5——— 
ШЕ луб 


ш Dans les problèmes 11 à 23, utilisez la transformée de Laplace pour résoudre le probléme de valeur 


initiale. 

11. у”-у-бу-0; x0-21  y(0)=-1 

12. y" + 3у +2y=0; y0-21 у(0-0 

13. y" - 2у + 2y20; у(0)=0, у(0)-і 

14. y" - 4у + 4y 20; y(0)= 1, y(0)21 

15. y" – 2у -2y 20; »(0) = 2, у(0)-0 

16. y" - 2y + 5у= 0; у(0) = 2, y'(0) 2 -1 

17. уб - 4y” + 6y” - 4y ty 0; x020  y(-L  y(0)=0, у”0-і 
18. y - yz 0; x0-2L  y(0-0  y'"Q-L  y"(0-0 
19. у%-4у-0; y(0)= 1, y(020,  y'(0-2-, у%0-0 
20. у” + 9?y = cos 2t, 0? #4; y(0)= 1, у'(0) = 0 

21. y" – 2y' + 2y = соѕ г; у(0) = 1, (0) = 0 

22. y" - 2y, +2у= е"; у(0) = 0, (0) = 1 

23. y" +2у * y -4e*; »(0) = 2, у (0) 2-1 


ш Dans les problèmes 24 à 27, trouvez la transformée de Laplace Y(s) = С {у} de la solution au probléme 
de valeur initiale. Une méthode pour déterminer la transformée inverse est expliquée dans la section 6.3. 
Au besoin, référez-vous aux problémes 21 à 24 de la section 6.1. 


1, 0<і<л, 


24. у'+4у= 
y и In T <1<оф; 


y(0)=1, 


у(0)-0 


6.2 La solution aux problémes de valeur initiale р зә 


а к (0-1 у(0-0 

A + y = = 1, = 

ы: 0, 1<1<оф; d T 

26. y’+4 А d. (0)21 '(0) 2 0 

" + = = 1, = 

J TAYT] теш: À d 

t, 0<г<1, 

27. y’+y=42-t, 1<і<2, y(0) = 0, у(0)= 0 
0, 2<1<офо; 


28. On peut trouver les transformées de Laplace de certaines fonctions à partir de leurs développe- 
ments en série de Taylor. 


a) En utilisant la série de Taylor pour sin 1, 
: со 1 пұлы 
sint = > сыт , 


et en supposant qu'on peut calculer inne à terme la transformée de Laplace de cette série, 
vérifiez que 


1 
L(sint] =, s>1. 
57-І 


b) Supposez que 
(sint)/t, tz0, 
Р) = 
1, 1= 0. 
Trouvez la série de Taylor pour f autour de t = 0. En supposant qu'on peut calculer terme à 
terme la transformée de Laplace de cette fonction, vérifiez que 
САРО) } = arctan(1/s), s>l. 


с) La fonction de Bessel de premier type et d'ordre zéro Jọ admet comme série de Taylor (voir la 
section 7.7) 


т. 2п 
JE) = УС Ж 


"(c 
п-0 2 


Еп supposant qu'on peut calculer terme à terme les transformées de Laplace suivantes, vérifiez 
que 


LED} = (82 + 17, => 1 


et 
с}, CHER ТЕ, 450 


Е Les problémes 29 à 37 portent sur la dérivée de la transformée de Laplace. 


F(s)= f “ен f(Oat. 
0 


Il est possible de montrer que si f satisfait aux conditions du théoréme 6.1.2, on peut dériver sous 
l'intégrale par rapport au paramètre s lorsque s > a. 
a) Montrez que F'(s) = £(-t FO}. 
b) Montrez que F ?(s) = Z ((—1)"f(f)). Ainsi, la dérivée de la transformée de Laplace correspond 
à la multiplication de la fonction originale par —t. 
ш Dans les problèmes 30 à 35, utilisez le résultat du probléme 29 pour trouver la transformée de Laplace 
de la fonction ; a et b sont des nombres réels et n est un entier positif. 
30. 00) = te” 31. 0) = 2 sin bt 
32. f(n =1" 33. f(t) = t'e“ 
34. f(r) = te” sin bt 35. р) = te” cos bt » 


29. Supposez que 
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36. 


37. 


38. 


39. 


Considérez l'équation de Bessel d'ordre zéro 
ty” +y * ty = 0. 

Les solutions peuvent devenir non bornées lorsque t — 0, car t = 0 est un point singulier régulier 
de cette équation (voir la section 7.7). Cependant, essayez de déterminer s'il existe des solutions 
qui restent finies en т = 0 et qui ont des dérivées finies. En supposant qu'il existe une solu- 
tion y = (г), supposez que Y(s) = C(6(0)). 
a) Montrez que Y(s) satisfait à 

(1+ s2)Y"(s) + sY (s) = 0. 


b) Montrez que Y(s) = c(1 + s2) 12, ой c est une constante arbitraire. 


с) Développez (1 + s?) !? en série du binôme, valide pour s > 1. De plus, supposez qu'il est pos- 
sible de prendre la transformée inverse terme à terme. Montrez que 


n,2n 
у=) 
1-02 

ой J, est la fonction de Bessel de premier type et d'ordre zéro. Vous devez noter que J,(0) = 1 

et que les dérivées de J, sont finies en t = 0, peu importe l'ordre de la dérivée. Vous devez 

aussi noter que la deuxiéme solution à cette équation devient non bornée lorsque t — 0 (voir la 

section 7.7). 
Pour chacun des problémes de valeur initiale, utilisez les résultats du probléme 29 pour trouver 
l'équation différentielle satisfaite раг Y (s) = L{@(r)}, où y = ф(0) est la solution au probléme de 
valeur initiale. 
а) y" - ty20; y(0) = 1, y'(0) = 0 équation d'Airy) 
b) (1— 2)y" – 2ty' + a(a+ 1)у= 0; y(0) = 0, y'(0) = 1 (T'équation de Legendre) 
Vous devez noter que l'équation différentielle pour Y(s) est du premier ordre dans la partie a), 
mais du deuxième ordre dans la partie b). Cela résulte du fait que f apparait au plus à l'exposant 
un dans l'équation de la partie a), tandis qu'elle apparait au carré dans l'équation de la partie b). 
On remarque que la transformée de Laplace permet rarement de résoudre des équations diffé- 
rentielles à coefficients variables, à moins que tous les coefficients ne soient que des fonctions 
linéaires de la variable indépendante. 


t 
g(r)- / fdr. 


Si G(s) et F(s) sont respectivement les transformées de Laplace de g(t) et de f(t), montrez que 


G(s) = F(s)/s. 


Supposez que 


Dans ce problème, on montre comment utiliser une décomposition en fractions partielles pour 
calculer plusieurs transformées de Laplace inverses. Supposez que 


F(s) = Р(5)/0(5), 
où Q(s) est un polynôme de degré n de racines distinctes r,,..., ғ, et P(s) est un polynôme de 


degré inférieur à n. Dans ce cas, on peut montrer que P(s)/Q(s) admet un développement en frac- 
tions partielles de la forme 


P(s A A à 
oser я (1) 

06) s-r s-r, 

où les coefficients A,,..., A, sont à déterminer. 


a) Montrez que 
A, P(rg/Q'(r), к= L...,n. (ii) 
Suggestion : Une méthode consiste à multiplier l'équation (1) par s — г, puis à prendre la limite 
lorsque 5 — гу. 
b) Montrez que 
P(r, 0) or 
= Q"(r, "a 


L'{F(s)}= > ай) 


6.3 Les fonctions unités échelons „зт 


> 40. Utilisez la transformée de Laplace pour résoudre le système 
p р у 
-2 1 2e" 
x= X+ = Ax + g(t i 
| - 3 E | g) G) 
présenté dans l'exemple 4 de cette section. Au lieu d'utiliser des conditions initiales nulles, comme 


dans l'exemple 4, posez 


b | .. 
х(0)= Я (ii) 
а; 


ой а, et о, sont arbitraires. Quelles doivent être les valeurs de о et de œ, pour que la solution soit 
identique à l'équation (38) de la section 5.9? 


6.3 | Les fonctions unités échelons 


Dans la section 6.2, nous avons présenté la démarche générale visant à résoudre des problèmes 
de valeur initiale au moyen de la transformée de Laplace. On observe certaines des plus intéres- 
santes applications élémentaires de la méthode des transformées dans la solution aux équations 
différentielles linéaires comportant des fonctions discontinues ou des fonctions impulsion. On 
rencontre souvent des équations de ce type dans l'analyse de la circulation du courant dans 
les circuits électriques ou des vibrations des systémes mécaniques. Dans cette section et les 
suivantes, nous introduirons des propriétés additionnelles de la transformée de Laplace qui 
serviront à résoudre ces types de problémes. À moins d'indication contraire, toutes les fonctions 
apparaissant dans le texte qui suit sont continues par morceaux et d'ordre exponentiel, de sorte 
que leur transformée de Laplace existe, du moins pour un s assez grand. 

Afin de traiter efficacement les fonctions admettant des discontinuités de type saut, on 
introduit une fonction appelée fonction unité échelon ou fonction de Heaviside. Cette fonc- 
tion est notée и, et est définie par 

0, t«c, 
и. (0) = | (1) 


1, t2c. 
Puisque la transformée de Laplace admet des valeurs de / dans l'intervalle (0, со), on s'intéresse 
aussi uniquement aux valeurs non négatives de c. La figure 6.3.1 illustre le graphique de y = u (ñ). 
On a assigné de façon quelque peu arbitraire la valeur un à u, en t= c. Cependant, pour une fonction 
continue par morceaux comme и,, la valeur en un point de discontinuité n'est généralement pas per- 
tinente. Le saut peut aussi être négatif. Par exemple, la figure 6.3.2 illustre le graphe de y = 1 — и (t). 


| Figure 6.3.1 | Graphique de у= u,(t). | Figure 6.3.2 | Graphique de y = 1 — u,(f). 
| Exemple! | Tracez le graphique de y = h(t), ой 
h(t) = и (0) — и, (0), > 0. 


D’après la définition de и, (f) dans l'équation (1), on a 
0-020, 0<і<л, 
h(t) 241—021, л<1<2л, 
1-120, 2m <1< оо, » 
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» Ainsi, l'équation y = A(t) correspond au graphique illustré à la figure 6.3.3. On peut considérer cette 
fonction comme une onde rectangulaire. 


| Figure 6.3.3 | Graphique de y = u,(f) — wu, (t). 


| Exemple2 | Considérez la fonction 


2, 0<і<4, 
5, 0<1<7, 

=) «(c9 @ 
1 t29, 


dont le graphique est illustré dans la figure 6.3.4. Exprimez f(t) en fonction de u,(t). 


ЕГІП 25707 Graphique de la fonction de l'équation (2). 


On commence avec la fonction f, (f) = 2, qui concorde avec f(t) dans l'intervalle [0, 4). Pour pro- 
duire un saut de trois unités en г = 4, on additionne Зи, (0) à f (f) et on obtient 


fa) = 2+ 3и (0), 


qui concorde avec f(t) dans l'intervalle [0, 7). Le saut négatif de six unités en г = 7 correspond à l'addi- 
tion 4е-би- (f), ce qui donne 


fO = 2 3и, (0) – би, (t). 


Enfin, on doit additionner 2u,(t) pour représenter le saut de deux unités en {= 9. Par conséquent, on 
obtient 


f(t) = 2*3u,(t) - 6u, (t) + 2us(t). (3) 
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On peut facilement déterminer la transformée de Laplace de и, ainsi: 


000] feu | ea 
0 С 
оле 


= Я => 0. (4) 
5 
Étant donné une fonction f définie pour t > 0, on a souvent besoin d'une fonction associée g 
définie par 
0, t«c, 
Сара t2c, 


qui représente une translation de f de c unités en la variable t (voir la figure 6.3.5). En termes 
de la fonction unité échelon, on peut écrire g(f) sous la forme 


g(t) = ut) f (1 с). 


fO 


(а) 


| Figure 6.3.5 | Translation de fonction; a) y = f(t); b) y = u,(t) f(t — с). 


La fonction unité échelon est particulièrement utile à cause de la relation suivante entre la 
transformée de f(t) et celle de la translation и, (0) f(t — с). 


Théoréme 6.3.1 


Si F(s) = C(f(r)) existe pour s > a 2 0 et si c est une constante positive, alors 


Си Ў - c)) e*C(f() = eF (5), s>a. (5) 
Inversement, si f(t) = £^ (F(s)], alors 
ult) f(t- c) = C (e F(s)}. (6) 


Le théorème 6.3.1 énonce simplement que la translation de c unités de la variable t dans la 
fonction f(t) correspond à la multiplication de F(s) par e^. Afin de prouver le théorème 6.3.1, 
il suffit de calculer la transformée de и, (0) f(t — c): 


£lu.(0f(t- o7 f eu, Ға-да 


= ] 595 – c)dt. 
0 


En effectuant le changement de variable é= t — c, on a 


£lu0fa-o)- / e 9 EdE ее / е "а= 
-е “F(s). 


Ainsi, l'équation (5) est vérifiée ; on obtient l'équation (6) en prenant la transformée inverse des 
deux membres de l'équation (5). 
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Le cas particulier /(4) = 1 est un exemple simple d'application. Sachant que 211) = 1/5, 
on peut en déduire directement que Z(u,(f)) = e™/s en vertu de l'équation (3). Ce résultat 
concorde avec celui de l'équation (4). Les exemples 3 et 4 illustrent comment utiliser le théo- 
réme 6.3.1 dans le calcul des transformées et des transformées inverses. 


Si la fonction f est définie par 
sint, 0<і<л/4, 
Тез. 
sint * cos(t — 7/4), t 2 n/4, 


trouvez £(f(t)). Le graphe de y = Қ) est illustré à la figure 6.3.6. 


y=sint+ uatDeos(r - z) 


ЕТЕУ: Graphique ае la fonction de l'exemple 3. 


П faut noter que (4) = sin t + g(t), ой 


0, t « 1/4, 
dg os Л/4, | t2mlA4. 
Ainsi, 
g(f) = u, (t) cos(t — 714) 
et 


LIFO} = L{sin t}+ £u, Әсов(1- л/4)) 

= L{sin + e ^"^ сов t}. 
En introduisant les transformées de sin t et de cos 1, on obtient 
1 E 1+ se ^4 
Su SA qug 


£f) = 


Il conviendrait de comparer cette méthode avec le calcul de 2 (f (2) à partir de la définition. 


Exemple 4 


Trouvez la transformée inverse de 
1-e 
F(s)= 


En vertu de la linéarité de la transformée inverse, on a 
-28 


е ALI т 
fuz IPFI £ {ac ; | 


$ 


=t-u,(t)}(t—2). 
On peut aussi écrire la fonction f sous la forme 


" 


t, 0<1<2, 
2, t22. 
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Le théoréme suivant introduit une autre propriété trés utile des transformées de Laplace, 
qui est similaire à celle qui a été énoncée au théoréme 6.3.1. 


Théoréme 6.3.2 


Si F(s) = C(f(t)) existe pour s > a > 0 et si c est constante, alors 


Le*'f(t)) = F(s — с), s>a+c. (7) 
Inversement, si f (f) = L'{F(s)}, alors 
е) = C'(F(s — с)). (8) 


En vertu du théorème 6.3.2, la multiplication de f(t) par e“ induit une translation de c unités 
sur la variable s dans la transformée F(s) et inversement. La preuve de ce théorème nécessite 
l'évaluation de Z(e^f(t)). Ainsi, 


Cle" fq)- f ee" f(ydt = f “ее” fodi 


= Е(8-<с), 
qui est l'équation (7). La restriction s > a + c découle de l'hypothése (ii) du théorème 6.1.2, soit 
que |f (2| € Ke”. Ainsi, |е“ f(f)) € Кес". L'équation (6) suit avec la transformée inverse de 
l'équation (5), et la preuve est alors complète. 
La principale application du théoréme 6.3.2 réside dans l'évaluation de certaines transfor- 
mées inverses, comme dans l'exemple qui suit. 


Trouvez la transformée inverse de 


G(s) = 5—5. 
9 52 45+5 


Еп complétant le carré au dénominateur, оп реш écrire 


1 
-F s—2), 


G(s) = (5—2) +1 


ой F(s) = (s? + 1): Puisque С Е(5)) = sin t, il s'ensuit que, d’après le théorème 6.3.2, 
g(t) = C! (G(s)) = e” sin г. 


Les résultats de cette section servent souvent à résoudre des équations différentielles qui 
comportent des fonctions discontinues. La prochaine section traite d'exemples illustrant ce fait. 


Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 6, tracez le graphique de la fonction dans l'intervalle т > 0. 

g(t) = и (9+ 2u4(t) — би,(0) 

g(t) = (t - 3)и,@)— (t - 2)u() 

g-f(r-mu,, ойу) = г 

g(t) =} (t 3)и, (№), oü f (f) = sint 

g(-f(r-lu(), ^ ouüf()-2t 

g(t) - f (t) = 0- DuA) - 2t - 2)и,(0) + @— 3)из(0) » 


ғыда Же 0 мх 
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р 8 Dansles problèmes 7 à 12, 
а) tracez le graphique de la fonction; 
b) exprimez f(t) en termes de fonctions de Heaviside и, (4). 


1, 0<і<І 
0, 0<1<3 
—1, 1<1<2 
7. к =, 3<1<5 8 | ЕТЕ 
. t)= . і)- ч <[< 
fO 2, 5<t<7 fO 
— 1, 3<1<4 
1, t2 
0, t24. 
1, 0<:<2 Ü 0<:<2 
9. f(0- 10. (0-4” B 
id pm o t22 шы 1, t22 
t, 0<1<1 t, 0<1<2 
Н t-l, 1<1<2 T 25 2<1<5 
. ї)= Ж t= 
fO 1-2, 2€t«3 uo 7-t, 5<1<7 
0, 123 0, 127 
ш Dans les problèmes 13 à 18, trouvez la transformée de Laplace de la fonction. 
13. FO 0, 1<2 M. fO) 0, 1<1 
. і)т- РА їі) = 
@—2)?, ї>2 t —2t+2, t21 
0, t«m 
15. f(t)-4t-, л<1<2л 16. f(t) = u (£) + 2u4(t) – би,(®) 
0, ї>2л 


17. {© = (t- 3)u4(0 — (t - 22u4(0 18. f()-t-(t- D u(0, t20 
E Dans les problèmes 19 à 24, trouvez la transformée de Laplace inverse de la fonction. 
2! ет 


19. Е(5) = ——; 20. F(s)= 
(97 G-2y arme 
2(s-1)e ^ 2e 75 
21. F(= 22. Е(зу=©— 
e = а= 
Е) -=s —2s —3s —4s 
23. F9- =- м за. таны Жабы Шш. 
s^ —4s+3 


25. Supposez que F(s) = C(f(t)) existe pour s > a > 0. 


a) Montrez que si c est une constante positive, alors 
15 
£A f(ct))  -F — |, 5>са. 
с (с 
b) Montrez que si К est une constante positive, alors 
lt 
E Fs) == |= |. 
TORTIE 
c) Montrez que si a et b sont des constantes avec a > 0, alors 
1 t 
L'{F(as+b)}=-e™" ІН! 
а а 


ш Dans les problèmes 26 à 29, utilisez les résultats du probléme 25 pour trouver la transformée de 
Laplace inverse de la fonction. 


275, 


26. Е(5) = 


ran 


2s41 


27. Fgec-77- 
ME ride 


6.3 Les fonctions unités échelons 327 


1 2 -4s 


28. F(s)) = —————— : 
в) 9з^—125+3 28-1 


ш Dans les problèmes 30 à 33, trouvez la transformée de Laplace de la fonction. Dans le probléme 33, 
supposez qu'il est possible d'intégrer terme à terme la série infinie. 


1, O<fr<l 
аб. rozi 0<1<1 3. foj- 0, 1<<2 
0, t2] 1, 2<1<3 
0, t23 
2п+1 


32. f(t) -1—-u (t) +: +и, (0-и, (0) = 1+ Ж (-D*u, (t) 


k-l 


33. f(n- УС D'u,(t) (Voir la figure 6.3.7.) 


k=1 


ШІП ЕТ La fonction f(t) du probléme 33; une onde carrée. 


34. Supposez que f satisfait à f(t + T ) = f(t) pour tout t 2 0, où T est une valeur positive spécifique. La 
fonction f est alors dite périodique de période T dans l'intervalle 0 < t < œ. Montrez que 


T 
/ e" f(t)dt 


£f) T 


ш Dans les problèmes 35 à 38, utilisez le résultat du probléme 34 pour trouver la transformée de Laplace 
de la fonction. 


ағ 1, 0<т<1, m 1, 0<г<І, 

. t) = Ы 1) = 

fe 0, 1<71<2; fe -1, IXt«2; 
Ра+2) = ЖӘ. ға+2)= ЖӘ. 
(Comparez avec le probléme 33.) (Voir la figure 6.3.8.) 


ШІП La fonction f(t) du probléme 36; une onde carrée. » 
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» 


37. f(D =, 0<7<1; 38. f(r)-— sin t, 0<і<л; 
/а + 1)=/@). + л) = 0). 
(Voir la figure 6.3.9.) (Voir la figure 6.3.10.) 


- 
л 2л 37 t 
GEEF La fonction f(t) du ГІТ “ЕЛІ La fonction f(t) du 
probléme 37; une onde probléme 38; une onde 
en dents de scie. sinusoidale positive. 


39. a) Si f(r) = 1 — u,(0, trouvez L{f(9} (comparez avec le problème 24). Tracez le graphique 
de y = /(0). 


1 
b) Soit g(r) = / f(&) аб, où la fonction f est définie à la partie a). Tracez le graphique de 
0 


у = g(t) et trouvez L{g(}. 
с) Soit (f) = g(t) — u(t)g(t — 1), ой g est définie à la partie b). Tracez le graphique de y = A(t) 
et trouvez L{h(r)}. 
40. Considérez la fonction p définie par 
0<ІС<І, 


t, 
ЕНА 1<г<2; p(t * 2)- ptt). 


a) Tracez le graphique de y = p(?). 
b) Trouvez C (p(t)) en considérant que p est le développement périodique de la fonction л dans le 
probléme 39 c), puis en utilisant le résultat du probléme 34. 


с) Trouvez 2 (p(t)) en considérant que 


pt) -f Хоа, 


ой f est la fonction du probléme 36, puis en utilisant le théoréme 6.2.1. 


6.4 | Les équations différentielles avec des 
fonctions discontinues 


Dans cette section, nous présenterons des exemples où le terme non homogène, aussi appelé 
fonction de contrainte, est discontinu. 


Trouvez la solution à l'équation différentielle 


2y" t y +2y= e(t). (1) 
oü 
Ll 5<1<20, 
СЕН 0<1<5 ег 1220. e 


Supposez que les conditions initiales sont 
у(0)=0, у(0)-0. (3) 
Ce probléme implique la charge du condensateur dans un circuit électrique simple avec une fonc- 


tion potentielle unité échelon lorsque 5 < t < 20. D'une autre manière, y peut représenter la réponse 
d'un oscillateur amorti quand la force appliquée est g(t). 
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» La transformée de Laplace de l'équation (1) est 
25^Y (s) - 25у(0)— 2у'(0)+ sY (s) — у(0)+ 2Y (s) = £(us(0] - 1и» (1) 
= (e? — е ?*)/$, 
En tenant compte des conditions initiales (3) et en résolvant pour déterminer Y(s), on obtient 


m 


e 5. 2720: 


Ү(5) = 30374222) (4) 
Afin de trouver у = (f), il est approprié d'écrire Y(s) sous la forme 
Y(s) = (e? — e?")H(s), (5) 
oü 
H(s)- ЕРЕ NA (6) 
s(25^ 4-542) 
Alors, si A(t) C^ (H(s)), ona 
у = ф(®) = u (Ðhlt — 5) — uy (дһ — 20). (7) 


Il faut noter qu'on a utilisé le théoréme 6.3.1 pour trouver les transformées inverses respectives de 
e “H(s) et de e? H(s). Finalement, pour déterminer A(f), on utilise le développement en fractions 
partielles : 


bs+c 


Er 8 
25?+5+2 @ 


H(s)2 2+ 
M 


. : 1 1 X 
En déterminant les coefficients, on trouve a — b--letc- 3" Ainsi, 


H(s)- 


1 
12 5*5 12 f 
8 25-5942 5 


ЕШ 


Donc, еп se reportant aux lignes 9 et 10 du tableau 6.2.1, on obtient 
h(t) = 2- [e cos(V/15:/4)  (415/15)e ““віп(,15 14) |. (10) 


Dans la figure 6.4.1 à la page suivante, le graphique de y = ф(0 qui a été obtenu dans les équa- 
tions (7) et (10) montre que la solution comporte trois parties distinctes. Pour 0 < т< 5, l'équation 
différentielle est 


2y" - y' +2y=0 (11) 


et les conditions initiales sont données par l'équation (3). Puisque les conditions initiales ne trans- 
mettent aucune énergie au systéme et qu'il n'y a pas de force externe, le systéme demeure au repos. 
Autrement dit, y = 0 pour 0 < г< 5. On peut le confirmer en résolvant l'équation (11) avec les condi- 
tions initiales (3). En particulier, si on évalue la solution et ses dérivées en t = 5 ou, plus précisément, 
quand 1 tend vers 5 par la gauche, on а 


у(5)=0, у(5)-0. (12) 1) 
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> Lorsque г> 5, l'équation différentielle devient 
2y" - y' +2у=1, (13) 


dont la solution est la somme d'une constante (la réponse à la fonction constante) et d'une oscillation 
amortie (la solution à l'équation homogène correspondante). Le graphique de la figure 6.4.1 illustre 
clairement ce comportement dans l'intervalle 5 < t € 20. On peut trouver cette partie de la solution 
en résolvant l'équation différentielle (13) avec les conditions initiales (12). Finalement, pour t > 20, 
l'équation différentielle redevient l'équation (11), ой les conditions initiales sont obtenues en évaluant 
la solution des équations (13), (12) et sa dérivée en t = 20. Ces valeurs sont 


у(20) = 0,501 62, y'(20)  0,01125. (14) 


Le probléme de valeur initiale (11), (14) n'est soumis à aucune force externe. Donc, sa solution est une 
oscillation amortie autour de y = 0 (voir la figure 6.4.1). 


Solution au probléme de valeur initiale (1), (2), (3): 2y” + у’ + 2y = us(t) — u(t), 
у(0)-0, у(0)-0. 


Bien qu'il soit utile de visualiser la solution illustrée à la figure 6.4.1 comme étant composée 
des solutions à trois problémes de valeur initiale distincts dans trois intervalles différents, il est fasti- 
dieux de trouver la solution en résolvant chaque probléme séparément. Les méthodes des transformées 
de Laplace offrent une approche beaucoup plus élégante et pratique à ce probléme et à d'autres qui 
impliquent des fonctions discontinues. 


On peut constater l'effet de la discontinuité dans la fonction de contrainte si on examine 
plus en profondeur la solution (2) de l'exemple 1. Selon le théorème relatif à l'existence et à Puni- 
cité (3.2.1), la solution ф et ses deux premières dérivées sont continues sauf possiblement aux 
points f = 5 et = 20, ой g est discontinue. On peut aussi le constater à partir de l'équation (7). 
De plus, d’après l'équation (7), on peut montrer par un calcul direct que феї ф” sont continues 
méme en г = 5 et en {= 20. Cependant, si on calcule $^, on trouve 


lim $^" (t) = 0, lim $" (t) = 112. 

15 1—5+ 

Par conséquent, ф”() admet une discontinuité de type saut de 1/2 en t = 5. On peut montrer 
de manière similaire que 0”() admet une discontinuité de type saut de —1/2 en t = 20. Ainsi, 


le saut dans le terme de contrainte 2(7) en ces points est équilibré par un saut correspondant à 
l'intérieur du terme d'ordre le plus élevé 2y" dans le premier membre de l'équation. 


6.4 Les équations différentielles avec des fonctions discontinues P331 0 


On considére maintenant la forme générale de l'équation linéaire du deuxiéme ordre 
y" +р(ду + q()y = 80, (15) 


où p et q sont continues dans l'intervalle œ < t < f mais où g est seulement continue par 
morceaux. Si y = (0) est une solution à l'équation (15), alors y et w” sont continues dans 
a<t< В, mais y” admet des discontinuités de type saut aux mêmes points que g. Des remarques 
similaires s'appliquent aux équations d'ordre plus élevé. En effet, la dérivée la plus élevée de la 
solution apparaissant dans l'équation différentielle admet des discontinuités de type saut aux 
mémes points que la fonction de contrainte, mais la solution elle-méme et ses dérivées d'ordres 
moins élevés sont continues méme en ces points. 


Décrivez la nature qualitative de la solution au probléme de valeur initiale 


y" * 4y = g(t), (16) 
y(0)=0, у(0)-0, (17) 
oü 
0, 0<1<5, 
2(0-4(1-5)/5, 5<1<10, (18) 
1, t210. 


Ensuite, trouvez la solution. 

Dans cet exemple, la fonction de contrainte correspond au graphique illustré à la figure 6.4.2; 
on l'appelle chargement en pente. Il est assez facile de déterminer la forme générale de la solution. 
Pour f < 5, la solution est simplement у = 0. D'un autre côté, pour t > 10, la solution est de la forme 


y = сү cos 2t + c, sin 2t + 1/4. (19) 


La constante 1/4 est une solution particulière à l'équation non homogène, tandis que les deux autres 
termes constituent la solution générale à l'équation homogène correspondante. Par conséquent, la solu- 
tion (19) est une oscillation harmonique simple autour de y = 1/4. De même, à l'intérieur de l'étendue 
intermédiaire 5 « t « 10, la solution oscille autour d'une fonction linéaire. Dans un contexte d'ingé- 
nierie, par exemple, on peut vouloir connaitre l'amplitude éventuellement stable de cette oscillation. 


IST: PA Chargement en pente; y = g(t) d'après l'équation (18) ou l'équation (20). 


Pour résoudre le probléme, on pose 
80) = [05000 — 5) – uO- 10)]/5, (20) 
comme on peut le vérifier. Ensuite, on prend la transformée de Laplace de l'équation différentielle et 
on utilise les conditions initiales. On obtient ainsi 
(s? + A)Y(s) = (e?* — е-!®)/5” 
ou 
Y(s) = (е? — е 95 H(s)/5, (21) 


H(s)- Q2) 


1 
s?(s? 4) » 
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P Ainsi, la solution au probléme de valeur initiale (16), (17), (18) est 
у= ф(0) = [u(Dh(t — 5) – и, (пб — 10)]/5, Q3) 
ой A (f) est la transformée inverse de H(s). La décomposition en fractions partielles de H(s) est 


1/4 14 


H(s)2 —-— А 24 
(5) s? s?+4 d 
et il s'ensuit, d’après les lignes 3 et 5 du tableau 6.2.1, que 
h(t) = I 2d (25) 
(4 8 ^ 


Le graphique de y = ф(7) est illustré à la figure 6.4.3. П faut noter que la courbe admet qualitativement 
la forme dont on a parlé plus tót. Pour trouver l'amplitude éventuellement stable de l'oscillation, il suffit 
de localiser un des maximums ou un des minimums pour f > 10. En posant la dérivée de la solu- 
tion (23) égale à zéro, on trouve que le premier maximum est situé à environ (10,642, 0,2979), donc 
que l'amplitude de l'oscillation est d'environ 0,0479. 


ЕЖЕН Solution au problème de valeur initiale (16), (17), (18). 


Il faut noter que dans cet exemple, la fonction de contrainte 2 est continue, mais 2” est discontinue 
en t= 5 et еп t = 10. П s'ensuit que la solution д et ses deux premières dérivées sont continues partout, 
mais que 0” admet des discontinuités en t = 5 et en t = 10 qui concordent avec les discontinuités de g’ 
en ces points. 


Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 13, 
a) trouvez la solution au probléme de valeur initiale; 


b) tracez les graphiques de la solution et de la fonction de contrainte. Expliquez comment celles-ci 
sont reliées. 


1 0<1<3л 
© 1. y'*y- f(t); y(0)=0,  y(0)=1; fo 


0, 37 < t< œ% 


© 2. y”+2y +2y=h 0)-0 '(0)21 h h е 
) . + + -h(t); = 0), = 1; у= 
) y” +27" +2y= h(t) y(0) y'(0) (t) 0. —ÓÀ 
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© 3. y" + 4у= sin f — i, (f) sin(t — 2л); y(0) = 0, у(0)-0 
© 4. y" x Ay 2 sin t - u, (0) sin(t — л); у(0)=0,  y(0-0 
ТЕТЕ c — 1, 0<1<10 
) 5. у”+3у'+2у= f(t); -0, =, у= 
© y'-3y +2у= f(t) y(0) у(0) f 0, t210 
© 6. y”+3y + 2y =u, (0); у00)=0,  y(0-1 
© 7. у'+у=и„@); у00)=1,  y(0-0 

5 
© 8. у'+у+ у=1-и(0(@-л/2); у00)=0, у(0)=0 
© 9. y'*y- 200); (0-0, (9-1 ja com 
Y ‚ Уу у= 8( ); y Uv? Y\ )- ? 8\ ш 3, 126 

2,5 А sint, 0<і<л 

0910 y'«y*-y-8( у0-00 у(0)-0; = 

| 0, [24a 
©. у”%4у-и,(0-ш,(0; у00)=0,  y(0)=0 
912. у9-у-и(д-и,00; »x0-0 у(0-0 у%)-0 у%0-0 
© 13. y® + 5y" c 4yz 1— u, (0; y(0)=0, (0-20, у%0-0, у”%0-0 


14. Trouvez une expression impliquant u,(f) pour une fonction f qui bondit de zéro en t = tọ à la va- 
leur h en t= tọ + k. 


15. Trouvez une expression comprenant u,(f) pour une fonction g qui bondit à partir de zéro en 
t= t, à la valeur Л en t = tj + k et qui retombe à zéro en t = tọ + 2k. 


© 16. Un système masse-ressort satisfait au probléme de valeur initiale 
Ld 1 ^ ^ 
u is +и = kg(t), и(0) = 0, и(0)- 0, 


ой g(f) = uzp (t) — и; (t) et k > 0 est un paramètre. 

a) Tracez le graphe de g(t). Vous devez noter qu'il s'agit d'une impulsion de longueur unitaire 
s'étendant sur une unité de temps. 

b) Résolvez le probléme de valeur initiale. 


с) Tracez la solution pour k = 1/2, k = 1 et k = 2. Décrivez les principales caractéristiques de la 
solution et la façon dont elles dépendent de k. 


d) Trouvez, à deux décimales prés, la plus petite valeur de k pour laquelle la solution u(t) atteint 
la valeur de 2. 


e) Supposez que К = 2. Trouvez le temps 7 au bout duquel |u(7)| < 0.1 quel que soit t > т. 


© 17. Modifiez le probléme de l'exemple 2 de la présente section en remplaçant la fonction de con- 
trainte g(t) par 


Дт) = [Iu(t — 5) – и; At- 5 – k)]/k. 
a) Tracez le graphique de f(t) et décrivez en quoi cette fonction dépend de К. Pour quelle valeur 


de К la fonction f(t) sera-t-elle identique à g(t) dans l'exemple ? 


b) Résolvez le probléme de valeur initiale 
у +4у= 00, 00) =0,  y(0-0. 


с) La solution à la partie b) dépend де k, mais lorsque f augmente, la solution est toujours une 
oscillation harmonique simple autour de y — 1/4. Tentez de trouver comment l'amplitude de 
cette oscillation éventuelle dépend de k. Ensuite, confirmez votre conclusion en traçant la 
solution pour différentes valeurs de k. » 
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© 18. 


Considérez le probléme de valeur initiale 


rr 1, ГА 
Y E y +4у= fU. y(0) = 0, y'(0) = 0, 


1/28, 4—-k<t<4+k 
nor 
0, O€t«4-k et 1>4+k 


et0 «k«4. 


a) Tracez le graphique de f, (0). Vous devez noter que la région au-dessous du graphique est indé- 
pendante de k. Si f, (t) représente une force, cela signifie que le produit de la longueur de la 
force et de l'intervalle de temps durant lequel elle agit ne dépend pas de К. 

b) Écrivez f, (£) en termes de la fonction unité échelon, puis résolvez le probléme de valeur 
initiale. 

€) Tracez la solution pour k = 2, k = 1 et k = 1/2. Décrivez en quoi la solution dépend de К. 


ш Larésonance et les pulsations Dans la section 3.9, on a vu qu'une oscillation harmonique non amor- 
tie (comme un systéme masse-ressort) avec une fonction de contrainte sinusoidale produit une résonance 
si la fréquence du terme de contrainte est la méme que la fréquence naturelle. Si la fréquence contrainte 
est légèrement différente de la fréquence naturelle, alors le système produit une pulsation. Dans les pro- 
blémes 19 à 23, on explore l'effet de certaines fonctions de contrainte périodiques non sinusoidales. 


© 19. 


© 20. 


21. 


Considérez le probléme de valeur initiale 


у +у= 50), 0-20,  y(0-0, 


FO = ult) +2У (Du, ©. 
k=1 


a) Tracez le graphique de f(t) dans l'intervalle 0 < t < бл. 
b) Trouvez la solution au probléme de valeur initiale. 


€) Soit = 15. Tracez le graphique de la solution pour 0 < t < 60. Décrivez la solution et expliquez 
son comportement. 
d) Observez comment la solution change lorsque n augmente. Que se passe-t-il lorsque n — оо? 


Considérez le probléme de valeur initiale 
YX'*01y*y-f() хжХ0-0,  y(0-0, 
où f(t) est la méme qu'au probléme 19. 


a) Tracez le graphique de la solution. Utilisez une valeur assez grande de п et un intervalle 
pour ź assez ample pour que la partie transitoire de la solution devienne négligeable et que le 
régime permanent apparaisse clairement. 

b) Évaluez l'amplitude et la fréquence du régime permanent dans la solution. 

с) Comparez les résultats de la partie b) avec ceux de la section 3.9 pour un oscillateur contraint 
par une fonction sinusoidale. 


Considérez le probléme de valeur initiale 


Y-y-g(t  y(0)=0, у(0)-0, 


80) = uy(0* У C Du). 


k=1 
а) Tracez le graphique de g(r) dans l'intervalle 0 < t < бл. Comparez ce graphique avec celui 
de f(t) dans le problème 19 а). 


b) Trouvez la solution au problème de valeur initiale. 


€) Soit n= 15. Tracez le graphique de la solution pour 0 < < 60. Décrivez la solution et expliquez 
son comportement. Comparez-la à la solution du probléme 19. 


d) Observez comment la solution change lorsque n augmente. Que se passe-t-il lorsque n — оо? 
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р (922. Considérez le problème de valeur initiale 
y” +0Лу +у= 800), 0-0, у(0)-0, 
ой g(t) est la méme qu'au probléme 21. 


a) Tracez le graphique de la solution. Utilisez une valeur de n assez grande et un intervalle / 
assez ample pour que la partie transitoire de la solution devienne négligeable et que le régime 
permanent apparaisse clairement. 

b) Estimez l'amplitude et la fréquence du régime permanent dans la solution. 

с) Comparez les résultats de la partie b) avec ceux du probléme 20 et de la section 3.9 pour un 
oscillateur contraint par une fonction sinusoidale. 

© 23. Considérez le problème de valeur initiale 


ужу-ЖҚ), у(0)-0, у(0)-0, 


n 
k 
А) = ug() £29 C DI uuu). 
kl 
Vous devez noter que ce probléme est identique au probléme 19, sauf que la fréquence du terme 
de contrainte a été augmentée. 


a) Trouvez la solution à ce probléme de valeur initiale. 

b) Soit n 2 33. Tracez le graphique de la solution pour 0 < f € 90 ou dans un intervalle plus grand. 
Votre graphique devrait montrer une pulsation clairement reconnaissable. 

€) À partir du graphique de la partie b), évaluez la période lente et la période rapide de cet 
oscillateur. 


d) Pour l'oscillateur contraint par une fonction sinusoidale de la section 3.9, on a montré que la 
fréquence lente est de lo- @j/2, ой &, est la fréquence naturelle du système et æ la fréquence 
contrainte. De la méme manière, la fréquence rapide est de (0 + а),)/2. Utilisez ces expres- 
sions pour calculer la période rapide et la période lente de l'oscillateur. Comment les résultats 
se comparent-ils avec vos estimations de la partie с)? 
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Dans certaines applications, il est nécessaire de traiter des phénomènes de nature impulsive 
comme les tensions ou les forces de grande intensité qui agissent dans des intervalles de temps 
très courts. De tels problèmes conduisent souvent à des équations différentielles de la forme 


ay” + by + cy = g(t), (1) 
où g(f) est élevée dans un court intervalle £, — T< t< t+ T et où elle est nulle ailleurs. 
L'intégrale /(7) définie par 
10+т 
(ш= / вда (2) 
10-7 
ou, puisque 2(4) = 0 à l'extérieur de l'intervalle (t, — 7, t, + Т), 


(= | (бай, (3) 


est une mesure de la force de la fonction de contrainte. Dans un système mécanique, ой (4) est 
une force, I(T) est l'impulsion totale de la force g(t) dans l'intervalle de temps (f, — T, t, + т). De 
méme, si y est le courant dans un circuit électrique et si g(f) est la dérivée de temps de la tension, 
alors I(T ) représente la tension totale marquée par le circuit dans l'intervalle (t, — T, tọ + T). 
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En particulier, on suppose que f, est nul et que g(t) est 


1/(21), —-T«ft«1, 4 
«0-407 [o fZ-T ou і>т, Ge 
où 7 est une constante positive très petite (voir la figure 6.5.1). Selon l'équation (2) ou (3), il 
s'ensuit directement que, dans ce cas, I(T) = 1 indépendamment de la valeur de т, tant que т +0. 
Maintenant, on idéalise la fonction de contrainte d, en supposant qu'elle agit dans des inter- 
valles de plus en plus courts. Autrement dit, il faut que т — 0* (voir la figure 6.5.2). En passant 
à la limite, on obtient 


limd,(=0, — tz0. (5) 
тә0* 


| Figure 6.5.1 | Graphique de y = 4, (2). 


| Figure 6.5.2 | Graphiques de y = d, (f) lorsque т 07. 


De plus, puisque /(7) = 1 quel que soit 7 0, il s'ensuit que 
lim /(7) «1. (6) 


2-9” 


On utilise les équations (5) et (6) pour définir une fonction impulsion unitaire б, qui 
transmet une impulsion de magnitude 1 en т = 0, mais qui est nulle quel que soit t différent de 
zéro. Autrement dit, la «fonction» ó est définie comme admettant les propriétés 


ó(t) = 0, tx 0, (7) 
ГЕ ó(t)dt =1. (8) 


Aucune fonction élémentaire ne satisfait aux équations (7) et (8). La «fonction» ó définie раг 
ces équations est un exemple de ce qu'est une fonction généralisée ou une distribution. On 
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appelle généralement cette dernière fonction delta de Dirac’. Puisque ó(t) correspond à une 
impulsion égale à 1 en f = 0, une impulsion égale à 1 en un point arbitraire t = t, est donnée 
раг ó(t — 1). А partir des équations (7) et (8), il s'ensuit que 


ó(t — t) = 0, tz fs, (9) 


ó(t — t,)dt —1. (10) 


La fonction delta ne satisfait pas aux conditions du théoréme 6.1.2, mais sa transformée de 
Laplace peut néanmoins être formellement définie. Puisque ó(f) est définie comme la limite 
de d (À lorsque т — 0,11 est naturel de définir la transformée de Laplace de б comme une 
limite similaire à la transformée de 4„ En particulier, on supposera que f, > 0, et on définira 
£L (ó(t — t,)) par l'équation 


£l — 1,)] = lim {4,01 1j. (11) 


Pour évaluer la limite dans l'équation (11), on note d'abord que si т< f, ce qui doit éventuelle- 
ment être le cas lorsque т — 07, alors f, — т> 0. Puisque d, (7 — t,) est non nulle dans l'intervalle 
def,—Tàt,+7ona 


£la,- 1) - / тена (t — 1t, dt 


fot 
- f e "d. (t — t,)dt. 
10-7 


En substituant à d, (t — t) son expression selon l'équation (4), on obtient 


1 іт 1 t=to+T 
Lid (t-t ->f e "dt =-— e” 

{ -( a 2T 10-7 2ST -— 

1 
— =g (ез: - e") 
oü 2st 
sinh ST y 
Lid (t-t)}= е". (12) 


ST 


Le quotient (sinh sT )/57 est indéterminé lorsque T — 0, mais on peut évaluer sa limite avec 
la règle de L’ Hospital. On obtient 
sinh sT scoshst | 1 


lim = lim 
1-0” ST 1-0” 8 


Alors, à partir de l'équation (11), il s'ensuit que 
£ló(t- 2 е". (13) 


L'équation (13) définit C (Ó(t — 1,)}, quel que soit t, > 0. Pour admettre г, = 0, on étend ce résultat 
lorsque t, — 0 dans le second membre de l'équation (13). Ainsi, 


LISH} = lim e^ 21. (14) 
19—0* 


2. Paul A. M. Dirac (1902-1984), physicien mathématicien anglais, a obtenu son doctorat de l'Université de Cambridge 
en 1926 et y a enseigné les mathématiques jusqu'en 1969. П a recu le prix Nobel de physique en 1933 (avec Erwin 
Schródinger) pour son travail fondamental en mécanique quantique. Son travail le plus remarquable portait sur 
l'équation relativiste pour l'électron, publié en 1928. À partir de cette équation, il a prédit l'existence d'un anti- 
électron, ou positron, qu'il a observé pour la première fois en 1932. А sa retraite, après avoir quitté l'Université 
de Cambridge, Paul A. M. Dirac s'est installé aux États-Unis et il y a occupé le poste de professeur-chercheur à la 
Florida State University. 
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De la méme manière, il est possible de définir l'intégrale du produit de la fonction delta et 
de toute fonction continue f. On a 


(Гза-шуоа- Ішті f аад. (15) 


En utilisant la définition (4) de d, (t) et le théorème de la moyenne pour les intégrales, on a 


J аа-а 2. f төш 
ЖЕЗ 27 Ду-т 


= 2020-80) = /@®), 


T 
OÙ f, — T< f* < fF T. Ainsi, t* — t, lorsque 7 — 07, et il s'ensuit qu'à partir de l'équation (15), 


T ó(t - t) f()dt = f(t). (16) 


Il est souvent approprié d'introduire la fonction delta quand on étudie des problémes d'im- 
pulsion et de la traiter formellement comme s'il s'agissait d'une fonction ordinaire. Ce cas 
est illustré dans l'exemple 1. Cependant, il faut réaliser que la justification ultime de telles 
démarches doit reposer sur une analyse approfondie des opérations concernées. Une telle théo- 
rie mathématique a été rigoureusement élaborée, mais elle ne sera pas discutée ici. 


| Exemple1 | Trouvez la solution au problème de valeur initiale 


2y" +y +2у= ó(t- 5), (17) 


y(0)=0, у(0)-0. (18) 


Ce probléme de valeur initiale apparait dans l'étude du même circuit électrique et du même oscillateur 
que dans l'exemple 1 de la section 6.4. La seule différence réside dans le terme de contrainte. 

Pour résoudre ce probléme de valeur initiale, on prend la transformée de Laplace de l'équation 
différentielle et on utilise les conditions initiales. Ainsi, on obtient 


(252 + s + 2)Y (s) = e^. 


Alors, 
e e? 
Y(s)- = Е 1 
гш | J 15 A 
s+—| + 
4 16 
Selon le théorème 6.3.2 ou à partir de la ligne 9 du tableau 6.2.1, on a 
1 
ga (+1) +13 = ет" in, (20) 
4) 16| М5 
Ainsi, selon le théoréme 6.3.1, on a 
В 2 -0-54 V15 
у= FO и, (De m sin GS), (21) 
qui est la solution formelle au problème donné. Il est aussi possible d'écrire y sous la forme 
0, t «5, 
Y=) 2 cesa 115 (22) 


віп---(1- 5), t25. 
4/15 4 
Le graphique de l'équation (22) est illustré à la figure 6.5.3. Puisque les conditions initiales en 
t = 0 sont homogènes et qu'il n'y a aucune source d'excitation avant t = 5, aucune réponse ne sur- 
vient dans l'intervalle 0 < t < 5. L'impulsion en т = 5 produit une oscillation décroissante qui persiste 
indéfiniment. La réponse est continue en t = 5 malgré la singularité dans la fonction de contrainte en 
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» ce point. Cependant, la première dérivée de la solution admet une discontinuité de type saut en f = 5, 
et la deuxiéme dérivée admet une discontinuité infinie à cet endroit. C'est ce qu'exige l'équation diffé- 
rentielle (17), puisqu'une singularité d'un membre de l'équation doit étre équilibrée par une singularité 
correspondante dans l'autre membre. 


| Figure 6.5.3 | Solution au problème de valeur initiale (17), (18): 


2y” +y %2у-6(1- 5), у(0)-0, у(0)- 0. 


Quand on étudie des problémes d'impulsion, l'utilisation de la fonction delta simplifie géné- 
ralement les calculs mathématiques, souvent de facon assez importante. Cependant, si l'excitation 
réelle se produit durant un intervalle de temps bref, mais non nul, alors une erreur sera introduite 
si on considère l’excitation comme étant instantanée. Cette erreur peut être négligeable, mais 
dans un probléme pratique, elle ne doit pas étre écartée sans avoir été considérée. Le probléme 16 
vous demande d'étudier cette question dans le cas d'un oscillateur harmonique simple. 


Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 12, 
a) trouvez la solution au problème de valeur initiale; 


b) tracez son graphique. 


© 1. y’+2y -2у-6(і- л); y(0)= 1, y (0)=0 

© 2. y" c Ay 2 Ó(t - л) - ó(t - 2л); y(0) = 0, y (03-0 
© 3. y" +3у +2y= ó(r- 5) + uy (D; y(0) = 0, y (0) = 1/2 
© 4. у”-у--206(-3); »(0) = 1, у (0-0 

© 5. y”’+2y + 3у = sin t+ Ó(t – Зл); y(0) 2 0, y (0020 
© 6. y” +4 = Ó(t - 4л); y(0) = 1/2, y (0)=0 

© 7. у +у=д(ї— 2л) cos t; y(0) = 0, y (0) = 1 

© 8. у”+4у=2б(1- 7/4); у(0)-0,  y(0-0 

© 9. у'+у=и, „(0+ 300 — 32/2) - us, (0; у0)-0, y (0)=0 
© 10. 2y”+ y' + 4у = ó(t — x/6) sin г; y(0) = 0, y (0020 
© 11. y" +2y + 2y 2cos t + Ó(t — 2/2); y(0) = 0, y (0)=0 


©12. y? - у= ó(t - 1); x0-20, (0-20 у%0-0, у”(0-0 d 
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© 14. 


© 16. 


. Considérez une fois de plus le systéme de l'exemple 1 de la présente section, dans lequel une 


oscillation subit une impulsion égale à 1 en t = 5. Supposez qu'on désire ramener le système au 

repos aprés exactement un cycle, autrement dit quand la réponse revient d'abord à l'équilibre en se 

déplaçant dans la direction positive. 

a) Déterminez l'impulsion kô(t — t,) qu'on doit appliquer au système afin d'atteindre cet objectif. 
Vous devez noter que К est l'intensité de l'impulsion et que f, est le temps de son application. 

b) Résolvez le probléme de valeur initiale résultant, puis tracez sa solution pour démontrer que 
celle-ci se comporte de la manière précisée. 


Considérez le probléme de valeur initiale 
y'ryy*y-ó(t-D, у0-0, у(0-0, 
où У est le coefficient d'amortissement (ou la résistance). 


а) Soit y — 1/2. Trouvez la solution au probléme de valeur initiale et tracez son graphique. 


b) Trouvez le temps f, auquel la solution atteint sa valeur maximale. De plus, trouvez la valeur 
maximale y, de la solution. 


с) Supposez maintenant que y - 1/4. Répétez les exercices des parties a) et b). 


d) Déterminez comment f, et y, varient lorsque y diminue. Quelles sont les valeurs de f, et de y, 
lorsque y = 0? 


. Considérez le probléme de valeur initiale 


y” + yy *yc-kó(t - 1), y(0) = 0, у (0)-0, 
où k est l’intensité d’une impulsion en t = 1 et y est le coefficient d'amortissement (ou la résistance). 


а) Soit y — 1/2. Trouvez la valeur de k pour laquelle la réponse atteint un pic de hauteur 2. Notez 
cette valeur K,. 


b) Répétez la partie a) pour y = 1/4. 
c) Déterminez comment К, varie lorsque у diminue. Quelle est la valeur de Ё, lorsque y = 0? 


Considérez le probléme de valeur initiale 
y*y-f(  x0-0, у(0)-0, 
Où f, (0) = [u, (0 — u4,, (091/26 avec 0< k< 1. 
a) Trouvez la solution y = (г, k) au problème de valeur initiale. 
b) Calculez lim ф (t, k) à partir de la solution trouvée à la partie а). 
c) Vous devez moter que lim f, (0 = ó(t 4). Trouvez la solution (f) au probléme de valeur 
initiale avec f, (0) SUR par ó(t — 4). Est-il vrai que Q4 (1) = па фа, k)? 


d) Tracez le graphique de д (t, 1/2), д (t, 1/4) et ф,(7) dans un même plan. Décrivez la relation 
entre ó(t, k) et ф,00). 


ш Les problèmes 17 à 22 ont pour sujet l'effet d'une suite d'impulsions sur un oscillateur non amorti. 


Soit 


у+у= 00,  y(00-20, у(0)-0. 


En ce qui concerne chacun des choix suivants pour f(t), procédez comme suit. 


a) Essayez de prévoir la nature de la solution sans résoudre le probléme. 


b) Testez votre prédiction en trouvant la solution et en traçant son graphique. 


c) Déterminez ce qui se produit quand la suite d'impulsions prend fin. 


(& 17. 


© 19. 


20 20 

А) = Mt - ka) © 18. у) = Y C-Db*'ó(r- kr) 
k=1 k=1 
20 20 

А) = X Slt- Кл/2) © 20. у) = У CDEN- kx12) 


k=1 k=1 
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15 40 
› @ 21. Р) = tt - Qk- Dx] 0922. f()- Y/-0*!6(-11u4) 
k-l k=l 
© 23. La position d'un certain oscillateur légèrement amorti satisfait au problème de valeur initiale 
20 
y"+0,1y+y= XCDS- Кл), у(0)-0. у(0-0. 
k=l 
Vous devez noter que, sauf pour le terme d'amortissement, ce probléme est le même que le 
probléme 18. 
a) Essayez de prévoir la nature de la solution sans résoudre le probléme. 
b) Testez votre prédiction en trouvant la solution et en traçant son graphique. 
c) Déterminez ce qui se produit quand la suite d'impulsions prend fin. 
24. Procédez comme au probléme 23 pour l'oscillateur qui satisfait à 
15 
y” + 01у +y= J ôl- (2 0л], у(0-0, y (020. 
k=l 
Vous devez noter que, sauf pour le terme d'amortissement, ce problème est le même que le 
probléme 21. 
25. a) À l'aide de la méthode de variation des paramétres, montrez que la solution au probléme de 
valeur initiale 


y'-2y-2y-f(0,  y(00-0, у(0-0 


est 
1 
y- / е” Қтувіп(-т)ат. 
0 


b) Montrez que si f(f) = ó(t — x), alors la solution de la partie a) se réduit à 
y= u, (et? sin(t — л). 


c) Utilisez la transformée de Laplace pour résoudre le probléme de valeur initiale avec 
ГО) = Ó(t — л) et confirmez que la solution concorde avec le résultat de la partie b). 


16.6 | Le produit de convolution 


Parfois, il est possible de poser une transformée de Laplace H(s) comme étant le produit de deux 
autres transformées F(s) et G(s), où F et G sont les transformées respectives des fonctions f 
et g. On pourrait alors croire que H(s) est la transformée du produit de fet de g. Cependant, ce 
n'est pas le cas. En d'autres mots, la transformée de Laplace n'est pas distributive sur la multi- 
plication. Toutefois, si on introduit un «produit généralisé » défini de manière appropriée, alors 
la situation change, comme l'énonce le théoréme qui suit. 


Théoréme 6.6.1 


Si F(s) = C(f (0) et G(s) = C(g(t)) existent pour s > a > 0), alors 
H(s) = F(s)G(s) = L(h(r)), s>a, (1) 


h(t) -/ f(t—-T)g(v)dv -/ f(T)g(t-Ttdt. (2) 


La fonction A est dite la convolution de fet de g. Les intégrales dans l'équation (2) sont dites 
produits de convolution. 
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On obtient l'égalité des deux intégrales de l'équation (2) en effectuant le changement de 
variable t — т = 4 dans la première intégrale. Avant de prouver ce théorème, voici quelques 
observations sur le produit de convolution. Selon ce théoréme, la transformée de la convolution 
de deux fonctions, plutót que la transformée de leur produit ordinaire, est donnée par le pro- 
duit des transformées distinctes. Par convention, on peut considérer le produit de convolution 
comme un produit généralisé en écrivant 


h(t) = (Р * 8)0). (3) 


En particulier, la notation (f ж g)(f) sert à indiquer la première intégrale qui apparait dans 
l'équation (2). La convolution f * 2 posséde de nombreuses propriétés identiques à celles de la 
multiplication ordinaire. Par exemple, on peut montrer que 


f*g2gsf (commutativité) (4) 
f*(gy*g)-f*g,tf*g,  (ditributivité) (5) 
(f*g)*h-f*(gxh) (associativité) (6) 
f*020*fz-0. (7) 


Dans l'équation (7), les zéros пе dénotent pas le nombre 0, mais plutót la fonction dont la valeur 

est 0 pour chaque valeur de t. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ces propriétés. 
Cependant, il existe d'autres propriétés de la multiplication ordinaire qu'un produit de 

convolution n'admet pas. Par exemple, il est généralement faux que f * 1 soit égal à f. En effet, 


изро = f /а-т)-14г= f ra- дас 
0 0 


Si, par exemple, f (f) = cos t, alors 


d =t 
c*0- f cos(t — T)dT = —sin(t— T) 2 
0 vm 
= —sinO +sinf 
= sint. 


Donc, (f * D(A) + f(t). De la méme manière, on n'a pas toujours que f ж f soit positif. Reportez- 
vous au probléme 3 pour voir un exemple. 

On trouve les produits de convolution dans plusieurs applications ой le comportement d'un 
système au temps / dépend non seulement de son état à cet instant, mais aussi de son état dans 
le passé. Les systémes de ce type sont parfois dits systémes héréditaires, et on les rencontre par 
exemple dans le transport de neutrons, la viscoélasticité et la dynamique des populations. 

En revenant à la preuve du théoréme 6.6.1, on remarque d'abord que si 


F(s)- / e fd 
et 
со) f "goar 
alors | 
к®)сб@)= [ езе f escas (8) 


Puisque l'intégrande de la première intégrale ne dépend pas de la variable d'intégration de la 
seconde, on peut écrire F(s)G(s) sous la forme de l'intégrale itérée 


Р()С() = / I / ела an 


= / аа) | / 7 gem fé ат. (9) 
0 0 
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On peut réécrire cette expression sous une forme plus appropriée en introduisant de nouvelles 
variables d'intégration. D'abord, on pose é= t — т, où Test fixée, pour que é = 0. En outre, = 0 
correspond à т = т, et 4 = оо correspond à f = оо; alors l'intégrale par rapport à & dans l'équa- 
tion (9) devient une intégrale par rapport à t. Ainsi, 


Fox) f so [ema ат. (10) 
0 т 


L'intégrale du second membre de l'équation (10) est illustrée par la région ombragée en forme 
de coin qui s'étend vers l'infini dans le plan t7 (voir la figure 6.6.1). En supposant qu'on peut 
inverser l'ordre d'intégration, on réécrit l'équation (10) pour que l'intégration par rapport à 7 soit 
d'abord réalisée. On obtient finalement 


F(s)G(s)— p ШЕ: | dt (11) 
0 0 


ou 
F(s)G(s) = f "e" куй = LIRO), (12) 
0 


où A(t) est définie par l'équation (2), ce qui complète la preuve du théorème 6.6.1. 


ПТ! | Région d'intégration en F(s)G(s). 


Trouvez la transformée inverse de 


a 


HUE TY 


(13) 


Considérez H(s) comme le produit de s? et de a/(s? + а?) qui, selon les lignes 3 et 5 du tableau 6.2.1, 
sont respectivement les transformées de t et de sin at. Ainsi, selon le théorème 6.6.1, la transformée 
inverse de Н(5) est 


—sinat 


1 
t 
"o= f (= t)sinat dt = ET. (14) 
0 a 
Il est possible de vérifier que le résultat est le même si / (7) est écrite sous la forme 
1 
h(t) =f твіпа(1- т) ат, 
0 


ce qui confirme l'équation (2) dans ce cas. Bien sûr, on peut aussi trouver A (t) еп développant 
H(s) en fractions partielles. 
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| Exemple2 | Trouvez la solution au probléme de valeur initiale 


Y" + 4у= e(t), (15) 
»(0) = 3, y(0) =-1. (16) 


En prenant la transformée de Laplace de l'équation différentielle et en utilisant les conditions 
initiales, on obtient 


s?Y(s) — 3s + 1 + AY(s) = G(s) 


ou 

35-1 G(s) 
52-4 5+4 
Il faut noter que les premier et deuxiéme termes du second membre de l'équation (17) renferment la 
dépendance de Y(s) par rapport respectivement aux conditions initiales et à la fonction de contrainte. 
On peut réécrire Y(s) sous la forme 


Y(s)- 


(17) 


5 1 2 1 2 
Y(s)=3— 
в) $44 25°+4 252+4 


G(s). (18) 
Ensuite, en utilisant les lignes 5 et 6 du tableau 6.2.1 et le théoréme 6.6.1, on obtient 


1 
y=3cos21- Без à / sin2(t — т)е(т)ат. (19) 
0 


Si une fonction de contrainte spécifique g est donnée, alors on pourra évaluer l'intégrale 
dans l'équation (19) (avec des méthodes numériques, si nécessaire). 

L'exemple 2 illustre la puissance du produit de convolution comme outil pour obtenir la 
solution à un probléme de valeur initiale en termes d'une intégrale. En fait, il est possible de 
procéder sensiblement de la méme maniére avec des problémes plus généraux. On considére 
l'équation différentielle 


ay" + by + cy = g(t), (20) 


où а, b et c sont des constantes et g est une fonction donnée, avec les conditions initiales 

y(0)=0,  y(0-». (21) 
La méthode des transformées donne un bon aperçu de la structure de la solution aux problèmes 
de ce type. 

On appelle souvent le probléme de valeur initiale (20), (21) un probléme d'entrée-sortie. 
Les coefficients a, b et c caractérisent les propriétés d’un système physique, et g(t) est l'entrée 
du système. Les valeurs y, et y, décrivent l'état initial, et la solution y est la sortie au temps f. 

En prenant la transformée de Laplace de l'équation (20) et en utilisant les conditions ini- 
tiales (21), on obtient 


(as? + bs + c)Y(s) - (as b)y, — ау, = G(s). 


Siona " , 
e(s- (2500 490 pepe бо 2 (22) 
as” +bs+c as” +bs+c 
alors on peut écrire 
Y(s) = Ф (s) + V(s). (23) 
Par conséquent, 
у= ф(0) + v), (24) 


où (A = L''{P(s)} et y(r) = C (WV (s)). П faut noter que y = @(ї) est une solution au probléme 
de valeur initiale 


ay" + Бу + cy = 0, у(0) = y; У'(0) = y, (25) 


6.6 Le produit de convolution ЖҰ |» 


obtenue à partir des équations (20) et (21) en posant g(f) égale à zéro. De la méme manière, 
у= y( est la solution à 


aÿ"+by +cy=g@,  y(0)=0,  y(0-0, (26) 


dans laquelle les valeurs initiales y, et y; sont toutes deux remplacées par zéro. 

Quand on donne des valeurs spécifiques à a, à b et à c, on peut trouver ф(7) = 27 {Ф(5)} en 
utilisant le tableau 6.2.1, possiblement en conjonction avec une translation ou un développement 
en fractions partielles. Pour trouver y(t) = 27 {Ҹ(5)), on écrit “(5) sous la forme 


V(s) = H(s)G(s), Q7) 


où H(s) = (as? + bs + с)”. La fonction Н est la fonction de transfert? et elle dépend uniquement 
des propriétés du systéme considéré. En d'autres mots, H(s) est entiérement déterminée par les 
coefficients a, b et c. D'un autre cóté, G(s) dépend seulement de la contrainte externe g(f) qui 
est appliquée au systéme. Selon le théoréme de convolution, on peut écrire 


v) = £^(HG)GG) = / h(t — т)в(т)ат, (28) 


où A(t) = C (H(s)) et g( est la fonction de contrainte donnée. 

Pour mieux comprendre la signification de A(t), on considère le cas ой G(s) = 1. Par consé- 
quent, g(r) = (0) et (5) = H(s). Cela signifie que y = ^(f) est la solution au probléme de valeur 
initiale 

ау” + by + cy = Ó(f), y(0) = 0, y'(0) = 0, (29) 


qui est obtenue à partir de l'équation (26) en remplaçant 2(7) par (t). Ainsi, A(® est la réponse 
du système à une impulsion égale à 1 appliquée en t = 0, et on appelle A(t) la réponse d'impul- 
sion au système. L'équation (28) révèle alors que w{(® est la convolution de la réponse d'impulsion 
et de la fonction de contrainte. 

En se reportant à l'exemple 2, on peut souligner que, dans ce cas, la fonction de transfert est 
H(s) = V(s? + 4) et la réponse d'impulsion est (2) = (sin 20/2. De plus, deux termes du second 
membre de l'équation (19) constituent la fonction ф(7), la solution à l'équation homogène cor- 
respondante qui satisfait aux conditions initiales données. 


Problémes 


1. Démontrez la commutativité, la distributivité et l'associativité du produit de convolution. 
a) f*g-g*f 
b) f* (8+8) =f* 8 tf* 8 
©) fx (g*h)=(f*8)*h 
2. Trouvez un exemple (différent de celui qui est présenté dans cette section) montrant que 
(f  1)(t) n'est pas nécessairement égal à f(t). 


3. Montrez, au moyen de l'exemple f (f) = sin t, que f ж f n'est pas nécessairement non négatif. 


ш Dans les problèmes 4 à 7, trouvez la transformée de Laplace de la fonction. 


1 1 
4. Ға) -f (t — т)2 соѕ2т ат 5. Р) -[ eP sint dt 
0 0 


1 1 
6. so= | (t— T)e' dt 7. so= | sin(1 — т)соѕт ат 
0 0 


3. La terminologie employée vient du fait que H(s) est le ratio des transformées de la sortie et de l'entrée du problème (27). 
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ш Dans les problèmes 8 à 11, trouvez la transformée inverse de Laplace de la fonction en utilisant le 


théoréme de convolution. 


1 5 
8. Р) = + FT DG 4) 
_ 1 _ Сб) 
ча EBD неше a] 


12. а) Si f(r) = t" et g(t) = t^, ой m et n sont des entiers positifs, montrez que 
1 
f * g- pur u" (1 A u)" du. 
0 
b) Utilisez le théoréme de convolution pour montrer que 


1 In! 
fa ite: m'n! 
0 (m4 n4 1)! 


c) Etendez le résultat de la partie b) au cas oü m et n sont des nombres positifs, mais pas néces- 
sairement des nombres entiers. 


Dans les problémes 13 à 20, exprimez la solution au probléme de valeur initiale en termes d'un produit 
de convolution. 


13. y" @?у= g(t); y(0)=0,  y(0)=1 

14. y" +27" + 2у = sin 01; у(0) = 0, (0) = 0 

15. 4y” + 4у' + 17у = g(t); у(0) = 0, y'(0) = 0 

16. уку Зу=1-и (d; O= y@=- 

17. y" * 4y' +4у= g(t); x022, у(0)--3 

18. y" + 3y' + 2у= cos att; y(0) = 1, y(0)20 

19. y? -у= g(0); y(0)=0, y(0-0  Áy'(0-0,  y”(0)=0 

20. y? + 5y" + 4y = (0; y(0)=1, у(0-0, у"(0) =0,  y"(020 


21. Considérez l'équation 


"OT / kt - 5)e(5 d£- 50), 


ой f et k sont des fonctions connues et ф est à déterminer. Puisque la fonction inconnue ф apparaît 
sous la forme d'un signe intégral, l'équation donnée est appelée équation intégrale. En parti- 
culier, elle appartient à une classe d'équations intégrales dites équations intégrales de Volterra. 
Prenez la transformée de Laplace de l'équation intégrale donnée, puis recherchez une expression 
pour représenter £{@(r)} en fonction des transformées L{f(t)} et L{k(r)} des fonctions f et k don- 
nées. La transformée inverse de 210(г)) est la solution à l'équation intégrale originale. 


22. Considérez l'équation intégrale de Volterra (voir le probléme 20): 
1 
ф()% / (t - 5)ф(2)4& = sin2r. (i) 
0 


а) Résolvez l'équation intégrale (1) à l’aide de la transformée de Laplace. 
b) En dérivant l'équation (1) deux fois, montrez que ф(7) satisfait à l'équation différentielle 
ф" (t) - 9 (t) = —4sin2t. 
Montrez aussi que les conditions initiales sont 
000) = 0, (0) = 2. 
с) Résolvez le probléme de valeur initiale de la partie b) et vérifiez que la solution est la méme 
que celle de la partie a). 


ш Dans les problèmes 23 à 25, 


а) résolvez l'équation intégrale de Volterra en utilisant la transformée de Laplace; 
b) convertissez l'équation intégrale en un probléme de valeur initiale, comme dans le probléme 22 Б); 


6.6 Le produit de convolution b 347 0 


с) résolvez le probléme de valeur initiale de la partie b) et vérifiez que la solution est la méme que 
celle de la partie a). 


23. ді)» f (t-Bé(Dd£-1 24. д()- / @-&©)0(@аё=1 


25. ó(n- 2 f cos(ft-Ë)p(ËÉ)MdË = e^ 
0 


ш I] existe aussi des équations, appelées équations intégro-différentielles, qui contiennent à la fois des 
dérivées et des intégrales de la fonction inconnue. Dans les problémes 26 à 28, 


а) résolvez l'équation intégro-différentielle en utilisant la transformée de Laplace; 

b) en dérivant l'équation intégro-différentielle un nombre suffisant de fois, convertissez-la en un pro- 
bléme de valeur initiale ; 

с) résolvez le probléme de valeur initiale de la partie b) et vérifiez que la solution est la méme que 
celle de la partie a). 


26. eos f (-000а4-, 90-0 27. e; ['a- eiat - ф(0)=1 


28. een f біп(-4)0(046, 90-1 


29. Letautochrone Un problème intéressant dans l'histoire des mathématiques est celui qui consiste 
à trouver le tautochrone — une courbe décroissante sur laquelle une particule glisse librement, sous 
l'unique effet de la gravité, et atteint le fond au méme moment, peu importe son point de départ 
sur la courbe. Ce probléme a vu le jour au cours de la construction d'une horloge à balancier dont 
la période était indépendante de l'amplitude du mouvement. Le tautochrone a été découvert par 
Christian Huygens (1629-1695) en 1673 à l'aide de méthodes géométriques, puis par Leibniz et 
Jacques Bernoulli à l'aide d'une approche analytique. La solution de Bernoulli (en 1690) a été 
l'une des premières situations où une équation différentielle a été explicitement résolue. 


La configuration géométrique est illustrée à la figure 6.6.2. Le point de départ P(a, b) est relié au 
point d'arrivée (0, 0) par l'arc C. La longueur s de l'arc est mesurée à partir de l'origine, et f (y) est 
le taux de variation de s en fonction de y: 


ү 7 271/2 
5 x R 
ШЕР | (1) 


Alors, il s'ensuit que, en vertu du principe de conservation de l'énergie, le temps T (b) nécessaire 
à une particule pour glisser de P à l'origine est 


fo) Е 
ау. 
pue y (ii) 


1 b 
ro- f 
428 Jo 4 


P(a, b) 


"Y 


ACTA Le tautochrone. N 
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» а) Supposez que 7 (5) = 7); une constante, pour chaque b. À l'aide de la transformée de Laplace 
de l'équation (11) et du théorème de convolution, montrez que 
28 Т, те 
F iii 
(s)= " Jr Gii) 


puis montrez que 


28 Т, ; 
ЈО) = z dv (іу) 
Suggestion : Reportez-vous au probléme 31 de la section 6.1. 
b) En combinant les équations (1) et (iv), montrez que 


ах. pe (v) 
dy y 
oü 
а-еТИл?. 
с) Utilisez la substitution y = 20 sin?(6/2) pour résoudre l'équation (v), et montrez que 
х= a(0- sin Ө), у= О(1- cos Ө). (vi) 


On peut considérer les équations (vi) comme les équations paramétriques d'un cycloide. 
Par conséquent, le tautochrone est un arc de cycloide. 
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CHAPITRE / 


Les solutions en série 
aux équations linéaires 
du deuxième ordre 


our trouver la solution générale à une équation différentielle linéaire, il faut détermi- 

ner un ensemble fondamental de solutions à l'équation homogène. Jusqu'à maintenant, 

nous avons élaboré une démarche systématique permettant d'obtenir ces solutions fon- 
damentales seulement lorsque l'équation est à coefficients constants. Pour traiter les équations 
à coefficients variables, nous devons étendre notre recherche de solutions au-delà des fonctions 
élémentaires usuelles. Le principal outil dont nous avons besoin est la représentation d'une 
fonction en série de puissances. L'idée de base est semblable à celle de la méthode des coeffi- 
cients indéterminés: on suppose que les solutions à une équation différentielle admettent des 
développements en série de puissances ; ensuite, on tente de déterminer les coefficients de ces 
solutions afin que l'équation différentielle soit satisfaite. 


Rappel sur les séries de puissances 


Dans ce chapitre, nous verrons comment utiliser des séries de puissances pour construire des 
ensembles fondamentaux de solutions aux équations différentielles linéaires du deuxiéme ordre dont 
les coefficients sont des fonctions de la variable indépendante. D'abord, nous résumerons les résul- 
tats pertinents sur les séries de puissances requises. Les lecteurs qui sont familiers avec celles-ci 
peuvent passer à la section 7.2. Par ailleurs, ceux qui ont besoin de plus d'information que celles qui 
sont contenues dans la présente section peuvent consulter un manuel de calcul différentiel et intégral. 


1. On dit qu'une série de puissances Ya, (x — хо)" converge en un point x si 
п-0 


т 
lim Уа,(х-х)! 
т-эсо Аі) 


existe еп ce point. La série converge évidemment pour x = x,. Elle peut converger pour 
tout x ou elle peut ne converger que pour certaines valeurs spécifiques de x. 


2. On dit que la série Ya, (x — x)" converge absolument en un point x si la série 
п-0 


oo оо 


Уа„(х-х,)'|= АЕ xo 


п-0 п-0 
converge. On peut montrer que si la série converge absolument, alors la série converge. 
Cependant, le contraire n'est pas nécessairement vrai. 


n 


3. Un des tests les plus utiles pour établir la convergence absolue d'une série de puissances 
est le test du rapport. Si а, + 0 et si, pour une valeur fixe de x, 


1 
fa a(x- xy) 


Фан = L|x- xo} 
a 


n 


-|х-х lim 
nc 


noo 


a,(x— ху)” 
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alors la série de puissances converge absolument en x si |х — x| < 1/L, et elle diverge si 
[x x | > VL. Si |х — ху] = 1/L, le test n'est pas concluant. 


Pour quelles valeurs de x la série de puissances 


УС D rx = 2)" 


п=1 
converge-t-elle ? 
Afin d'établir l'intervalle de convergence, on utilise le test du rapport. On а 


n+2 n+l 
ша cnc ОЕ a A 
n>)  (-D" n(x- 2)" n>% n 


Selon Гепопсе 3, la série converge absolument pour |x — 2| < 1, c'est-à-dire si 1 < x < 3, et la série 
diverge pour |x — 2| > 1. Les valeurs de x telles que |х — 2| = 1 sont x= 1 et x = 3. La série diverge pour 
chacune de ces valeurs puisque le terme général de la série ne tend alors pas vers zéro lorsque n — ee. 


4. Si la série de puissances Ja x- x converge en x = x, elle converge absolu- 
n=0 


ment lorsque |х — x,| < |х, — ху]; et si la série de puissances diverge en x = хі, elle 
diverge lorsque |x — x,| > |x; — x; |. 
5. Pour une série de puissances typique, comme celle de l'exemple 1, il existe un nombre 


positif p, appelé le rayon de convergence, tel que > a,(x— x)” converge absolument 
п-0 

lorsque |x — х,| < p et diverge lorsque |x — x,| > p. L'intervalle. |х – х <р est appelé 
l'intervalle de convergence ; il est illustré par la partie hachurée de la figure 7.1.1. La 
série peut soit converger, soit diverger lorsque |х — x;| = p. De nombreuses séries de 
puissances importantes convergent pour toute valeur de x. Dans ce cas, on dit habi- 
tuellement que p est infini, et l'intervalle de convergence correspond à la droite des 
nombres réels au complet. П est aussi possible qu'une série de puissances converge 
uniquement en ху. Pour une telle série, on dit que р = 0, et la série n'a pas d'intervalle 
de convergence. Quand on tient compte de ces cas particuliers, on constate que toute 
série de puissances admet un rayon de convergence non négatif p et que si p > 0, alors 
il y a un intervalle de convergence (fini ou infini) centré en х. 


Séri Série Séri 
érie érie 
. ——J]——- absolument ——»—— . 
divergente divergente 
convergente 
h LIL ы. рор Д » 
ТТТ 
Xo-p Xo Xo +P * 


N Série soit "d 


convergente, soit divergente 


iS: IVA Intervalle de convergence d'une série de puissances. 
| Exemple2 | Déterminez le rayon de convergence de la série de puissances 


On applique le test du rapport: 


(x+ p n2" 
(n D2"" (x - 1)" 


dx]... n _|х+1 
7022 non+tl 2 


noo 
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Par conséquent, la série converge absolument lorsque |х + 1| < 2, c'est-à-dire lorsque —3 < x < 1, et elle 
diverge lorsque |х + 1| > 2. Le rayon de convergence de cette série de puissances est p = 2. Finalement, 
on vérifie les extrémités de l'intervalle de convergence. En x = 1, la série devient la série harmonique 


qui diverge. En x = 3, оп а 


55. D’ ус 1)" 

mi n2" р шоп ' 
qui converge (mais ne converge pas absolument). On dit que la série converge conditionnellement 
en x = —3. Pour résumer, on peut dire que la série de puissances donnée converge lorsque -3 < x < 1 
et qu'elle diverge dans les autres cas. Elle converge absolument lorsque —3 « x « 1, et son rayon de 
convergence est égal à 2. 


On suppose que Xa. (x — x9)" et У, b, (x — x)” convergent respectivement vers f(x) et g(x) 
n=0 n=0 


lorsque |x — x| < p avec р> 0. 
6. On peut additionner ou soustraire les deux séries terme à terme et on obtient 


FO + а(х) = У (а, £ b, )x — ху)". 


n=0 
Les séries résultantes convergent lorsque |х — x,| < p avec p > 0. 


7. On peut multiplier les deux séries et alors, 


Әде sour | а-ә Ye x 20)" 


п-0 п-0 п-0 
où c, = a,b, a,b, ++: a, by. La série résultante converge au moins pour |х - Xol <p. 


De plus, si g(x,) + 0, on peut diviser les deux séries et alors 


fe) Na 002% 
s 2,5077" 


Dans la plupart des cas, il est plus facile d'obtenir les coefficients d, en identifiant les 
coefficients correspondants dans la relation 


Уа,(х- x Sao | Se x" | 
5а.) (x — x)". 


n-0 \ k=0 


De plus, pour ce qui est de la division, le rayon de convergence de la série de puissances 
résultante peut étre inférieur à p. 


8. La fonction f est continue et infiniment dérivable lorsque |х — х,| < p. De plus, on peut 
obtenir f", f^, ... en dérivant la série terme à terme. Autrement dit, 


Р(х) =а, +2а,(х- х) +:::+па (х= ху)! dan 
n У па,(х- x)", 
n-l 
f" (x) = 2а, + ба,(х— xo) Te —n(n-1)a,(x - х)" +... 


= У п(п -Ца, (х- ху), 
п-2 


et ainsi de suite, et chacune des séries précédentes converge absolument pour |x — x| <р. 
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9. La valeur de a, est donnée par 


_ y" x3 


n! 


a 


n 


Cette série est appelée la série de Taylor de la fonction f autour de x = x,. 


10. Si Ya, (x—x,)" = ХЫ (х= хо)" pour tout x au voisinage du point хо, alors a, = b, 
п-0 п-0 с. 

pour n = 0, 1, 2, 3,... En particulier, si Ха (х — х)" = 0 pour tout x au voisinage 
п-0 


de x, alors у-4а)----а,-»--0. 


Une fonction f dont le développement en série de Taylor autour de x — x, est 


oo (n) 
КЕ Dax, 


n=0 


avec un rayon de convergence p > 0, est une fonction analytique en x = x,. Toutes les fonctions 
familiéres du calcul différentiel et intégral sont analytiques, sauf peut-étre en certains points 
facilement reconnaissables. Par exemple, sin x et е" sont analytiques en tout point, 1/х est ana- 
lytique sauf en x = 0 et tan x est analytique sauf en des points qui sont des multiples impairs 
de л/2. Selon les énoncés 6 et 7, si fet g sont analytiques en x, alors f+ g, f - g et f/g [pourvu 
que g(x,) # 0] sont aussi analytiques en x = x. À bien des égards, le contexte naturel d'utilisa- 
tion des séries de puissances est le plan complexe. Les méthodes et les résultats présentés dans 
ce chapitre peuvent presque toujours étre étendus directement aux équations différentielles 
dans lesquelles les variables indépendantes et dépendantes ont des valeurs complexes. 


Translation de l'indice de sommation [L'indice de sommation dans une série infinie 
est un paramétre muet, tout comme la variable d'intégration dans une intégrale définie est 
une variable muette. Par conséquent, le choix de la lettre qui sert d'indice est arbitraire. Par 
exemple, 


De façon similaire aux changements de variables dans les intégrales définies, il peut être utile 
d'effectuer des transformations sur les indices de sommation en calculant les solutions en série 
d'équations différentielles. À l'aide de divers exemples, on illustre comment effectuer une trans- 
lation de l'indice de sommation. 


Écrivez Ya sous la forme d'une série dont le premier terme correspond à n = 0 plutôt qu'à n = 2. 
n-2 
Soit m = n — 2. Alors, n = m + 2 et n = 2 correspond à m = 0. Ainsi, 


n m+2 
Var =) doge. (1) 
n=2 


m=0 


En écrivant les premiers termes de chacune de ces séries, on peut vérifier que ces séries admettent 
exactement les mêmes termes. Enfin, dans la série du second membre de l'équation (1), on peut rem- 
placer l'indice m par n. On obtient alors 


n n+2 
у a,x = у ах * (2) 
п-2 п-0 


Ainsi, оп a translaté l'indice de 2 unités vers le haut et оп a régularisé l'écriture de la série еп com- 
mengant le calcul 2 unités plus bas. 
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Exemple 4 Écrivez la série 


Ya + 2)(п + а, (x — x9)? (3) 


п=2 
sous la forme d'une série dont le terme général est en (x — x)” plutôt qu'en (x — хо)". 
Une fois de plus, on translate l'indice de 2 unités de sorte que п soit remplacé par n + 2, et on 
commence le calcul 2 unités plus bas. On obtient 


X040 33a, 20-0)". (4) 


п-0 
On peut facilement vérifier que les termes dans les séries (3) et (4) sont identiques. 


| Exemples | Ecrivez l'expression 


No ne x (5) 
п-0 
sous la forme d'une série dont le terme général est en x"*". 
Ж (r n)a, хт". (6) 


п-0 
Premièrement, on translate l'indice de 1 unité vers le bas, et on commence le calcul 1 unité plus 
haut. Ainsi, 


со oo 


DC +n)a, х" = Ус -n-Da, x". (7) 


п-0 n-l 
Encore une fois, on peut facilement vérifier que les deux séries dans l'équation (7) sont identiques et 
qu'elles sont exactement les mémes que celles de l'expression (5). 


Exemple 6 Supposez que 
2 nat = Su" М 


n=l n=0 
pour tout x, et déterminez-en les conséquences sur les coefficients а,. 

Selon l'énoncé 10, on peut égaliser les coefficients correspondants dans les deux séries. Pour ce 
faire, on doit d'abord réécrire l'équation (8) afin que les séries admettent la méme puissance de x dans 
leurs termes généraux. Par exemple, dans les séries du premier membre de l'équation (8), on peut rem- 
placer n par n + 1 et commencer le calcul à 1 unité plus bas. Ainsi, l'équation (8) devient 


У (п+ Da, x" 2 Уа, х". (9) 
п=0 п=0 
En vertu de l'énoncé 10, on conclut que 
(n+ 1)a = ap п-0,1,2,3,... 
ой 


=  n=0,1,2,3,... (10) 
nl 


а 


Par conséquent, selon les valeurs de n dans l'équation (10), on a 


a а а„ а 
d, = dg, 4,22, g=, 
2 2 3 3! 
et ainsi de suite. En général, 
а, 
“рг п-і, 2, 3,... (11) 
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» Ainsi, la relation (8) permet d'obtenir les coefficients de la série en fonction de ау. Finalement, en 
utilisant les coefficients donnés par l'équation (11), on obtient 


оо оо (n 

X Я 

ne M re x 

X a,x 21293 г= 40е, 
n=0 7: 


п=0 


саг 0! = 1. 


Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 8, déterminez le rayon de convergence de la série de puissances. 


1. Y -ay 2. yy 
n=0 1202 
оо х2" оо 
3 ІЗ; 4. 2^ n 
n=0 n! уу 
(2х +1)" (x — xg) 
5. 6. 
2 п? ЭШЕ п 
" pid 4 yu 
n 


E Dans les problèmes 9 à 16, déterminez la série de Taylor autour du point x, pour la fonction. Déterminez 
aussi le rayon de convergence de la série. 


9. sin x, X970 10. е", х-0 
11. x, X971 12. x, х--і 
1 
13. In x, ху=1 14. —, ху=0 
1+х 
15. ad. ху-0 16. he X972 
1-х 1-х 


17. Etant donné у- X nx”, calculez у” et y”, puis écrivez les quatre premiers termes de chaque série, 
n=0 
de même que le coefficient de x” dans le terme général. 


18. Étant donné y = Y a,x”, calculez y' et y”, puis écrivez les quatre premiers termes de chaque série, 
п-0 
de méme que le coefficient de x" dans le terme général. Montrez que si y" = y, alors les coeffi- 


cients a, et a, sont arbitraires. Ensuite, déterminez a, et a, en fonction de a, et de a,. Montrez que 
ао = a,/(n* 2) (п+ 1), п= 0,1, 2, 3,... 
ш Dans les problèmes 19 et 20, vérifiez que l'équation est valide. 


19. Ya, (х=)! = 34,4 (x- D)" 


п-0 n-l 
k kH k 
20. Уацх +У ах = а + У (а +a x 
k-0 k=0 k=l 
E Dans les problèmes 21 à 27, réécrivez l'expression sous la forme d'une somme dont le terme général 


est en x". 
21. У п(п -Da,x"? 22. Yann 
n=2 n=0 
23. хУла,х"! +% a,x" 24. (1-х)Утп- Аы 
n-l k=0 n=2 
25. 2 m(m — Da, x"? + x» kax" 26. У пах" + xJ d x^ 


m-2 К=1 п=1 п=0 
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27. x$ n(n -Da,x"? + Хал 
n=2 n=0 
28. Déterminez le coefficient a, de sorte que l'équation 


Vna a t УУ а,х"-0 


n-l п-0 


soit satisfaite. Essayez de déterminer la fonction représentée par la série Dax 
n=0 


7.2 | Les solutions en série près d'un point 
ordinaire - premiere partie 


Dans le chapitre 3, nous avons décrit des méthodes permettant de résoudre les équations diffé- 
rentielles linéaires du deuxiéme ordre à coefficients constants. Nous allons maintenant consi- 
dérer des méthodes permettant de résoudre des équations linéaires du deuxiéme ordre dont 
les coefficients sont des fonctions de la variable indépendante. Dans ce chapitre, la variable 
indépendante sera notée x. Il suffit de considérer l'équation homogène 


d? 
dx 
puisque la démarche pour l'équation non homogéne correspondante est similaire. 
Beaucoup de problémes en physique mathématique ménent à des équations de la forme (1) 
à coefficients polynomiaux. Par exemple, l'équation de Bessel! 


р(х) У +0(х) + к(хуу= 0, (1) 
dx 


x?y" e xy + (à — уу = 0, 
ой v est constant, et l'équation de Legendre 
(1 — x2y" – 2xy' + a (a * Dy = 0, 


où о est constant. Pour cette raison et pour simplifier les calculs algébriques, on considère 
d'abord le cas oü les fonctions P, Q et R sont des polynómes. Cependant, comme nous le ver- 
rons, la méthode de résolution s'applique aussi lorsque P, Q et R sont des fonctions analytiques 
d'autres types. 

Pour le moment, on suppose que P, Q et R sont des polynómes et qu'ils n'admettent aucun 
facteur commun (x — c). S'il y a un facteur commun, il faut le simplifier. On suppose aussi 
qu'on veut résoudre l'équation (1) au voisinage d'un point x,. La solution à l'équation (1) dans 
un intervalle contenant x, est étroitement associée au comportement de P dans cet intervalle. 

Un point x, tel que Р(х) + 0 est un point ordinaire. Puisque P est continu, il s'ensuit qu'il 
existe un intervalle autour de x, dans lequel Р(х) n'est jamais nul. À l'intérieur de cet intervalle, 
on peut diviser l'équation (1) par P(x) pour obtenir 


Y" +р(х)у + 40)у = 0, Q) 


où р(х) = О(х)/Р(х) et q(x) = R(x)/P(x) sont des fonctions continues. Ainsi, selon le théo- 
rème 3.3.1 relatif à l'existence et à l'unicité, il existe dans cet intervalle une solution unique à 
l'équation (1) qui satisfait aussi aux conditions initiales y(x,) = yy, у(х) = у, où y, et y, sont 
des constantes données. Dans cette section et dans la suivante, nous étudierons la solution à 
l'équation (1) au voisinage d'un point ordinaire. 


1. Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) a entrepris une carriére dans le commerce, mais il s'est vite tourné vers 
l'astronomie et les mathématiques. Il a été nommé directeur de l'observatoire de Kónigsberg en 1810 et il a occupé 
ce poste jusqu'à sa mort. Ses travaux sur les perturbations des planètes l'ont conduit en 1824 à effectuer la première 
analyse systématique des solutions à l'équation (1), appelée les «fonctions de Bessel». Il est également connu pour 
avoir été le premier (1838) à déterminer avec précision la distance de la Terre à une étoile. 
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Au contraire, si P(x,) = 0, alors x, est un point singulier de l'équation (1). Dans ce cas, au 
moins une des valeurs Q(x,) ou R(x,) est non nulle. Par conséquent, au moins un des coeffi- 
cients p et q dans l'équation (2) est non borné lorsque x — ху, et le théorème 3.3.1 ne s'applique 
donc pas. 

Dans les sections 7.4 à 7.7, nous verrons comment trouver des solutions à l'équation (1) au 
voisinage d'un point singulier. Nous allons maintenant étudier la facon de résoudre l'équa- 
tion (1) au voisinage d'un point ordinaire ху. On recherche des solutions de la forme 


y-sagta((x-x)*---ta,(x-x)' += Sat) (3) 
n=0 

et on suppose que la série converge dans l'intervalle |х — х,| < p pour une certaine valeur 
p > 0. Même si, à première vue, cette recherche de solution sous la forme d'une série de 
puissances peut sembler peu attrayante, cette méthode est néanmoins fort utile. À l'intérieur 
de leurs intervalles de convergence, les séries de puissances se comportent de maniére trés 
semblable aux polynómes. De plus, elles sont faciles à manipuler du point de vue analytique 
et numérique. En effet, méme si on peut obtenir une solution en termes de fonctions élémen- 
taires, comme des fonctions exponentielles ou trigonométriques, on a besoin d'une série de 
puissances ou d'une expression équivalente si on veut les évaluer numériquement ou tracer 
leurs graphiques. 

La méthode la plus pratique pour déterminer les coefficients a, consiste à substituer la 
série (3) et ses dérivées y, у” et y" dans l'équation (1). Les exemples suivants illustrent cette 
démarche. Les dérivées qui sont impliquées dans la démarche sont applicables quand on reste 
à l'intérieur de l'intervalle de convergence. 


Trouvez une solution en série à l'équation 
y”+y=0, —00 < x < оо, (4) 


Comme on l’a vu précédemment, sin x et cos x sont deux solutions linéairement indépendantes à 
cette équation. Donc, les techniques de résolution en série ne sont pas nécessaires pour résoudre cette 
équation. Cependant, cet exemple montre comment utiliser des séries de puissances dans un cas relati- 
vement simple. Dans l'équation (4), Р(х) = 1, Q(x) = 0 et R(x) = 1. Par conséquent, chaque point est un 
point ordinaire. On recherche une solution sous la forme d'une série de puissances autour de x, — 0, soit 


ysaytax-ayx? ax" += Maux, (5) 
п-0 
et on suppose que la série converge dans l'intervalle |x| « p. Еп dérivant terme à terme, on obtient 


у= а *2ayx t пах" += У пах", (6) 


n-l 


у” 22a, * t n(n-Da,x"? ...— У п(п -Da,x"?. (7) 
п-2 


Еп substituant les séries (5) et (7) à y et y" dans l'équation (4), оп obtient 
У (п -Da,x"? + X a,x" =0. 
n=2 n=0 


Afin de combiner les deux séries, on doit réécrire au moins l'une de celles-ci pour qu'elles admettent 
un terme général de même puissance. Ainsi, dans la première série, on translate l'indice de sommation 
en remplaçant n par n 2 et en commençant la sommation à 0 plutôt qu'à 2. On obtient 


Y t2)n-4 а, x" + Yan -0 


п-0 п-0 


ой 


Y o 2)(п+ 1а, 5 + a,]x" = 0. 


п=0 
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» Afin que l'équation soit satisfaite pour tout x, le coefficient de chaque puissance de x doit étre nul. 
Ainsi, on conclut que 
(n + 2) (n + Га, * a, = 0, n —0, 1,2, 3,... (8) 
L'équation (8) est une relation de récurrence. On peut évaluer successivement les coefficients de 
la série en évaluant cette relation de récurrence d'abord pour n = 0, puis pour n = 1, et ainsi de suite. 
Dans cet exemple, l'équation (8) relie chaque coefficient au deuxiéme coefficient précédent. Ainsi, 
les coefficients dont l'indice est pair (ag, а, а,,...) et ceux dont l'indice est impair (а, аз, a5, ...) sont 
déterminés séparément. Pour les coefficients d'indices pairs, on a 


n+2 


а, = do _ do. а, = а; xq. а, = da. do 
2.1 2! 4-3 4! 6-5 6! 


Ces résultats indiquent qu'en général, si n = 2k, alors 


к=1,2,3,... (9) 


On peut démontrer la validité de l'équation (9) par induction. D'abord, on observe qu'elle est vé- 
rifiée pour k = 1. Ensuite, on suppose qu'elle l'est pour une valeur arbitraire de k et on considère le 
cas n 2 2(к+ 1). Опа 


d (- р)“ (- p 
ао = = а= ао. 
(2k+2)(2k+1)  (2k+2)(2k+D(2k)! (26+ 2)! 


Ainsi, l'équation (9) est également valide pour k + 1 еї, par conséquent, pour tout entier naturel К. De 
méme, pour les coefficients d'indices impairs 


a, = а _ E as = а = О a = а. а 
` 2.3 3! 5-4 5! 7-6 7! 
et, en général, si n = 2k + 1, alors? 
- - €» k=1, 2,3 10 
а, = а = ос туй» =1, 2, 3,... (10) 
En substituant ces coefficients dans l'équation (5), on a 
ysagtayx UM NEL PR MALUM ULL MR M С-ға, , CD'aà эы 
2! 3! 4! 5! (2n)! (2n 4 1)! 
2 4 n 3 5 n 
=a, 1- +Ž +.+ = эу... dux que CD тау... 
2! 4! (2n)! 3! $5! (2n 4- 1)! 
v D" 2 1 
=a ONE ) э (- y xr (11) 
24 (2n m -o Qn 4 1)! 


Maintenant qu'on a formellement obtenu deux solutions en série pour l'équation (4), on peut 
établir l'intervalle de convergence de chacune. En utilisant le test du rapport, on voit que chacune 
des séries dans l'équation (11) converge pour tout x, et cela justifie rétroactivement toutes les étapes 
utilisées pour obtenir les solutions. En effet, on reconnait que la première série dans l'équation (11) est 
la série de Taylor pour cos x autour de x — 0, et que la seconde est la série de Taylor pour sin x autour 
de x = 0. Ainsi, comme on l'avait prévu, on obtient la solution y = a, cos x + a, sin x. 

П faut noter qu'aucune condition n'est imposée sur les coefficients a, et a}. Par conséquent, ils sont 
arbitraires. En se référant aux équations (5) et (6), on voit que y есу” évalués en x — 0 sont respective- 
ment a, et a,. Puisqu'on peut choisir arbitrairement les conditions initiales у(0) et y'(0), il s'ensuit que 
a, et a, sont arbitraires si aucune condition initiale n'est spécifiée. 

Les figures 7.2.1 et 7.2.2 à la page suivante montrent comment les sommes partielles des séries de 
l'équation (11) permettent d'approximer successivement cos x et sin x. Plus le nombre de termes croit, 
plus l'intervalle dans lequel l'approximation est satisfaisante est grand. De plus, pour tout x dans cet 
intervalle, l'approximation devient de plus en plus précise. Cependant, on doit se rappeler qu'une série 
de puissances tronquée ne fournit qu'une approximation locale de la solution au voisinage du point 
initial x — 0. Cette série ne peut pas représenter adéquatement la solution lorsque |x| est élevée. » 


2. On peut prouver le résultat de l'équation (10) et d'autres formules semblables présentées dans ce chapitre par 
induction, tout comme on l'a fait pour l'équation (9). On supposera que les résultats sont plausibles, et on omettra 
les preuves par induction par la suite. 
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n=2 п-б п=10 n=14 nz18 


IS TITT- IPIE Approximations polynomiales de cos x. La valeur de n est le degré du polynôme 
qui approxime la fonction. 


vin pes Ше дейі mel! mea! 


y=sin x 


916 \ | 
пе е) өш els olo 


ЭШ УЛ Approximations polynomiales de sin х. La valeur de n est le degré du polynôme 
qui approxime la fonction. 


Dans l'exemple 1, on savait au départ que sin x et cos x forment un ensemble fondamental 
de solutions à l'équation (4). Cependant, si on l'avait ignoré et qu'on avait simplement résolu en 
série l'équation (4), on aurait encore obtenu la solution (11). Comme l'équation différentielle (4) 
apparait dans de nombreuses applications, on désignera les deux solutions à l'équation (11) sous 
la forme 


CD" > CD' a 
С(х) = У on mr 509= DOS m (12) 


On peut se demander quelles propriétés ces fonctions admettent. Par exemple, peut-on étre 
certains que C(x) et S(x) forment un ensemble fondamental de solutions ? Il est évident d’après 
le développement respectif des séries que C(0) = 1 et S(0) = 0. En dérivant les séries de C(x) et 
de S(x) terme à terme, on obtient 


S'(x) = C(x), C'(x) = -S(x). (13) 
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Par conséquent, lorsque x = 0, on a $'(0) = 1 et C'(0) = 0. Ainsi, le wronskien de C et de S 
en x = Oest 


10 
W(C, 5)(0) = Т =1; (14) 


donc, ces fonctions forment bien un ensemble fondamental de solutions. En substituant —x à x 
dans chacune des équations (12), on obtient С(-х)- C(x) et S(—x) = —S(x). 

De plus, en traitant des séries infinies*, on peut montrer que les fonctions C(x) et S(x) ont 
respectivement toutes les propriétés analytiques et algébriques habituelles des fonctions cosinus 
et sinus. 

Méme si on a introduit les fonctions sinus et cosinus définies dans le contexte des triangles 
rectangles, 11 est intéressant de voir qu'on peut définir ces fonctions comme des solutions à 
une équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre. Pour étre plus précis, on peut définir 
la fonction sin x comme la solution unique au problème de valeur initiale y" + y = 0, у(0) = 0, 
y'(0) = 1. De méme, on peut définir cos x comme la solution unique au probléme de valeur 
initiale y" + y = 0, y(0) = 1, y'(0) = 0. En physique mathématique, beaucoup d'autres fonctions 
importantes sont définies comme des solutions à certains problémes de valeur initiale. La plu- 
part de ces fonctions ne peuvent étre définies que par leur développement en série. 


Trouvez une solution en série de puissances de x à l'équation d'Airy* 
y" — xy 2 0, —00 < X < оо, (15) 


Dans cette équation, Р(х)- 1, Q(x) = 0 et R(x) = —. Par conséquent, chaque point est un point 
ordinaire. On suppose que 


y- > а,х" (16) 
п-0 
et que la série converge dans l'intervalle |x| < р. La série correspondant à y" est donnée par l'équa- 
tion (7). Comme on l'a vu dans l'exemple précédent, on peut la réécrire sous la forme 


y” = Уаз 2)(n+ Da, x". (17) 


n=0 


En substituant les séries (16) et (17) à y et à y” dans l’équation (15), on obtient 


У (п+2)(п+ а, х" eg» ax =й. (18) 
п=0 п=0 п=0 

Ensuite, on translate l'indice de sommation dans la série du second membre de cette équation еп rem- 

plaçant n par n — 1 et en amorçant la sommation à 1 plutôt qu'à zéro. Ainsi, on a 


2-la, + DC + 2)(п+ а, х" = Уа, x". 
n-l n-l 
Une fois de plus, pour que cette équation soit satisfaite quel que soit x, les coefficients admettant les 
mêmes puissances de x doivent être égaux. Par conséquent, a, = 0 et on obtient la relation de récurrence 


(n  2)(n + l)a d, i pour п-1,2,3,... (19) 


п+2 7 


Puisque a, ,, est donné en fonction de a, |, les a sont déterminés par bonds de trois unités. Ainsi, 
a, détermine а; qui, à son tour, détermine ас,...; a, détermine a, qui, à son tour, détermine а,,...; 
et a, détermine а; qui, à son tour, détermine a,,... Puisque а, = 0, on obtient a; -ау-а,ц----0. > 


3. Une telle analyse est fournie à la section 24 de l'ouvrage suivant: KNOPP, K. Theory and Applications of Infinite 
Series, New York, Hafner, 1951. 

4. Sir George Airy (1801-1892), astronome et mathématicien anglais, a été directeur de l'observatoire de Greenwich 
de 1835 à 1881. Une des raisons pour lesquelles on s'intéresse à l'équation d'Airy est que lorsque x est négatif, les 
solutions sont oscillatoires (comme les fonctions trigonométriques) et, lorsque x est positif, elles sont monotones 
(comme les fonctions hyperboliques). Pouvez-vous expliquer comment prévoir un tel comportement ? 
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> Pour la suite ao, аз, a, а,,..., on pose n = 1, 4, 7, 10,... dans la relation de récurrence 
40 
ау--- ат = А а = = КИТ 
2.3 5.6 2.3.5.6 8.9 2.3.5.6.8.9 


Les résultats précédents suggèrent la formule générale 


4502 4 224 . 40 


40 
dan = ? 
2.3-5-6...(3п- D (3n) 
Dans la suite а), 44, 4}, 4a,..., on pose n = 2, 5, 8, 11,... dans la relation de récurrence 
20 da a а) a 


a, = ; d; = ——, do = = jns 
3.4 6.7 3.4.6.7 9:10 3.4.6.7.9.10 


De la méme maniére qu'auparavant, on trouve 


a 
азуы" ? 4. 
3-4.6-7.--(3n)(3n+1) 
La solution générale à l'équation d'Airy est 
x? x? x?" 
у= а 1+ ++ + +06 
2.3 2.3.5.6 2.3. (8n- DGn) 
x^ Po NE 
+a| x+ + Te Tes. (20) 
3.4 3.4.6.7 3.4... (3n)(n4 1) 


Ayant obtenu ces deux solutions en série, on peut maintenant étudier leur convergence. En raison 
de la croissance rapide des dénominateurs des termes de la série (20), on peut s'attendre à ce que ces 
séries admettent un grand rayon de convergence. En fait, on peut utiliser le test du rapport pour mon- 
trer que ces deux séries convergent quel que soit x (voir le probléme 20). 

En supposant que ces séries convergent pour tout x, on note respectivement y, et y, les fonctions 
définies par les expressions entre crochets dans l'équation (20). On choisit d'abord a, = 1, a, = 0, 
puis а = 0, a, = 1. П s'ensuit que y, et y, sont deux solutions distinctes à l'équation (15). П faut noter 
que y, satisfait aux conditions initiales y,(0) = 1, у(0)-0 et que y, satisfait aux conditions ini- 
tiales y,(0) = 0, y5(0) = 1. Ainsi, W(y;, у,) (0) = 1 0 et, par conséquent, y, et y, sont linéairement 
indépendantes. Ainsi, la solution générale à l'équation d'Airy est 


y= ауу,00 + ay), —оо < Х < оо, 


Dans les figures 7.2.3 et 7.2.4, оп présente respectivement les graphiques des solutions y, et y, 
à l'équation d'Airy, de méme que les graphiques de différentes sommes partielles des deux séries 


ЧЕП УЛЕЙ Approximations polynomiales pour la solution y,(x) à l'équation d'Airy. La 
valeur de n est le degré du polynóme qui permet d'approximer la solution. 
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Approximations polynomiales pour la solution у,(х) à l'équation d'Airy. La 
valeur de n est le degré du polynóme qui permet d'approximer la solution. 


dans l'équation (20). Encore une fois, les sommes partielles donnent des approximations locales des 
solutions au voisinage de l'origine. Tandis que l'approximation s'améliore à mesure que le nombre de 
termes augmente, aucun polynôme ne peut représenter adéquatement y, et y, lorsque |x| est élevée. Une 
méthode pratique pour estimer l'intervalle dans lequel une somme partielle donnée est raisonnable- 
ment précise consiste à comparer les graphiques de cette somme partielle et de la somme obtenue en 
ajoutant un terme supplémentaire. Quand les graphiques diffèrent de façon notable, il faut admettre 
que la somme partielle initiale n'est plus précise. Par exemple, dans la figure 7.2.3, les graphiques oü 
n = 24 et où n = 27 diffèrent lorsque x atteint —9/2. Par conséquent, au-delà de ce point, la somme 
partielle de degré 24 n'est d'aucune utilité en tant qu'approximation de la solution. 

Il faut noter que y, et y, sont monotones pour x > 0 et oscillatoires pour x « 0. En observant les 
représentations, on constate que les oscillations ne sont pas périodiques, que leurs amplitudes dimi- 
nuent et leurs fréquences augmentent quand on s'éloigne de l'origine. Contrairement aux résultats 
obtenus dans l'exemple 1, les solutions y, et y, à l'équation d'Airy ne sont pas des fonctions élémen- 
taires. Cependant, puisqu'elles sont importantes dans certaines applications physiques, ces fonctions 
ont été étudiées en profondeur et leurs propriétés sont bien connues. 


Trouvez une solution en série à l'équation d'Airy en puissances de x — 1. 
Le point x = 1 est un point ordinaire de l'équation (15), et on recherche une solution de la forme 


у= Ma,(x- 1)", 


п=0 


ой on suppose que la série converge dans l'intervalle |х — 1| < p. Ensuite, 


y = Yna,x-D"! = У (n+ Da, (х- 1)", 


n-l n-0 


et 


у” = Ути – 1)а, (х= D"? = Y + 2)(n- Da, (x — 1)". 


n-2 л-0 


Еп substituant les séries de y et de y" dans l'équation (15), оп obtient 


Y (п+ 2)0- Da, s (c - 1" -xY a, (-1Y. (21) 


п-0 п-0 > 
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» Maintenant, pour identifier les coefficients de mêmes puissances de (x — 1), on doit exprimer x, le coef- 
ficient de y dans l'équation (15), en termes de x — 1. Autrement dit, on pose x = 1 + (x — 1). Il faut noter 
qu'il s'agit précisément de la série de Taylor pour x autour du point x = 1. Alors, l'équation (21) devient 


Ууаз2уа Da, s - 1" = + DIY a, Gc - D" 


п-0 п-0 
"m n n+l 
== Уа, (х- 1)" + X a,x- 1). 
п-0 п-0 
En translatant l'indice de sommation dans la deuxiéme série du second membre, on obtient 


Y +2)(п+ а, (х= D" = Sat- 1)" + Ya, = 1)" 


п=0 п=0 n-l 


ou 2a, +X (n+ 2)n* Da, - D" = ay Уа, (x-D" ы Уа, 1(х-1)". 


n-l n-l n-l 
Si оп identifie les coefficients des mêmes puissances de x — 1, on obtient 
2а, = ag, 
(3-2)a; = a, * ag, 
(4:3)a, =a, +а, 
(5:4)a, = a4 +а,, 


La relation de récurrence est 


(n + 2)(n + 1)a,,,—a, t à, , pour п> |. (22) 


Еп exprimant les premiers coefficients a, en fonction de a, et de а), on trouve 
a а, а а, ау ау а а, а, а а 
o a,= 24% a,=2:1-%0,%4 d s 0a. 
7 12 12 24 12 20 20 30 120 


Par conséquent, 


2 3 4 5 
ya | EP 6-0 ,G-D* (хә!) z 
2 6 24 30 


Gr, Gen dl 
tala 1)+ ғ + T, + 120 e (23) 


En général, quand la relation de récurrence admet plus de deux termes, comme dans l'équa- 
tion (22), il est trés complexe, voire impossible, d'obtenir une formule explicite pour a, en fonction de 
a, et de а. Dans cet exemple, une formule de ce type n'est pas évidente. Sans une telle formule, on ne 
peut pas établir l'intervalle de convergence des séries dans l'équation (23) avec des méthodes directes 
comme le test du rapport. Cependant, méme sans connaître la formule permettant de déterminer а,, 
on verra dans la section 7.3 qu'il est possible d'établir que les séries dans l'équation (23) convergent 
pour tout x, et qu'on peut aussi définir des fonctions y, et y, qui sont des solutions linéairement indé- 
pendantes à l'équation d'Airy (15). Ainsi, 


у= аууз(х) жауу) 


est la solution générale à l'équation d'Airy pour —ee < x < oo. 


Il est important de souligner, comme on l'a vu dans l'exemple 3, que si on recherche une 

solution à l'équation (1) de la forme y = Уа, (х — хо)", alors les coefficients Р(х), Q(x) et Rx) 
п-0 

dans l'équation (1) doivent aussi être exprimés en puissances de x — x,. On peut procéder autre- 

ment en effectuant le changement de variable x — x, — t. On obtient une nouvelle équation diffé- 

rentielle ой y est alors en fonction de f, puis on recherche des solutions à cette nouvelle équation 


sous la forme by Quand on a terminé, on remplace t par x — x, (voir le probléme 19). 
п-0 
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Dans les exemples 2 et 3, on a trouvé deux ensembles de solutions à l'équation d'Airy. Les 
fonctions y, et y, définies par les séries dans l'équation (20) sont des solutions linéairement 
indépendantes à l'équation (15) pour tout x, et cela reste vrai pour les fonctions y, et y, définies 
par les séries dans l'équation (23). Selon la théorie générale des équations linéaires du 
deuxième ordre, on peut exprimer chacune des deux premières fonctions comme une combi- 
naison linéaire des deux derniéres fonctions et inversement — un résultat qui n'est certes pas 
évident quand on traite seulement des séries. 

Enfin, on doit souligner que le fait de ne pas pouvoir déterminer le coefficient général a, 
en fonction de a, et de a, n'est pas indispensable (comme dans l'exemple 3). П est toutefois 
essentiel de pouvoir déterminer autant de coefficients qu'on veut. Ainsi, on peut trouver autant 
de termes qu'il faudrait dans les deux solutions en série, méme si on ne peut pas en déterminer 
le terme général. Bien qu'il ne soit pas difficile de calculer divers coefficients dans une solution 
en série de puissances, cette táche peut étre fastidieuse. Un logiciel de calcul symbolique peut 
s'avérer fort utile dans ce cas. Certains peuvent trouver un nombre spécifique de termes dans 
une solution en série de puissances. On peut aussi tracer des graphiques comme ceux qui sont 
illustrés dans les figures de cette section avec un logiciel approprié. 


Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 14, 
a) résolvez l'équation différentielle au moyen d’une série de puissances avoisinant le point x, et trou- 
vez la relation de récurrence ; 


b) trouvez les quatre premiers termes de chacune des deux solutions y, et y, (à moins que la série se 
termine avant); 


с) еп évaluant le wronskien W(y;, y;)(x,), montrez que y, et y, forment un ensemble fondamental 
de solutions ; 


d) si c'est possible, trouvez le terme général pour chaque solution. 


1. y" -y 20, х-0 2. y" - xy - y 0, х-0 
3. y"—- xy'- y 0, х-1 4. y"- K?x?y 20, х-0, k étant constant 
5. (1-3)y" - y 20, X970 6. (2-хду”-ху + 4y 2 0, х= 0 
7. y" аху +2y=0, X970 8. xy" - y' + xy- 0, X971 
9. (1--хӘу”-Аху + бу= 0, x970 10. (4-хӘу”--2у-0, хо= 0 
11. (3 – xy” - 3xy' - у= 0, х-0 12. (1-ху”-ху-у-0, X970 
13. 2y" + ху + 3y = 0, х= 0 14. 2y" + (х+ Dy' + 3y = 0, X972 


ш Dans les problèmes 15 à 18, procédez comme suit. 
a) Trouvez les cinq premiers termes non nuls de la solution au probléme de valeur initiale. 
b) Tracez les approximations à quatre termes et à cinq termes de la solution sur un méme graphique. 


с) А partir du graphique de la partie b), estimez l'intervalle dans lequel l'approximation à quatre 
termes est raisonnablement précise. 


© 15. y" —xy'- у= 0, у(0) = 2, (0) = 1 (voir le probléme 2) 
© 16. (2+ x)y" – ху + 4y 2 0, y(0) 2-1, y’(0) = 3 (voir le problème 6) 
© 17. y" +xy + 2y 20, y(0) 2 4, y'(0) 2-1 (voir le probléme 7) 
© 18. (1—3)y" + xy'- y 20, у(0) = 23, 00) = 2 (voir le probléme 12) 
19. a) Eneffectuant le changement de variable x — 1 — t et en posant y comme une série de puissances 
en f, trouvez deux solutions en série linéairement indépendantes à 
y +a- Iy +e- ly 
en puissances de x — 1. 


b) Montrez que vous obtenez directement le même résultat en supposant que y est une série de 
Taylor en x — 1 et aussi en exprimant le coefficient x? — 1 en puissances de x — 1. 
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» 


20. Montrez, à l'aide du test du rapport, que les deux solutions en série à l'équation d'Airy autour 
de x = 0 convergent pour tout x (voir l'équation (20) de la présente section). 


21. L'équation d'Hermite L'équation 
y" — 2ху + ду = 0, —eo < X < оо, 


ой À est constant, est l'équation. d'Hermite?. Cette équation est importante en physique 
mathématique. 


a) Trouvez les quatre premiers termes de chacune des solutions linéairement indépendantes 
autour de x = 0 et montrez qu'elles forment un ensemble fondamental de solutions. 


b) Vous devez noter que si A est un entier naturel pair, alors l'une ou l'autre des solutions en série 
est finie et est un polynôme. Trouvez les solutions polynomiales pour À = 0, 2, 4, 6, 8 et 10. 
Il convient aussi de remarquer que chaque polynóme est déterminé à une constante multipli- 
cative prés. 


с) Le polynóme d'Hermite H, (x) est défini comme solution polynomiale à l'équation d'Hermite 
avec Ж = 2n dans laquelle le coefficient de x" est 2". Trouvez Н,(х),..., Hx). 


22. Considérez le probléme de valeur initiale y' = 41— y^, у(0)-0. 


a) Montrez que y — sin x est une solution à ce probléme de valeur initiale. 


b) Recherchez une solution au probléme de valeur initiale sous la forme d'une série de puissances 
autour de x = 0. Déterminez les coefficients jusqu'au terme en x? dans cette série. 


ш Dans les problèmes 23 à 28, tracez différentes sommes partielles d'une solution en série au probléme 
de valeur initiale autour de x = 0 pour obtenir des graphiques semblables à ceux des figures 7.2.1 
à 7.24. 


© 23. y’-xy-y=0, y(0)= 1, y‘(0) = 0 (voir le problème 2) 

© 24. (2+ х2)у” – ху + 4у = 0, у(0) = 1, y(0)20 (voir le probléme 6) 
(8) 25. y" + ху + 2у 20, y(0) = 0, y(0)21 (voir le probléme 7) 

© 26. (4 – xy” + 2y = 0, y(0) = 0, у (0) = 1 (voir le probléme 10) 

© 27. y" + x?y 2 0, у(0) 21, y(0) 20 (voir le probléme 4) 

© 28. (1 – х)у + ху - 2y = 0, у(0) = 0, y(0)21 


ЕЕ Les solutions en série près d'un point 
ordinaire - deuxième partie 


Dans la section précédente, nous avons vu comment trouver dans le voisinage du point ordi- 
naire x, les solutions à 


PY” + ООду + Кобу = 0, (1) 


où P, Q et R sont des polynómes. On suppose que l'équation (1) admet la solution y = @(x) et 
que ó peut étre développée en une série de Taylor 


у=ф(х) = Ma, - x9, Q) 


п-0 
qui converge pour |х — x| < р, où p > 0. On a vu qu'il est possible de déterminer а, en substi- 
tuant directement la série (2) à y dans l'équation (1). 
Voyons maintenant comment on peut justifier l'énoncé selon lequel si x, est un point ordi- 
naire de l'équation (1), alors il existe des solutions de la forme (2). Nous étudierons aussi la 


5. Charles Hermite (1822-1901) était un éminent analyste et algébriste francais. Il a introduit les fonctions d'Hermite 
en 1864 et en 1873. De plus, il a montré que e est transcendant (c'est-à-dire que e n'est la racine d'aucune équation 
polynomiale à coefficients rationnels). Son nom est aussi associé aux matrices hermitiennes (voir la section 5.3), 
dont il a découvert certaines propriétés. 
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question portant sur le rayon de convergence d’une telle série. Aïnsi, nous pourrons généraliser 
la définition d’un point ordinaire. 

On suppose qu'il existe une solution à l'équation (1) de la forme (2). Еп dérivant l'équa- 
tion (2) m fois et en posant x égal à x, il s'ensuit que 


ma, = ф(х). 


Pour obtenir a, dans la série (2), on doit montrer qu'on peut déterminer ф(х,) pour n = 0, 1, 
2,... à partir de l'équation différentielle (1). 

On suppose que y = ф(х) est une solution à l'équation (1) qui satisfait aux conditions ini- 
tiales y(x,)= yy. у'(х,) = ур. Alors, a, = y, et a, = уг. Si on cherche seulement à trouver une 
solution à l'équation (1) sans préciser de conditions initiales, alors a, et a, restent arbitraires. 
Pour déterminer ф(х,) et a, pour n = 2, 3,..., on se réfère à l'équation (1). Puisque ф est une 
solution à l'équation (1), on a 


Р(х)ф'(х) + О(х)ф (х) + RG = 0. 


Si on se restreint à l'intervalle autour de x, dans lequel P est non nul, on peut écrire cette équa- 
tion sous la forme 


H =PO) — q0060), (3) 
où р(х) = QG)/P(x) et q(x) = R(x)/P (x). En posant x égal à x, dans l'équation (3), on obtient 
(о) = —pGx) ф (ko) — 400) 6 Qo). 
Par conséquent, a, est donné par 
21a, = d (x) = pa, — 4(х)а,, (4) 


Pour déterminer a}, on dérive l'équation (3), puis on pose x égal à x,. On obtient ainsi 


31a, = 9" Gu) =—[рф” +P 5005491. 
= —2!p(x,)a; - [p'Gxo) + q(x,)]a, — q'(x,)a,. (5) 
En substituant l'expression de a, à partir de l'équation (4), on obtient a, en fonction de a, et 
de a,. Puisque P, О et R sont des polynómes et que P(x,) + 0, toutes les dérivées de p et de q 
existent en x,. Ainsi, on peut continuer à dériver l'équation (3) indéfiniment. Après chaque déri- 
vée, on détermine les coefficients successifs а,, а;,... en posant x égal à xy. 

П faut noter que pour déterminer а,, on a utilisé la propriété importante qui permet de cal- 
culer les dérivées des fonctions p et q aussi loin qu'on le désire. П peut sembler raisonnable de 
modérer notre hypothése selon laquelle les fonctions p et q sont des ratios de polynómes et qu'on 
exige seulement qu'elles soient infiniment différentiables au voisinage de xy. Malheureusement, 
cette condition est trop faible pour nous garantir qu'on peut prouver la convergence du dévelop- 
pement en série résultant pour y = ф(х). En fait, on doit supposer que les fonctions p et q sont 
analytiques еп ху. Autrement dit, ces fonctions admettent des développements en série de Taylor 
qui convergent vers elles dans un intervalle autour du point x: 


px)-p,tp(x-x)t---p,(x-x)-t-- У р,(х-х,)", (6) 


п=0 


а(х) = qa +9(х-х,)+-::+9,(х- х)" += $q, œ- x)". (7) 


n=0 
En gardant cette idée en tête, on peut généraliser les définitions d'un point ordinaire et d'un 
point singulier de l'équation (1) comme suit: si les fonctions p = Q/P et q = R/P sont analytiques 
en x,, alors le point x, est un point ordinaire de l'équation différentielle (1) ; sinon, il s'agit d'un 
point singulier. 
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Maintenant, on s'intéresse à l'intervalle de convergence de la solution en série. On peut 
calculer la solution en série pour chaque probléme, puis appliquer un des tests de convergence 
d'une série pour déterminer son rayon de convergence. Malheureusement, ces tests exigent 
qu'on exprime le coefficient général a, en fonction de п et cette tâche est souvent assez diffi- 
cile, quand elle n'est pas carrément impossible ; souvenez-vous de l'exemple 3 de la section 7.2. 
Cependant, le théoréme suivant permet de résoudre cette situation pour une importante caté- 
gorie de problémes. 


Théoréme 7.3.1 


Si x, est un point ordinaire de l'équation différentielle (1), 
Роду” + Об)у + К(х)у = 0. 


Autrement dit, si p = Q/P et q = R/P sont analytiques en x,, alors la solution générale à 
l'équation (1) est 


у= Ya, (x-x,)" = ay (х) + a y, (х), (8) 


п-0 
où a, et a, sont arbitraires et y, et y, sont des solutions en série linéairement indépendantes 
analytiques en x,. De plus, le rayon de convergence pour chacune des solutions en série y, 
et y, est au moins aussi grand que le minimum des rayons de convergence des séries pour 


p et q. 


Pour voir que y, et y, forment un ensemble fondamental de solutions, il faut noter que 
les solutions se présentent sous la forme y,(x)=1+b,(x-x,)" +... et y,(x)=(x-x,) 
*c,x— x) +- Ainsi, y, est la solution qui satisfait aux conditions initiales у(х) = 1, 
у(х) = 0, et y, est la solution qui satisfait aux conditions initiales y,(x,) = 0, y,(x,)=1. 
De plus, bien que les calculs des coefficients par dérivation successive de l'équation différen- 
tielle soient efficaces en théorie, cette démarche est généralement peu pratique. On devrait plutót 
substituer la série (2) à y dans l'équation différentielle (1) et déterminer les coefficients de ma- 
nière à satisfaire à l'équation différentielle, comme dans les exemples de la section précédente. 

Ce théorème ne sera pas prouvé ici. Dans une forme légèrement différente, il est le fruit des 
travaux d'Immanuel Lazarus Fuchs. L'important pour notre étude est qu'il existe une solution 
en série de la forme (2) et que le rayon de convergence de la solution en série ne puisse pas étre 
inférieur au plus petit des rayons de convergence des séries pour p et q. Maintenant, il reste à 
les déterminer. 

On peut y arriver à l'aide de deux méthodes. La première consiste simplement à calculer 
la série de puissances pour p et q, puis à déterminer les rayons de convergence en utilisant un 
des tests de convergence pour les séries infinies. Cependant, une deuxiéme méthode plus facile 
peut servir lorsque P, Q et R sont des polynómes. On a vu dans la théorie des fonctions d'une 
variable complexe que le rapport de deux polynómes, par exemple Q/P, posséde un développe- 
ment en série de puissances autour du point x = x, si Р(х,) + 0. De plus, si on suppose que tout 
facteur commun à Q et à P a été simplifié, alors le rayon de convergence de la série de puis- 
sances pour Q/P autour du point x, est précisément la distance minimale entre x, et une racine 
de P. En déterminant cette distance, on doit se rappeler que Р(х) - 0 peut admettre des racines 
complexes, que l'on doit aussi considérer. 


6. Immanuel Lazarus Fuchs (1833-1902) a été étudiant puis professeur à l'Université de Berlin. Il a prouvé le résultat 
du théoréme 7.3.1 en 1866. Son travail le plus important portait sur les points singuliers des équations différentielles 
linéaires. Il a reconnu la signification des points singuliers réguliers (voir la section 7.4) et les équations dont les 
seules singularités, y compris le point à l'infini, sont des points singuliers appelés des équations de Fuchs. 
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| Ехетрїе1 | Vous devez déterminer le rayon de convergence de la série de Taylor pour (1 + x?) ! autour de x = 0. 
On peut y arriver en trouvant la série de Taylor dont il est question, soit 


1 
i ;-1-x^-x*-x$-ecR(CIDx?m +. 
+х? 


On vérifie ensuite à l'aide du test du rapport p = 1. Une autre approche consiste à noter que les 
racines de 1 + x? sont x = +i. Puisque la distance de 0 à i ou de 0 à —i dans le plan complexe est de 1, 
le rayon de convergence de la série de puissances autour de x = 0 est de 1. 


| Exemple2 | Quel est le rayon de convergence de la série de Taylor pour (x? — 2x + 2)! autour de x = 0? autour de 
y 8 ytor p 


x-1? 
D'abord, il faut noter que 


x-2x+2=0 
admet comme solutions x = 1 + i. La distance dex 0 à x = 1 + į ou à x = 1 — i dans le plan complexe 
est de V2. Ainsi, le rayon de convergence du développement en série de Taylor Ya autour de 
п-0 
х= 0 est de 42. 
La distance de x= 1àx-1-ciouàx-1-iestde 1. Ainsi, le rayon de convergence du développement 


en série de Taylor Y, (x — 1)" autour de x = 1 est de 1. 
п-0 


Selon le théorème 7.3.1, les solutions en série à l'équation d'Airy dans les exemples 2 et 3 de 
la section précédente convergent respectivement pour toutes les valeurs de x et de x — 1 puisque, 
dans chaque problème, Р(х) = 1 et n'est jamais nul. 

Une solution en série peut converger à l'intérieur d'un intervalle plus grand que celui qui 
est indiqué dans le théoréme 7.3.1. Ce théoréme ne donne donc qu'une borne inférieure sur le 
rayon de convergence de la solution en série. Ce cas est illustré par la solution polynomiale de 
Legendre à l'équation de Legendre donnée dans l'exemple suivant. 


| Exemple3 | Déterminez une borne inférieure du rayon de convergence des solutions en série autour de x = 0 pour 
l'équation de Legendre 


(1 – х2)у” — 2ху + a(a+ 1)y= 0, 


ой & est constant. 
П faut noter que Р(х) = 1 — x°, О(х) = 22x et R(x) = a(at 1) sont des polynómes et que les racines 


de P, soit x = +1, sont à une distance de 1 de x = 0. Ainsi, une solution en série de la forme X a,x" 
n=0 
converge pour |х| < 1 au moins et possiblement pour d'autres valeurs de x. En effet, on peut montrer 


que si о est un entier positif, une des solutions en série ne comporte qu'un nombre fini de termes. 
Donc, cette solution converge non seulement pour |х| < 1 mais pour tout x. Par exemple, si œ= 1, la 
solution polynomiale est y — x. Les problémes 22 à 29 à la fin de cette section permettent d'étudier 
l'équation de Legendre de manière plus détaillée. 


Exemple 4 Déterminez une borne inférieure pour le rayon de convergence des solutions en série à l'équation 
différentielle 


(1 +x2)y” + 2ху' + 4x2y = 0 (9) 
1 
autour du point x = 0; autour du point x = E. 


Encore une fois, P, Q et R sont des polynómes et les racines de P sont x = +i. La distance dans 


le plan complexe de 0 à +i est 1, et de E à ti est et 5/2. Ainsi, dans le premier cas, la 


368 { CHAPITRE 7 » Les solutions en série aux équations linéaires du deuxiéme ordre 


со 


з : " LN ІМ 
série Sag converge au moins pour |х| < 1 et, dans le deuxième cas, la série > b, (х + 3 converge 
n=0 1 n=0 2 
au moins pour |x + 2 < 15/2. 
П convient de noter que l'équation (9) découle des théorèmes 3.3.1 et 7.3.1. On suppose que les 


conditions initiales у(0) = y, et у(0)- y, sont données. Puisque 1 + x? 0 pour tout x, on sait, selon le 
théorème 3.3.1, qu'il existe une solution unique au probléme de valeur initiale dans —ee < x < o». D'un autre 


cóté, le théoréme 7.3.1 ne garantit qu'une solution en série de la forme X a,x" (avec ag = yg, a, = yo) 


п-0 
pour —1 < x < 1. Il est possible que la solution unique dans l'intervalle —ee < x < œ n'admette pas de 
série de puissances autour de x — 0 qui converge pour tout x. 


| Exemples | Pouvez-vous déterminer une solution en série autour de x = 0 pour l'équation différentielle 
у” + (sin х)у + (1+ х2)у= 0 


et, si c'est le cas, pouvez-vous préciser le rayon de convergence ? 

Dans cette équation différentielle, р(х) = sin x et q(x) = 1 + 22. On se rappelle que sin x admet un 
développement en série de Taylor autour de x = 0 qui converge pour tout x. De plus, q admet aussi 
un développement en série de Taylor autour de x = 0, soit q(x) = 1 + х2, qui converge pour tout x. Ainsi, 


il existe une solution en série de la forme y = Ya avec a, et a, arbitraires, et cette série converge 


-0 
pour tout x. А 


Problémes 


E Dans les problèmes 1 à 4, déterminez $"(x,), Ø” (ху) et 0% (хо) au point x, si y = ф(х) est une solution 
au probléme de valeur initiale. 


1. y”+xy +у=0; y(0)= 1, у'(0)=0 

2. y" + (sin x)y' + (cos x)y = 0; у(0) = 0, у (0) = 1 
3. xy" + (1+ х)у + 301n х)у = 0; y(1) = 2, y(D = 0 
4. y" * x?y' + (sin х)у = 0; y(0) = ау, y(0)=a, 


ш Dans les problèmes 5 à 8, déterminez une borne inférieure pour le rayon de convergence des solutions 
en série autour de chaque point x, pour l'équation différentielle. 


5. y" c Ay' + бху= 0; Xo 7 0, Xp = 4 

6. (x2—-2x-3)y"+xy + 4y 30; Xg 7 4, х= —4, Xo= 0 

7. (09 xy" +4xy +у=0; = 0, Xp = 2 

8. xy”+y=0; Xo= 1 

9. Déterminez une borne inférieure pour le rayon de convergence des solutions en série autour du 


point x, pour chacune des équations différentielles des problèmes 1 à 14 de la section 7.2. 
10. L’équation de Tchebychev L'équation différentielle de Tchebychev? est 
(1 —32)y" — ху + о?у=0, 
ой о est constant. 


a) Déterminez deux solutions linéairement indépendantes en série de puissances en x pour |x| « 1 
et montrez qu'elles forment un ensemble fondamental de solutions. 


7. Pafnouti L. Tchebychev (1821-1894) a été professeur à l'Université de Saint-Pétersbourg pendant 35 ans et le plus 
éminent mathématicien russe du xix? siècle. Il a fondé l'École mathématique de Saint-Pétersbourg, où de nombreux 
mathématiciens connus ont été formés. Son étude sur les polynómes de Tchebychev a commencé vers 1854 dans le 
cadre d'une recherche sur l'approximation de fonctions par des polynómes. Il est aussi connu pour ses travaux sur la 
théorie des nombres et dans le domaine des probabilités. 


» 
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b) Montrez que si & est un entier naturel n, alors il existe une solution polynomiale de degré n. 
Ces polynómes, quand ils sont normalisés adéquatement, sont appelés polynómes de Tchebychev. 
Ils sont trés utiles pour les problémes nécessitant une approximation polynomiale d'une fonc- 
tion définie dans -1 € x € 1. 


€) Trouvez une solution polynomiale pour chacun des cas œ= n = 0, 1, 2 et 3. 


ш Pour chacune des équations différentielles des problèmes 11 à 14, trouvez les quatre premiers termes 
non nuls dans chacune des solutions en série de puissances linéairement indépendantes autour de 
l'origine. Selon vous, quel sera le rayon de convergence pour chaque solution ? 


11. y" + (sin х)у= 0 
12. ey" + ху= 0 
13. (cos x)y" + ху - 2у= 0 


14. e*y" +11(1 + х)у - xy 0 


15. Supposez qu'on vous précise que х et x? sont des solutions à une équation différentielle 


Py” + О(х)у + R(x)y = 0. Pouvez-vous déterminer si le point x = 0 est un point ordinaire ou un 
point singulier ? 


Suggestion : Utilisez le théorème 3.3.1 et notez les valeurs de x et de x? en x = 0. 


ш Les équations du premier ordre Les techniques de résolution en série qu'on a discutées dans cette 
section sont directement applicables à l'équation différentielle linéaire du premier ordre P(x)y' + Q(x)y = 0 
en un point x, si la fonction p 2 Q/P admet un développement en série de Taylor autour de ce point. Ce 


dernier est un point ordinaire, et le rayon de convergence de la série y — Y'a,(x — хо)" est au moins 
п-0 
aussi grand que le rayon de convergence de la série pour Q/P. Dans chacun des problémes 16 à 21, 


résolvez l'équation différentielle donnée à l'aide d'une série de puissances en x, puis vérifiez si a, est 
arbitraire dans chaque cas. Les problémes 20 et 21 mettent en jeu des équations différentielles non 
homogènes auxquelles on peut facilement appliquer les méthodes de résolution en série. Quand c'est 
possible, comparez la solution en série avec la solution obtenue en utilisant les méthodes décrites dans 
le chapitre 2. 


16. у-у-0 17. у-ху-0 
18. у- е? у (trois termes seulement) 19. (1-ху-у 
20. у-у-х 21. y +xy=l+x 


ш L'équation de Legendre Les problèmes 22 à 29 portent sur l'équation de Legendre’ 
(1 — х2)у” – 2ху + а(0+ Оу-0. 

Comme on l'a indiqué dans l'exemple 3, le point x — 0 est un point ordinaire de cette équation, et la 
distance minimale entre l'origine et les racines de P(x) = 1 — x? est de 1. Ainsi, le rayon de convergence 
des solutions en série autour de x — 0 est au moins égal à 1. De plus, vous devez considérer seulement 
а> —1 car, si œ < –1, alors la substitution œ = —(1 + y), où y 2 0, mène à l'équation de Legendre 
(1 — x2yy" — 2xy' + y(y + Dy = 0. 

22. Montrez que deux solutions linéairement indépendantes à l'équation de Legendre pour |х| < 1 sont 


а(о + Do, а(о — 2)(о + 1)(о + 3) 4 


56-1775 41 
c т €: (a 2m + 2)! +1) --- (a -2m-1) əm 
px 1) Du) Ж” 
(0 – (0+2) з (œ—-1{œ-3Xa+2)a+4) 5 
у(х) = х 3! x c 5! x 
= т (0—1): (0 – 2т+1)(0+ 2)--- (0 + 2m) 2т+1 
> D Qm+D! С » 


8. Adrien-Marie Legendre (1752-1833) a occupé plusieurs postes à l'Académie des sciences à partir de 1783. Ses ргіпсі- 
paux travaux portaient sur les fonctions elliptiques et la théorie des nombres. Les fonctions de Legendre, les solutions 
à l'équation de Legendre, ont paru en 1784 dans son étude sur l'attraction des sphéroides. 
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© 24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


. Montrez que si œ est zéro ou un entier positif pair 27, la solution en série y, se réduit à un 


polynóme de degré 2n contenant seulement des puissances paires de x. Trouvez les polynómes 
correspondant à о = 0, 2 et 4. Montrez que si о est un entier positif impair 2n + 1, la solution en 
série y, se réduit à un polynôme de degré 2n + 1 contenant seulement des puissances impaires 
de x. Trouvez les polynómes correspondant à о = 1, 3 et 5. 


Le polynóme de Legendre P, (x) est défini comme la solution polynomiale à l'équation de Legendre 
avec œ= n qui satisfait aussi à la condition P, (1) = 1. 

a) En utilisant les résultats du probléme 23, trouvez les polynómes de Legendre P(x),..., Р(х). 
b) Tracez les graphes de Po(x),..., Р;(х) pour -1 €x € 1. 

с) Trouvez les zéros de Р.(х),..., Р;(ж). 


On peut montrer que la formule générale pour P, (x) est 


[n/2] рук Е 1 
Е У CD Qn-2EY a 
2" £ (п Юп - 2)! 


Р.О) = 


ой [2/2] est le plus grand entier inférieur ou égal à n/2. En observant la forme de P, (x) pour n pair 
ou n impair, montrez que P, (-1) = (-1)". 


Les polynómes de Legendre jouent un róle important en physique mathématique. Par exemple, 
pour résoudre l'équation de Laplace (l'équation potentielle) en coordonnées sphériques, on doit 
résoudre l'équation 


2 
2 FD + coto EO; s +1)Е(ф)= 0, 0<%<л, 
9 


аф 
ой п est un entier positif. Montrez que le changement de variable x = соѕф conduit à l'équation de 
Legendre avec 0 = n pour y = f(x) = F (arccos x). 


Montrez que pour п = 0, 1, 2, 3, le polynôme correspondant de Legendre est donné par 


1 d" 
POS ar dur 


(x? - D^. 


Cette formule, appelée formule de Rodrigues”, est valide pour tout entier positif n. 
Montrez qu'on peut également écrire l'équation de Legendre sous la forme 
Га —35yT = -a(a Dy. 
П s'ensuit que [(1 — x?) P/(x)] = -n(n + DP, (x) et que [(1 — x?) P/ (х) = —m(n + Р, (x). En mul- 


tipliant la première équation par Р, (х) et la seconde par P, (х), puis en intégrant par parties, 
montrez que 


1 
f P,(x)P, (x)dx = 0 si nzm. 
=i 


Cette propriété des polynómes de Legendre est appelée la propriété d'orthogonalité. Si m = n, оп 
peut montrer que la valeur de l'intégrale précédente est 2/(2n + 1). 

À la condition d'avoir un polynóme f de degré n, on peut exprimer f sous la forme d'une combi- 
naison linéaire de Р, P,, Р,,...,Р,: 


JO) a BG. 
k=0 


En utilisant le résultat du problème 28, montrez que 


2k+1 f! 
a e — / f GOP,GOdx. 


9. Benjamin Olinde Rodrigues (1795-1851) a publié ce résultat dans le cadre de sa thése de doctorat à l'Université de 
Paris en 1815. Il est par la suite devenu banquier et activiste social mais a maintenu un intérét pour les mathéma- 
tiques. Malheureusement, ses dernières publications n'ont été reconnues qu'à la fin du xx° siècle. 
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EZA Les équations d'Euler - les points 
singuliers réguliers 


Dans cette section, nous allons considérer l'équation 
PY” + Об)у + К(ду-0 (1) 


au voisinage d'un point singulier х,. On se rappelle que si les fonctions Р, О et R sont des poly- 
nómes qui n'admettent aucun facteur commun, les points singuliers de l'équation (1) sont les 
points pour lesquels Р(х) - 0. 


Les équations d'Euler L'exemple le plus simple d'une équation différentielle ayant un point 
singulier régulier est l'équation d'Euler'? 


Цу] = xy" + axy' + By - 0, (2) 


où a et В sont constants. Il est facile de montrer que x = 0 est un point singulier régulier de 
l'équation (2). Puisque la solution à l'équation d'Euler est typique des solutions à toutes les 
équations différentielles avec un point singulier régulier, cela vaut la peine d'examiner cette 
équation avant de se pencher sur le probléme plus général. Dans tout intervalle n'incluant pas 
l'origine, l'équation (2) admet une solution générale de la forme y = c, y,(x) + с,у,(х), où y, et y, 
sont linéairement indépendantes. Pour plus de commodité, on considére d'abord l'inter- 
valle x > 0, et on appliquera plus tard les résultats à l'intervalle x « 0. Premièrement, on note 
que (x? = rx" et (x?)" = r(r — 1) x'?. Ainsi, si on suppose que l'équation (2) admet une solu- 
tion de la forme 


у-х, 3) 
alors on obtient 
L[x'] 2 x? (x'" + ax(x" y + Вх” 
= x'[r(r - D ar + В]. (4) 
Si r est une racine de l'équation quadratique 
F(r)2r(r-1)- ar* В= 0, (5) 


alors L[x'] est nul, et y = x’ est une solution à l'équation (2). Les racines de l'équation (5) sont 


„ „ S ze DE (i D^ - 4B i5 
ps4. — 2 


et F(r) = (r — ғ) (и — ғ). Comme pour les équations linéaires du deuxième ordre à coeffi- 
cients constants, on doit considérer séparément les cas dans lesquels les racines sont réelles 
et distinctes, réelles doubles ou complexes conjuguées. En effet, toute l'étude de cette section 
ressemble au traitement des équations linéaires du deuxiéme ordre à coefficients constants du 
chapitre 3 ой е” est remplacé par x". 


Les racines réelles et distinctes Si F(r) = 0 a des racines réelles et distinctes r, et ғ, avec 
г, * r, alors у(х) = x" et y,(x) = x" sont des solutions à l'équation (2). Puisque le wron- 
skien W(x", x?) = (r, — r,)x'""* est non nul pour г, + r, et x > 0, il s'ensuit que la solution 
générale à l'équation (2) est 

ула tex", х>0. (7) 


Il faut noter que si r n'est pas un nombre rationnel, alors x” est défini par x” = е'"". 


10. Cette équation est souvent appelée l'équation d'Euler-Cauchy ou l'équation équidimensionnelle. Euler a étudié cette 
équation en 1740, mais ses solutions étaient connues par Jean Bernoulli avant 1700. 
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EXE ҮР 


2x? y" + Зху - y 20, x»0. (8) 
En substituant y = x" dans l'équation (8), on obtient 
x'[2rr-D*3r-1]2x'Qr? +) = x'Qr-D(r 0D = 0. 
Ainsi, г = : et т, = —1. Donc, la solution générale à l'équation (8) est 


у= сх? cux, х> 0. (9) 


Les racines doubles Si les racines r, et ғ, sont identiques, alors on obtient seulement 
une solution y,(x) = x" de la forme supposée. On peut obtenir une deuxième solution avec 
la méthode de réduction d'ordre mais, pour les besoins de notre prochaine étude, nous allons 
considérer une autre méthode. Puisque г, = ғ,, il s’ensuit que F (r) = (r — r}. Ainsi, dans се cas, 
non seulement F (r;) = 0, mais F” (rj) = 0 également. Cela nous incite à dériver l'équation (4) 
en fonction de r, puis à poser r égal à r,. En dérivant l'équation (4) en fonction de r, on obtient 


9 "Ric. 9 r 
3; Av 17 g- be FOI 


En substituant à F(r) son expression polynomiale, en permutant la dérivation par rapport 
à x et celle par rapport à ғ, puis en notant que o(x")/ar = x" In x, on obtient 


L[x' In x] 2 (к= n)? x' In x - 2(r - r)x'. (10) 
Le second membre de l'équation (10) est nul pour r = r,. Par conséquent, 
y, (x) = x" Inx, х>0 (11) 
est une deuxième solution à l'équation (2). En évaluant le wronskien de y, et y,, on remarque que 
W(x", x"In x) 2 х". 


Ainsi, x" et x" In x sont linéairement indépendantes pour x > 0, et la solution générale à l'équa- 
tion (2) est 


y=(c+c,ln х)х", х>0. (12) 


EEE ҮДЕ 


2n. M 


ху" + 5ху + 4y = 0, х> 0. (13) 
En substituant у = х” dans l'équation (13), on obtient 
x'[rir- D + 5r- 4] 2 x' (n? + 4r 4) = 0. 
Ainsi, rj 2 r,— 2, et 


y=x?(c+clnx), х>0. (14) 


Les racines complexes Finalement, on suppose que les racines r, et r, sont complexes 
conjuguées, soit r, = A+ ilt et r, = 4 – iu avec и #0. On doit maintenant expliquer ce que signi- 
fie x’ lorsque r est complexe. Il convient de se rappeler que 


x’ = e (15) 


quand x > 0 et r est réel. Ainsi, on peut utiliser cette équation pour définir x” lorsque ғ est com- 
plexe. Ainsi, 


А+іш = ебх gg imr À Шах 


-хе 


X 


-x^[cos(ulnx)- isin(ulnx), ^ x»0. (16) 


7.4 Les équations d'Euler - les points singuliers réguliers 373 


Avec cette définition de x’ pour des valeurs complexes de ғ, on peut vérifier que les lois habi- 
tuelles d'algébre et de calcul différentiel s'appliquent. Ainsi, х" et х” sont des solutions à l'équa- 
tion (2). La solution générale à l'équation (2) est 

yeaxt "quat t. (17) 
Le désavantage de cette expression est que les fonctions x^*'" et x-i” sont à valeurs complexes. 
Il faut se rappeler qu'on a vu une situation semblable pour l'équation différentielle du deuxiéme 


ordre à coefficients constants quand les racines de l'équation caractéristique étaient complexes. 
On observe aussi que les parties réelles et imaginaires de x^*'^, à savoir 
À A 
x^ cos(u In x) et x” sin(u In x), (18) 
sont aussi des solutions à l'équation (2). Un calcul simple montre que 
22-1 


[х^ cos(uln x), x^sin(uInx)] = ux 


Par conséquent, ces solutions sont aussi linéairement indépendantes pour x > 0, et la solution 
générale à l'équation (2) est 


у= сух^ cos(u In x) + c,x^ sin(u In x), х>0. (19) 


Résolvez 
xy xy +y=0. (20) 
En substituant y = х” dans l'équation (20), on obtient 
x'[rr- Dr Цех (7 01) = 0. 
Ainsi, r = t i, et la solution générale est 


y = c, cos(In x) + c, sin(In x), x > 0. (21) 


On considère maintenant le comportement qualitatif des solutions à l'équation (2) prés du 
point singulier x = 0. Ce comportement dépend entièrement de la nature des exposants г, et r,. 
D'abord, si r est réel et positif, alors х’ — 0 lorsque x tend vers zéro par la droite. D'un autre 
côté, si r est réel et négatif, alors x” devient non borné, tandis que si г = 0, alors x’ = 1. Ces pos- 
sibilités sont illustrées à la figure 7.4.1 pour différentes valeurs de r. Si r est complexe, alors une 
solution typique est x^ cos(u In x). Cette fonction devient поп bornée ou s'approche de zéro si 
À est respectivement négatif ou positif et qu'il oscille aussi de plus en plus vite lorsque x —› 0. 


iS TITTEN Solutions à l'équation d'Euler; racines réelles. 
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Ce comportement est illustré dans les figures 7.4.2 et 7.4.3 pour des valeurs spécifiques de A et 
de u. Si À= 0, l'oscillation est d'amplitude constante. Finalement, s'il y a des racines multiples, 
alors une solution est de la forme х” In x, qui tend vers zéro si ғ > 0 et devient non bornée si 
r € 0. La figure 7.4.4 illustre un exemple de chaque cas. 

On peut obtenir l'extension des solutions à l'équation (2) dans l'intervalle x « 0 de manière 
assez simple. Il suffit de comprendre ce qu'on veut dire par x” lorsque x est négatif et que r n'est 
pas un entier. De la méme manière, In x n'a pas été défini pour x « 0. On peut démontrer que les 
solutions à l'équation d'Euler données pour x > 0 peuvent étre valides pour x « 0 mais, en général, 
elles sont à valeurs complexes. Ainsi, dans l'exemple 1, la solution x'? est imaginaire pour x < 0. 

Il est toujours possible d'obtenir des solutions à valeurs réelles à l'équation d'Euler (2) dans 
l'intervalle x < 0 en effectuant le changement de variable suivant. Soit x = —ё, où > 0, et soit 
y = u(&). Alors, on a 


dy аиаб аи d'y df 4\4 аи Q2) 
dx dédx аё dx! dE dË]dx ағ” 
Ainsi, l'équation (2) pour x « 0 prend la forme 
d^u du 
2 наё + Ви = 0, >0. 23 


On remarque qu'il s'agit exactement du probléme qu'on vient de résoudre. А partir des équa- 
tions (7), (12) et (19), on a 


ec tos" 
u(&) = 4 (c, +c, In f$" (24) 
c Ë” cos(u In £) + c, £^ sin(u In ё), 


selon que les zéros de F (r) = r(r — 1) + ær + В sont réels et distincts, réels et identiques ou com- 
plexes conjugués. Pour obtenir и en fonction de x, on remplace & par — dans les équations (24). 


y 2x "4 cos(5 In x) 


0,25 


0,375 


“2 y =x"? cos(5 In x) 
iS: Solution à l'équation d'Euler; ACTES Solution à l'équation d'Euler; 
racines complexes avec partie racines complexes avec partie 
réelle négative. réelle positive. 


iS: I3 Solutions à l'équation d'Euler; racines multiples. 
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On peut combiner les résultats pour x > 0 et x < 0 en se rappelant que |х| = x lorsque x > 0 et 
|x| = —x lorsque x < 0. Ainsi, on doit seulement remplacer x par |х| dans les équations (7), (12) 
et (19) pour obtenir des solutions à valeurs réelles valides dans tout intervalle qui ne contient 
pas l'origine. Ces résultats sont résumés ci-dessous. 

La solution générale à l'équation d'Euler (2) 


ху” + аху + fy = 0, 
dans tout intervalle ne contenant pas l'origine, est déterminée par les racines ғ, et r, de l'équation 
F(r) = r(r- 1) + ar В= 0. 


Si les racines sont réelles et distinctes, alors 


у= exl" + сх]. (25) 
Si les racines sont réelles et identiques, alors 
у= (c, c, In |xD |х|". (26) 
Si les racines sont complexes, alors 
Q7) 


y =|д]* [c, cosQu In [xD + c; sin(u In [x])], 
ой, r, = А+ ip. 
Les solutions à une équation Ф Ешег de la forme 


(x — x)?y" + a(x-x)y' + Ву= 0 (28) 


sont semblables à celles аш sont indiquées dans les équations (25) à (27). Si on recherche 
des solutions de la forme y = (x — x)", alors la solution générale est donnée par une des 
équations (25), (26) ou (27), où x est remplacé par x — x,. D'une autre manière, on peut réduire 
l'équation (28) à la forme de l'équation (2) en effectuant le changement de variable (indépen- 
dante) t = x — x. 

La situation d'une équation différentielle du deuxiéme ordre générale avec un point sin- 
gulier régulier est analogue à celle d'une équation d'Euler. On considére ce probléme dans la 
prochaine section. 


Points singuliers réguliers Nous retournons maintenant au cas général de l'équation (1) 
PY” + QG)y' + RG)y = 0 


au voisinage d'un point singulier x,. Cela signifie que P(x,)= 0 et qu'au moins l’une des fonc- 
tions Q et R n'est pas nulle en x,. 

Malheureusement, quand on tente d'utiliser les méthodes des deux sections précédentes 
pour résoudre l'équation (1) au voisinage d'un point singulier x,, elles ne fonctionnent pas car la 
solution à l'équation (1) est souvent non analytique en x,. Par conséquent, l'équation (1) ne peut 
être représentée par une série de Taylor en puissances de x — x,. On doit plutôt utiliser un déve- 
loppement en série plus général. Du fait que les points singuliers d'une équation différentielle 
sont souvent peu nombreux, on doit se demander si on peut simplement les ignorer, puisqu'on 
sait déjà comment construire des solutions autour de points ordinaires. Cette omission est irréa- 
liste. En effet, les points singuliers déterminent les principales caractéristiques de la solution 
avec une portée qu'on ne peut pas soupçonner. Au voisinage d'un point singulier, l'amplitude 
de la solution augmente souvent ou encore varie rapidement. Par conséquent, le comportement 
d'un systéme physique modélisé par une équation différentielle est souvent plus intéressant au 
voisinage d'un point singulier. Souvent, les singularités géométriques dans un probléme de 
physique (comme les coins ou les arétes) conduisent à des points singuliers dans l'équation 
différentielle correspondante. Ainsi, bien qu'au début on cherche à éviter les quelques points oü 
une équation différentielle est singuliére, c'est précisément en ces points qu'on doit étudier la 
solution plus attentivement. 
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Comme solution de rechange aux méthodes analytiques, on peut considérer l'utilisation 
de méthodes numériques. Cependant, ces méthodes sont mal adaptées à l'étude de solutions 
au voisinage d'un point singulier. Ainsi, méme si on adopte une approche numérique, il est 
préférable de la combiner avec les méthodes analytiques de ce chapitre afin d'examiner le com- 
portement des solutions au voisinage de points singuliers. 

Sans information additionnelle sur le comportement de Q/P et de R/P au voisinage du point 
singulier, il est impossible de décrire le comportement des solutions à l'équation (1) au voisinage 
de x = x,. C'est peut-être parce qu'il existe deux solutions linéairement indépendantes à l'équa- 
tion (1) qui restent bornées lorsque x — x, (comme dans l'exemple 3) ou qu'il n'y en a qu'une 
qui reste bornée et que l'autre devient non bornée lorsque x — x, (comme dans l'exemple 1), ou 
encore que les deux deviennent non bornées lorsque x — x, (comme dans l'exemple 2). 

Même si l'équation (1) n'admet pas de solution qui reste bornée lorsque x — ху, il est sou- 
vent important de déterminer le comportement des solutions à l'équation (1) lorsque x — x,. 
Par exemple, est-ce que y — ee de la méme manière que (x — x,) ou |х — x; 7/2 ou autrement ? 

Notre objectif est d'appliquer la méthode déjà développée pour résoudre l'équation (1) prés 
d'un point ordinaire pour qu'elle s'applique aussi au voisinage d'un point singulier х,. Dans le 
but de simplifier cette táche, on se limite à des cas oü les singularités des fonctions Q/P et R/P 
en x = x, ne sont pas trop importantes, c'est-à-dire à des singularités faibles. À cette étape, on ne 
sait pas exactement ce qu'est une singularité acceptable. Cependant, en développant la méthode 
de résolution, on verra que les conditions appropriées (voir aussi la section 7.6, probléme 21) 
pour distinguer les singularités faibles sont 


: 2.490... 
lim(x Хо) p) existe (29) 
et 
: " 2 К(х) . 
lim(x Xo) Р(х) existe. (30) 


Ainsi, la singularité de Q/P ne peut être pire que (x — x,) !, et la singularité de R/P ne peut 
être pire que (x — x,) ?. Un tel point est un point singulier régulier de l'équation (1). Pour des 
fonctions plus générales que les polynómes, x, est un point singulier régulier de l'équation (1) 
s'il s’agit d'un point singulier et si!! 


QU м (х= х)? 7 (31) 
Р(х) Р(х) 

admettent une série de Taylor convergente autour de x, autrement dit si les fonctions dans 
l'équation (31) sont analytiques en x = x,. Les équations (29) et (30) impliquent que ce sera le 
cas lorsque P, Q et R sont des polynómes. Tout point singulier de l'équation (1) qui n'est pas un 
point singulier régulier est un point singulier irrégulier de l'équation (1). 

Veuillez noter que les conditions données par les équations (29) et (30) sont satisfaites par 
l'équation d'Euler (28). Ainsi la singularité de l'équation d'Euler est un point singulier régulier. 

De plus, nous verrons que le comportement de toutes les équations sous la forme (1) avec 
un point singulier régulier est analogue à celle de l'équation d'Euler. Les solutions au voisinage 
d'un point singulier régulier peuvent donc inclure des termes de puissance de x avec des expo- 
sants négatifs ou non intégrables, ainsi que des logarithmes et des sinus ou des cosinus avec des 
arguments logarithmiques. 

Dans les sections suivantes, nous verrons comment résoudre l'équation (1) au voisinage 
d'un point singulier régulier. L'étude des solutions aux équations différentielles au voisinage de 
points singuliers irréguliers est plus complexe. Par conséquent, elle sera présentée dans des 
manuels plus avancés. 


(x — x9) 


11. Les fonctions données dans l'équation (31) ne sont pas nécessairement définies en x. Dans ce cas, leurs valeurs 
en x, doivent être assignées comme leurs limites lorsque x — xo. 
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Exemple 4 Déterminez les points singuliers de l'équation de Legendre 
(1 — х2)у” – 2ху + а(оа+ 1)y = 0 (32) 
et déterminez si ces points singuliers sont réguliers ou irréguliers. 
Les points singuliers sont les racines de Р(х) = 1 — x?, soit x = +1. 
On observe aussi qu'en divisant par 1 — x?, les coefficients de y’ et de y sont respectivement 
—2x/(1 — x?) et aa + 1)/(1 — x°). On considère d'abord le point x = 1. Par conséquent, à partir des 
équations (29) et (30), on calcule 


lim(x- 1) a Sim ОШ ЛО 2; 
xl 1-х хә1(1—х)1+х) x114x 
et 
_ 1\2 

Bm D? о(о ы! -lim (x —D)*a(ao +1) 
x21 1-х x4 (1— х)(1+ x) 

-lim (х= 1)(—о)(о +1) - 0. 

x 1+x 


Puisque ces limites existent, le point x = 1 est un point singulier régulier. On peut montrer 
de manière semblable que x = —1 est aussi un point singulier régulier. 


| Ехетріе5 | Déterminez les points singuliers de l'équation différentielle 
2x(x — 2)?y" + 3xy' + x- 2)у= 0 
et précisez s'ils sont réguliers ou irréguliers. 
En divisant l'équation différentielle par 2x(x — 2)?, on a 
4 + 7 + 1 = 0 
Guy 2х(х—2)7 
Donc, р(х) = О(х)/Р(х) = 3/2(x - 2? et q(x) = Р(О/Р(х) = 1/2x(x — 2). 
Les points singuliers sont x = 0 et x = 2. On considère x = 0. On a 


Е : 3 
PO ET EU 


limx?q(x) = lim x? ———— - 0 
x0 x20 2x(x -2) 
Puisque ces limites existent, x = 0 est un point singulier régulier. Pour x - 2, on a 
3 ; 3 
;-lim s 
(x-2) х922(х- 2) 
donc la limite n'existe pas. Ainsi, х = 2 est un point singulier irrégulier. 


Exemple 6 Déterminez les points singuliers de 


2 
(- z) y" +(cosx)y + (ѕіпх)у= 0 


lim(x – 2) р(х) = lim(x -2) 2 


et précisez s'ils sont réguliers ou irréguliers. 
Le seul point singulier est x = 7/2. Pour l'étudier, on considère les fonctions 


(s-2) co-(,-299- cosx 
E 2)P(x) х-л/2 


(5-я) coe (s- T) #® sinx 
214 2) Р(х) | 


Еп commençant à partir de la série de Taylor pour cos x autour de x = 77/2, on trouve 
cosx х-л/2) (х-л/2) 
p EU (G-mm* 
х-л/2 3! 5! 
qui converge pour tout x. De la méme manière, sin x est analytique en x = 7/2. Par conséquent, on 
conclut que 7/2 est un point singulier régulier de cette équation. 


et 


, 
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Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 12, déterminez la solution générale à l'équation différentielle qui est valide 
dans un intervalle qui n'inclut pas le point singulier. 


хау” + 4ху + 2y = 0 2. (x D?y^- 3i 4 Dy + 075у= 0 
x?y" — Зху + 4у= 0 4. х2у”-3ху + 5у= 0 
x?y" - ху c yz 0 6. œ- 1)2у” + 8x- 1)y + 12y 20 
xy” + бху - y 20 8. 2x°y” - 4ху + бу= 0 
x?" – 5ху + 9у=0 10. x-2)y" + 5x -2) + 8у= 0 

. x?y" + 2ху + 4у= 0 12. x?y" – 4ху + 4y 20 


ш Dans les problèmes 13 à 16, trouvez la solution au problème de valeur initiale. Tracez le graphe de la 
solution, puis décrivez comment la solution se comporte lorsque x — 0. 


© 13. 
© 14. 
© 15. 
© 16. 


2x? y" + xy! — Зу = 0, у) =1, у (1) = 4 
Ax? y" + 8ху + 17у = 0, y(D = 2, y'(1) 2-3 
х?у” — Зху + 4y = 0, y(-1) 22, y'(-1)23 
х2у” + 3xy' + 5у = 0, yD=1, y'(1) 2-1 


ш Dans les problèmes 17 à 34, déterminez tous les points singuliers de l'équation et précisez s'ils sont 
réguliers ou irréguliers. 


17. 
19. 
21. 
22. 
23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
29. 
31. 
33. 
35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


xy" + (1 3)y' + xy = 0 18. x^(1 — xy" + 2ху + 4y = 0 
LA — у” + (x - 2) - 3xy 20 20. х(1-хду”-(2/у + 4y = 0 
( — 32? y" + x(1 — х)у + (1 + x)y 20 

xy” + ху + (х2 = vy = 0 (équation de Bessel) 

(x + 3)y" – 2xy' + (1-2 х2)у= 0 

x(1 = x2y" + (10. х2)2у' + 2(1 + x)y 20 

(x + 2)? (x- Dy" + 3(х— Dy'-2(x-2)y 20 

x(3 — х)у + (x + Dy'-2y 20 


Q x - 2)yy" + (x - 1)у + 2y 20 28. xy" + e*y' + (3 cos х)у= 0 

y" + (In [xDy' + 3xy = 0 30. xy” + 2(e* – 1)y + (e? cos x)y = 0 

х2у” — 3(sin py + (1+ х2)у = 0 32. xy" + у + (cot x)y = 0 

(sin x)y" + ху + 4y = 0 34. (x sin x)y" + 3y' + xy = 0 

Trouvez toutes les valeurs de œ pour lesquelles toutes les solutions de x?y" + аху” + (5/2)у = 0 


s'approchent de zéro lorsque x — 0. 


Trouvez toutes les valeurs de fj pour lesquelles toutes les solutions de х2у” + By = 0 s'approchent 
de zéro lorsque x — 0. 


Trouvez у de sorte que la solution au problème de valeur initiale x?y" — 2y = 0, y( = 1, y (1 = y 
soit bornée lorsque x — 0. 


Trouvez toutes les valeurs de œ pour lesquelles toutes les solutions de x?y" + аху” + (5/2)у = 0 
s'approchent de zéro lorsque x — ce. 


Considérez l'équation d'Euler x?y" + аху” + Ву = 0. Trouvez les conditions s'appliquant à с et 


à D de sorte que 

a) toutes les solutions s'approchent de zéro lorsque x — 0; 
b) toutes les solutions soient bornées lorsque x 0; 

с) toutes les solutions s'approchent de zéro lorsque x — ee; 
d) toutes les solutions soient bornées lorsque x — оо; 


e) toutes les solutions soient bornées lorsque x — 0 et x — о. 


» 
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40. En utilisant la méthode de réduction d'ordre, montrez que si r, est une racine multiple de 
r(r — 1) + ar * В-0, alors х” et x” In x sont des solutions à x?y" + оху + By = 0 pour x > 0. 


ш Dans les problèmes 41 et 42, montrez que le point x = 0 est un point singulier régulier. Dans chaque 


probléme, essayez de trouver des solutions de la forme ax. Montrez qu'il y a seulement une solu- 
п-0 
tion non nulle de cette forme dans le probléme 41, et qu'il y en a plus d'une dans le probléme 42. Par 


conséquent, dans un cas comme dans l'autre, il est impossible de trouver la solution générale de cette 


manière. Ce cas est un exemple typique des équations avec des points singuliers. 

41. 2xy" + 3y' + ху= 0 

42. 2x?y" + Зху - (1+ х)у= 0 

43. Les singularités à l'infini Les définitions d'un point ordinaire et d'un point singulier régulier 
données dans les sections précédentes s'appliquent seulement si le point x, est fini. Dans des 
travaux plus avancés sur les équations différentielles, il est souvent nécessaire d'étudier le point 
à l'infini. On y arrive en effectuant le changement de variable ё = 1/x et en étudiant l'équation 
résultante en = 0. Montrez que pour l'équation différentielle P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0, le point 
à l'infini est un point ordinaire si 


1 E шы БЕТ) 


SPC) 

admettent des développements en série de Taylor autour de ё = 0. Montrez aussi que le point à 
l'infini est un point singulier régulier si au moins une des fonctions ci-dessus n'admet pas de déve- 
loppement en série de Taylor, mais que 


é ES em КЕШІ) 
Р(/8) ё с £P 


admettent de tels développements. 


PS € P 


ш Dans les problèmes 44 à 49, utilisez les résultats du probléme 43 pour déterminer si le point à l'infini est 
un point ordinaire, un point singulier régulier ou un point singulier irrégulier de l'équation différentielle. 


44. у+у= 0 

45. xy” + ху – 4у= 0 

46. (1 – х2)у” – 2ху + a(a+ у= 0 (équation de Legendre) 
47. ху” c xy +- v?)y=0 (équation de Bessel) 

48. y" - 2xy' + Ay 20 (équation d'Hermite) 

49. y" ху= 0 (équation d'Airy) 


7.5 | Les solutions en série pres d'un point 
singulier régulier - premiere partie 
Voyons maintenant comment résoudre l'équation linéaire du deuxiéme ordre générale 
PY” + Об)у + К(ду-0 (1) 

au voisinage d'un point singulier régulier x = x, Par commodité, on suppose que x, = 0. 
Si x, À 0, on peut transformer l'équation en une équation pour laquelle le point singulier régulier 
se trouve à l'origine en posant x — x, égal à t. 

Le fait que x = 0 est un point régulier de l'équation (1) signifie que хО(ху/Р(х) = xp(x) et 
LRP) = х4(х) ont des limites finies lorsque x — 0 et sont analytiques en x = 0. Ainsi, 
elles admettent des développements en série de puissances convergentes de la forme 


жод-Урх, xq 2 Уау Q) 


n=0 n=0 
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dans un intervalle |x| < р autour de l'origine, où p > 0. Pour que les quantités xp(x) et х24(х) 
apparaissent dans l'équation (1), il suffit de diviser l'équation (1) par P(x), puis de la multiplier 
par x? pour obtenir 


х?у + xopG)b * Ex gy = 0, (3) 
ou 
x^y" + x(py + px p,x" +y + (qu qux t qux" *)y-0. (4) 
Si tous les coefficients p, et q, sont nuls sauf peut-étre 
p clim 00 а qu clim EO, (5) 
alors l'équation (4) se réduit à l'équation d'Euler 
Xy" + PoXY + qoy =0, (6) 


étudiée dans la section précédente. En général, bien sûr, certaines des fonctions p, et 
4» ой n 2 1, ne sont pas nulles. Cependant, le caractère essentiel des solutions à l'équa- 
tion (4) est identique à celui des solutions à l'équation d'Euler (6). La présence des termes 
PiX+---+p,x"+...etgx+...+q,x" +... complique à peine les calculs. 

Cette étude se limitera à l'intervalle x > 0. On peut traiter l'intervalle x « 0, comme on l'a 
fait avec l'équation d'Euler, en effectuant le changement de variable x = —ó, puis еп résolvant 
l'équation résultante pour <> 0. 

On peut considérer les coefficients de l'équation (4) comme des «coefficients d'Euler» 
multipliés par des séries de puissances. Pour le constater, il suffit d'écrire le coefficient de y' 
dans l'équation (4) sous la forme 


рох +(р,/рь)х+(р/ро)х” Tes "E px" "us J, 


et de faire la même chose pour le coefficient de y. Par conséquent, il peut sembler normal de 
chercher des solutions à l'équation (4) sous la forme de «solutions d'Euler » multipliées par des 
séries de puissances. Ainsi, on suppose que 


у-х(ауғаха-- tax" +) = х Max" = Max, (7) 
п-0 n-0 
où a, #0. En d'autres mots, r est exposant du premier terme de la série et a, est son coefficient. 
Comme partie de la solution, on doit déterminer: 


1. les valeurs de r pour lesquelles l'équation (1) admet une solution de la forme (7); 


2. la relation de récurrence pour les coefficients a, ; 


3. le rayon de convergence de la série Van. 
n=0 

La théorie générale a été conçue par Ferdinand Frobenius" et elle est assez complexe. Au 
lieu d'essayer de présenter cette théorie, dans cette section et les deux suivantes, on suppose 
simplement qu'il existe une solution de la forme établie. En particulier, on supposera que toute 
série de puissances dans l'expression d'une solution admet un rayon de convergence non nul, et 
on montrera comment déterminer les coefficients d'une telle série. Pour illustrer la méthode de 
Frobenius, on considére d'abord un exemple. 


12. Ferdinand Frobenius (1849-1917) a été (comme Fuchs) étudiant puis professeur à l'Université de Berlin. En 1874, 
il a démontré comment construire des solutions en série autour de points réguliers. Cependant, son travail le plus 
reconnu porte sur l'algébre. En effet, il a été un des premiers créateurs de la théorie des groupes. 
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| Ехетріет ЕШ l'équation différentielle 


2x?y" — ху + (1+ x)y = 0. (8) 


Il est facile de montrer que x = 0 est un point singulier de l'équation (8). De plus, xp(x) = —1/2 et 
xqx) = (1 + x)/2. Ainsi, py = -1/2, д, = 1/2, q, = 1/2 et toutes les autres fonctions p et q sont nulles. 
Alors, d’après l'équation (6), l'équation d'Euler correspondant à l'équation (8) est 


2x?y" — xy + y = 0. (9) 


Pour résoudre l'équation (8), on suppose qu'il existe une solution de la forme (7). Alors, y' есу” 
sont données par 


у = > a, (r+n)x"*"1 (10) 


n=0 


et 


y' 2 Ya (rt nr*n- Det, (11) 


п-0 


En substituant les expressions de y, de y' et de y" dans l'équation (8), on obtient 


2x?y" — xy c (1- х)у= Y2a,(0 +n)(r+n-1)x"" 
n=0 


оо 


E Ya, (r+ n)x"*+" + by + Saa (12) 
n-0 п-0 n-0 


оо 


On реш écrire le dernier terme dans l'équation (12) sous la forme by 
les termes dans l'équation (12), on obtient n=l 


"". Donc, en regroupant 


2x? y" = xy + (1+ х)у = agJ2r(r- 1) - r 1]x" 
+ YDG m6 -n-D- (nlla, *a, |х?" 20. (13) 
n-l 


Si l'équation (13) doit être satisfaite pour tout x, le coefficient de chaque puissance de x dans l'équa- 
tion (13) doit être nul. А partir du coefficient de х”, on obtient, puisque a, + 0, 


2r(r-1)-r-*122r?-3r- 1 2 (r- 1) Qr- 1) = 0. (14) 


L'équation (14) est l'équation indicielle de l'équation (8). Il faut noter qu'il s'agit exactement de l'équa- 
tion polynomiale qu'on veut obtenir pour l'équation d'Euler (9) associée à l'équation (8). Les racines 
de l'équation indiquée sont 


rl. nsi. (15) 
Ces valeurs de ғ sont les exposants à la singularité pour le point singulier régulier x — 0. Ils déter- 


minent le comportement qualitatif de la solution (7) au voisinage du point singulier. Revenons mainte- 
nant à l'équation (13) et posons le coefficient de x^" égal à zéro. On obtient la relation 


[2(r- n) (rcc n-1) - (rn) + la, a, |-0, п>1, (16) 
ой 
dy 
а. = 
" 2(r+n) -3(r+n)+1 
a 


= n , п>1. (17) 
[Gr * n) - 1][2(r + n) - 1] 
Pour chaque racine г, et r, de l'équation indicielle, on utilise la relation de récurrence (17) pour déter- 
miner un ensemble de coefficients a,, а,,... Pour r = г = 1, l'équation (17) devient 


= an- > 1 


a, = ; 2 
" (Оп- Пп 
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P Ainsi, 
a, 2-29. 
3.1 
a a а 
5-2 (3-5)(1-2) 
еї 


аҙ ао 


73 (3-5-7)1-2-3)` 


аз = 


En général, оп a 
- imd 
a, = ао. 

(8-5-7...(2п--іһ! 
Si on multiplie le numérateur et le dénominateur du membre de droite de l'équation (18) par 
2-4-6--2л-27п!, on peut réécrire a, sous la forme 

—1 п е 

а, = CD ао. п>]. 

(2п+1)! 


Ainsi, si on omet le facteur а, une solution à l'équation (8) devient 


n2 4. (18) 


oo (- 1)" Qu 
x)= x| 1+ x" |, х>0. 19 
у(х) | Хол ғу (19) 
Pour déterminer le rayon de convergence de la série de l'équation (19), on utilise le test du rapport: 
n+l 2 |х] 
lim |= = іт = 
пэе| a,x” ns (2n + 2)(2п +3) 


pour tout x. Ainsi, la série converge pour tout x. 


З НЕН z | 1 А x 422% | Р 
Si оп considère la deuxième racine г = r, = 2 оп procéde de la méme maniére. А partir de l'équa- 
tion (17), ona 


an- а,-1 

а, = 1 = 2 1 М 

м(п-3) п(2п- 1) 
2 

Ainsi, 
а= 
1-1 
a, 40 


а, 2 3^ , 
з (1:2)4:3) 


а а 
nn = 0 
d5 


8.5." (1-2-3)(1-3-5)” 


et, en général, 
а, = E 2 а, 
п\![1:3:5::: (20 – 1)] 
De façon similaire au cas de la racine r, , on multiplie le numérateur et le dénominateur du membre de 
droite de l'équation (20) par 2-4-6 --- 2n = 2"п!. П en découle que 


п>4. (20) 


—1)"2" 
а, = сп do: п>]. 
(2п)! 
Une fois de plus, en omettant le facteur ау, on obtient la deuxième solution 
co -p" 2” 
БЕРШІ x', х>0. 21 
у(х) уу AT Q1) 


Comme précédemment, on peut montrer que la série dans l'équation (21) converge pour tout x. Puisque 
les termes dominants des solutions en série y, et y, sont respectivement x et x", il s'ensuit que les solu- 
tions sont linéairement indépendantes. Ainsi, la solution générale à l'équation (8) est 


у= cy) + cyx), х>0. 
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L'exemple précédent montre que si x — 0 est un point singulier régulier, alors il existe par- 
fois deux solutions de la forme (7) au voisinage de ce point. De la méme manière, s'il y a un 
point singulier régulier en x — x,, alors il peut y avoir deux solutions de la forme 


ye x) Уа-а)" (22) 
п-0 

qui sont valides au voisinage de x = x. Cependant, puisqu'une équation d'Euler peut ne pas 
avoir deux solutions de la forme у = x’, alors une équation plus générale avec un point singu- 
lier régulier peut ne pas avoir deux solutions de la forme (7) ou (22). Dans la prochaine sec- 
tion, on montre en particulier que si les racines r, et r, de l'équation indicielle sont identiques 
ou qu'elles différent d'un entier, alors la deuxiéme solution a normalement une structure plus 
complexe. 

Dans tous les cas, cependant, il est possible de trouver au moins une solution de la forme (7) 
ou (22). Si r, et r, diffèrent d'un entier, cette solution correspond à la plus grande valeur de r. 
S'il n'existe qu'une telle solution, alors la deuxième solution implique un terme logarithmique, 
comme c'est le cas pour l'équation d'Euler quand les racines de l'équation caractéristique sont 
identiques. Dans de tels cas, on peut recourir à la méthode de réduction d'ordre ou à d'autres 
méthodes pour déterminer la deuxiéme solution. Ce sujet sera discuté dans les sections 7.6 
et 7.7. 

Si les racines de l'équation indicielle sont complexes, alors elles ne peuvent pas étre iden- 
tiques ou différer d'un entier. Donc, il y a toujours deux solutions de la forme (7) ou (22). Bien 
sür, ces solutions sont des fonctions de x à valeurs complexes. Cependant, comme pour l'équa- 
tion d'Euler, il est possible d'obtenir des solutions à valeurs réelles en prenant les parties réelles 
et imaginaires des solutions complexes. 

Finalement, mentionnons un aspect technique. Si P, Q et R sont des polynómes, il est 
souvent préférable de travailler directement avec l'équation (1) plutót qu'avec l'équation (3). Ce 
choix permet d'éviter la nécessité d'exprimer xQ(x)/P(x) et x? R(x)/P(x) en série de puissances. 
Par exemple, il est préférable de considérer l'équation 


x(1 + x)y" +2y + xy = 0 


que de l'écrire sous la forme 


2 
X 


2 ^ 2x , 
ху t ——y *——y-0, 
1-х 1-х 


ce qui demande de développer 2x/(1 + x) et x?/(1 + x) en série de puissances. 


Problémes 


Е Dans les problèmes 1 à 10, 


а) montrez que l'équation différentielle admet un point singulier régulier en x = 0; 
b) déterminez l'équation indicielle, la relation de récurrence et les racines de l'équation indicielle ; 
с) trouvez la solution en série (x > 0) correspondant à la plus grande racine ; 


d) siles racines ne sont pas identiques et qu'elles ne différent pas d'un entier, trouvez aussi la solution 
en série correspondant à la plus petite racine. 


1. 2xy" +y +ху= 0 2. ey ear [iyu 

3. xy" - yz 0 4. xy" c y'- yz 0 

5. 3x?y" +2xy + x?y 20 6. x?y" +xy + (x 2)у= 0 

7. xy" c (1-3) - y 20 8. 2x2y" + 3xy' + Qx? - Dy = 0 

9. x?y" — х(х+ 3)y' +(x+3)y=0 10. x?y" + yel у-0 ; 
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» 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


L'équation de Legendre d'ordre œ est 
(1 — х2)у” — 2ху + a (ac 1)y = 0. 
On a discuté la solution à cette équation prés du point ordinaire x — 0 dans les problémes 22 et 


23 de la section 7.3. Dans l'exemple 4 de la section 7.4, on a montré que x = +1 sont des points 
singuliers réguliers. 


a) Déterminez l'équation indicielle et ses racines pour le point x = 1. 
b) Trouvez une solution en série de puissances de x — 1 pour x — 1 > 0. 


Suggestion : Écrivez 1 - x 224 (x - 1) etx = 1 + (x— 1). Autrement dit, effectuez le changement 
de variable x — 1 = t et déterminez une solution en série de puissances en f. 


L'équation de Tchebychev est 
(1 — x2)y" — ху + a?y = 0, 
ой & est une constante (voir le probléme 10 de la section 7.3). 
a) Montrez que x = 1 et x = —1 sont des points singuliers réguliers et trouvez les exposants à cha- 
cune de ces irrégularités. 
b) Trouvez deux solutions linéairement indépendantes autour de x = 1. 


L'équation différentielle de Laguerre? est 
xy" + (1 — х)у + Ау = 0. 
a) Montrez que x = 0 est un point singulier régulier. 


b) Déterminez l'équation indicielle, ses racines, la relation de récurrence et une solution (x » 0). 


c) Montrez que si À = m, un entier positif, cette solution se réduit à un polynôme. Une fois nor- 
malisé correctement, ce polynóme est le polynóme de Laguerre, L, (x). 


L'équation de Bessel d'ordre zéro est 


х2у” + ху' + x?y 2 0. 


a) Montrez que x = 0 est un point singulier régulier. 

b) Montrez que les racines de l'équation indicielle sont г, = r, = 0. 
с) Montrez qu'une solution pour x > 0 est 

ED 


DE T 


n-l 


d) Montrez que la série converge pour tout x. La fonction J, est la fonction de Bessel de premier 
type et d'ordre zéro. 


En vous reportant au probléme 14, utilisez une réduction d'ordre pour montrer que la deuxiéme 
solution à l'équation de Bessel d'ordre zéro contient un terme logarithmique. 


Suggestion: Si y,(x) = J,(x)v(x), alors 


Jo 
yaQ) = Jo(x fF 7, СО? 


Trouvez le premier terme du développement en série de 1/х[Л,0)]?. 
L'équation de Bessel d'ordre un est 

x2y + ху + (2 – у = 0. 
a) Montrez que x = 0 est un point singulier régulier. 


b) Montrez que les racines de l'équation indicielle sont r, = 1 et r, = —1. 
€) Montrez qu'une solution pour x > 0 est 


р)” 2п 
ло) СЕ 


24 (п+1)!п (n+ Din!” 


13. Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886), géomètre et analyste français, a étudié les polynômes qui portent son nom 


vers 1879. 
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d) Montrez que la série converge pour tout x. La fonction J, est la fonction de Bessel de premier 
type et d'ordre un. 


e) Montrez qu'il est impossible de déterminer une deuxiéme solution de la forme 


aC Ra х>0. 


п-0 


Les solutions еп série près d'un point 
singulier régulier - deuxiéme partie 


Voyons maintenant le probléme général servant à déterminer une solution à l'équation 


Цу] = x2y" + х[хр(х)]у + [290)]у = 0, (1) 
ой 
хр(х)=  »u*, Lame er Q) 


et où les deux séries convergent dans l'intervalle |x| « p pour p > 0. Le point x = 0 est un point 
singulier régulier, et l'équation d'Euler correspondante est 


ху" + pyxy' + дуу = 0. (3) 
On recherche une solution à l'équation (1) pour x > 0, et on suppose qu'elle est de la forme 
у= ф(7, х) = x$ a,x" - Жаа» (4) 
п-0 п-0 


où a, + 0. On a écrit y = @(r, x) pour mettre l'accent sur le fait que 0 dépend de et de x. П 
s'ensuit que 


у = У (+ п)а, х", у Yr moen-Da, х". (5) 


п-0 п-0 
Ensuite, en substituant les expressions des équations (2), (4) et (5) dans l'équation (1), on obtient 
ayr(r - D)x' +a (r+ Drs" +- +a, (r t п) + п х" +. 
+ (Po + рх а P, x” шады ) 


r+n 


x [ayrx' +a (r * x"! +: на, G nx" +] 
t(qytqyX--tq,X +...) 
X(ayx' + ax" 9 ax" +.) = 0. 
En multipliant les séries infinies ensemble, puis en regroupant les termes, on obtient 
ayF(r)x' * [a,F(r +1) + a(p,r + 4)]x* 
+{a,F(r+ 2)+ a(p,r*t q) t alp,(r- D nit 
+ ..+{a,F(r+n)+a(p,r+a,)+alp, .(r+D+q,.l 
teca, [p(r+n-D+ql}x"*"+...2=0 


ou, sous une forme plus compacte, 


n-l 


L[0](r,x) = ayF(r)x' + уге +n)a, + Falt tk)p,,- lp -0, (6) 


k-0 


F(r)-r(r-l)*py +4. (7) 
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Pour que l'équation (6) soit satisfaite, le coefficient de chaque puissance de x doit étre nul. 

Puisque a, + 0, le terme impliquant x’ conduit à l'équation F(r) = 0. Cette équation est 
l'équation indicielle. П faut noter qu'il s'agit exactement de l'équation qu'on obtiendrait en 
recherchant des solutions y = x” à l'équation d'Euler (3). On note maintenant les racines de 
l'équation indicielle г, et r, avec г, > r, si les racines sont réelles. Si les racines sont com- 
plexes, on ne peut pas les ordonner. Ce n'est que pour ces valeurs de r qu'on peut s'attendre à 
trouver des solutions à l'équation (1) de la forme (4). Les racines r, et r, sont les exposants à la 
singularité. Ils déterminent la nature qualitative de la solution au voisinage du point singulier. 

En posant les coefficients de x"*" dans l'équation (6) égaux à zéro, on obtient la relation 
de récurrence 


n-l 


Е(т+п)а„+ Mar-Ep,,*4,,]120, n21. (8) 


k-0 


L'équation (8) montre qu'en général, a, dépend de la valeur de r et de tous les coefficients 


précédents ay, а,..., a, ,. Elle montre aussi qu'on peut calculer successivement а), а,,..., 
а,,... en fonction de a, et les coefficients des séries pour xp(x) et x?q(x) à la condition que 
F(r + 1), F(r + 2),..., F(r + n),... ne soient pas nuls. Les seules valeurs de ғ pour lesquelles 


F(r) = 0sont к= г, et = r,. Puisque г, > r,, il s'ensuit que r, + n est différent de г, et de r, si 
n > 1. Par conséquent, F(r, + n) 4 0 si n 2 1. Ainsi, on peut toujours déterminer une solution à 
l'équation (1) sous la forme (4), soit 


= ае) х > 0. (9) 


п=1 
Ici, on а introduit la notation a,(r,) pour indiquer que a, а été déterminé à partir de l'équa- 
tion (8) avec r = r,. Pour préciser la constante arbitraire de la solution, on a pris а, = 1. 
Si ғ, n'est pas égal à r, et que r, — ғ, n'est pas un entier, alors r, + n est différent de ғ, pour 
toute valeur de n > 1. Ainsi, F (r, + n) + 0 et on peut aussi obtenir une deuxième solution, soit 


AID х>0. (10) 


n-l 
Tout comme pour les solutions en série autour de points ordinaires qu'on a discutées à 
la section 7.3, les séries dans les équations (9) et (10) convergent au moins dans linter- 
valle |x| < р, où les séries pour xp(x) et x^g(x) convergent. À l'intérieur de leurs intervalles de 


convergence, les séries de puissances 1-- bi a,(rj)x" etl Уа, (r,)x" définissent des fonctions 


qui sont analytiques en х- 0. Ainsi, le comportement singulier, s’il y en a, des solutions y, et 
y, est dû aux facteurs x”! et x? qui multiplient ces deux fonctions analytiques. Ensuite, pour 
obtenir des solutions à valeurs réelles pour х < 0, on peut faire la substitution x = —ó avec <> 0. 
Selon notre étude sur l'équation d'Euler, on peut s'attendre à remplacer seulement х” dans 
l'équation (9) et х” dans l'équation (10) respectivement раг |х|” et |x|”. Finalement, il faut noter 
que si r; et r, sont des nombres complexes, alors ils sont nécessairement conjugués et r, + г, + М. 
Ainsi, dans ce cas, on peut toujours trouver deux solutions en série de la forme (4). Cependant, 
ces solutions sont des fonctions à valeurs complexes. On peut obtenir des solutions à valeurs 
réelles en prenant les parties réelles et imaginaires des solutions à valeurs complexes. Les cas 
exceptionnels ой ғ) = r, ou г, — r, = №, ой М est un entier positif, nécessitent une étude plus 
approfondie. Ils seront considérés plus loin dans cette section. 

Il convient de réaliser que ғ, et ғ, les exposants au point singulier, sont faciles à trouver et 
qu'ils déterminent le comportement qualitatif des solutions. Pour calculer ғ, et r,, il suffit de 
résoudre l'équation indicielle quadratique 


r(r- l1) py *qy-0, (11) 
dont les coefficients sont donnés par 


Po =limap(x), — q,-limx^qQo). (12) 
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П faut noter que ces limites sont exactement celles qui doivent étre évaluées afin de classer 
la singularité comme point singulier régulier. Ainsi, elles ont généralement été déterminées à 
un stade préalable de la recherche. 

De plus, si x = 0 est un point singulier régulier de l'équation 

Р(х)у" + QGOy' + К(ду-0, (13) 
où les fonctions Р, О et R sont des polynómes, alors xp(x) = хО(х)/Р(х) et x!q(x) = LRP x). 
Ainsi, 
Q(x) --ұ2 КО) 


= lim қ = іт ; 14 
Po 0 Р(х) 40 Fue s Р(х) (14) 


Finalement, les rayons de convergence des séries des équations (9) et (10) sont au moins égaux 
à la distance de l'origine jusqu'au zéro le plus prés de P autre que x = 0 lui-même. 


Discutez la nature des solutions à l'équation 
2x(1 + 3)y" + (3 + x)y' - xy = 0 
au voisinage des points singuliers. 


Cette équation est de la forme (13) avec Р(х) = 2x(1 + х), Q(x) = 3 + x et R(x) --х. Les points 
х= О et x = —1 sont les seuls points singuliers. Le point x = 0 est un point singulier régulier, puisque 


Об) ых 355 23 


limx = 5 
x20 Р(х) x50 2x(1+x) 2 
[йр ЛЕ СИ Жек; 


-]imx^————-0 
хэ0 Р(х) x90 2х(1-х) 


А S 3 дар Т 3 
De plus, à partir de l'équation (14), p, = 2 et а, = 0. Ainsi, l'équation indicielle est r(r — 1) + 5" =0,et 
ses racines sont r, = 0, r, = ES Puisque ces racines ne sont pas identiques et qu'elles ne différent pas 


d'un entier, il existe deux solutions linéairement indépendantes de la forme 


(7 1 V a, Ou” et yx) = x 289 


n-l n-l 
pour 0 < |х| <р. Une borne inférieure pour le rayon de convergence de chaque série est 1, la distance 
de x= 0 à x = —1, l'autre zéro de Р(х). П faut noter que la solution y, est bornée lorsque x — 0 (en fait, 
elle est analytique ici) et que la deuxiéme solution y, est non bornée lorsque x — 0. 

Le point x = —1 est aussi un point singulier régulier, puisque 


lim (x) 99 = Jim & *DÓ* 9. 

хә-1 Р(х) хә-1 2х(1+х) 

Rx) 2 +D x) 
- lim z 


lim (x 4 1)? 
x -1 Р(х) >>-1 2x(1+x) 


Dans ce cas, pọ = -1 et д, = 0. Donc, l'équation indicielle est r(r — 1) — r = О. Les racines de l'équation 
indicielle sont r, — 2 et r, = 0. Si on considère la plus grande racine, on a une solution de la forme 


у(х) = (х + ШЫЛЫ "| 


n-l 
Les séries convergent au moins pour |x + 1| < 1, et y, est ici une fonction analytique. Puisque les deux 
racines différent d'un entier positif, il peut exister une deuxiéme solution de la forme 


у›(х)=1+ Ma, (0) 4 D". 


n-l 


On ne peut en dire plus sans une analyse plus poussée. 

Il faut noter qu'aucun calcul difficile n'a été nécessaire pour obtenir l'information sur les solutions 
présentées dans cet exemple. П a suffi d'évaluer quelques limites, puis de résoudre deux équations 
quadratiques. 
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On considére maintenant les cas oü les racines de l'équation indicielle sont identiques ou 
qu'elles ne diffèrent que par un entier positif, par exemple г, — r, = М. Comme on l'a montré plus 
tót, il existe toujours une solution de la forme (9) correspondant à la plus grande racine r, de 
l'équation indicielle. Par analogie avec l'équation а Euler, on peut s'attendre à ce que si r, = ғ,, 
la deuxiéme solution contienne un terme logarithmique. Cela peut aussi étre vrai si les racines 
différent d'un entier. 


Les racines doubles La méthode permettant de trouver la deuxiéme solution est essen- 
tiellement la même que celle qui a été utilisée pour trouver la deuxième solution à l'équation 
d'Euler (voir la section 7.4) quand les racines de l'équation indicielle étaient identiques. On 
considère ғ comme une variable continue, et on détermine a, comme fonction de r en résolvant 
la relation de récurrence (8). En ce qui concerne ce choix de a, (ғ) pour n 2 1, l'équation (6) se 
réduit à 

LINC, x) = aF (r)x' = аг rx", (15) 


puisque ғ, est une racine multiple de F(r). En posant r = r, dans l'équation (15), on trouve 
L[ó](r,, x) = 0. Ainsi, comme on l'a déjà vu, у(х) donnée par l'équation (9) est une solution à 
l'équation (1). Toutefois, chose plus importante encore, il découle aussi de l'équation (15), tout 
comme de l'équation d'Euler, que 


09 == 9 f = 2 
AE х)=а, 3; (r-n)] E 
=al(r-r) x in x+2r-r)x"]),= 0. (16) 


Par conséquent, une deuxiéme solution à l'équation (1) est 


9j, = " 
un DL |а Ха | » 


- (x^ In за, «аме [enar 


n-l 


dlr, x) 
or 


у(х) = 


n-l 


-у (іп xx D ats", x»0, (17) 
n-l 
ой a; (r,) signifie da, /dr, qui a été évaluée en r =r.. 

Même si l'équation (17) définit explicitement la seconde solution у,(х), il pourrait être diffi- 
cile de déterminer a, (r) en fonction de r à partir de la relation de récurrence (8), puis de dériver 
l'expression résultante par rapport à r. Une autre méthode consiste simplement à supposer que 
la solution y a la forme de l'équation (17), autrement dit, 


y=y(x)lnx+x" hr, — x20, (18) 


n-l 
où y,(x) a déjà été trouvé. On calcule les coefficients b,, comme d'habitude, en faisant la subs- 
titution dans l'équation différentielle, en regroupant les termes et en posant le coefficient de 
chaque puissance de x égal à zéro. Une troisiéme possibilité est d'utiliser la méthode de réduc- 
tion d'ordre pour trouver у,(х) une fois que l'on connaît y (x). 


Les racines dont la différence est le nombre entier N Lorsque la différence des 
racines est entiére, l'obtention de la deuxiéme solution est considérablement plus compliquée 
et ne sera pas présentée ici. La forme de cette solution est définie dans l'équation (24) (voir le 
théorème 7.6.1). Les coefficients с, (r;) dans l'équation (24) sont donnés par 


121.2... (19) 


rrj? 


d 
с,(ғ,)- at -nJa,(G)] 
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où a, (r) est déterminé à partir de la relation de récurrence (8) avec a, = 1. De plus, le coeffi- 
cient a dans l'équation (24) est 


a=lim(r-r,)a,(r). (20) 


Si a, (т) est fini, alors a = 0 et il n’y a pas de terme logarithmique en y,. On montre comment 
obtenir les formules (19) et (20) dans l’ouvrage de Coddington (voir le chapitre 4). 

En pratique, la meilleure manière de déterminer si a est nul dans la deuxième solution est 
simplement d’essayer de calculer le a, correspondant à la racine r, et de vérifier s’il est possible 
de déterminer а, (т). Si c'est possible, il n'y a pas d'autre probléme. Sinon, on doit utiliser la 
forme (24) avec a z 0. 

Lorsque r, — r, = N, il existe trois méthodes pour trouver une deuxième solution. La pre- 
mière consiste à calculer a et c,(r;) directement en substituant l'expression (24) pour y dans 
l'équation (1). La deuxième demande de calculer c, (r5) et a de l'équation (24) en utilisant les 
formules (19) et (20). S’il s'agit de la démarche planifiée, alors en calculant la solution corres- 
pondant à r = r,, il faut s'assurer d'obtenir la formule générale pour а, (ғр) plutôt que seulement 
a, (r,). La troisième méthode consiste à utiliser la méthode de réduction d'ordre. 

Le théoréme suivant résume les résultats que nous avons obtenus dans cette section. 


Théoréme 7.6.1 


Considérez l'équation différentielle (1), 
xy” + х[хр(х)]у + [2240)]у = 0, 


où x = 0 est un point singulier régulier. Alors, xp(x) et x^q(x) sont analytiques en x = 0 
admettant des développements en série de puissances convergentes 


хр(х) = Yu. x*q(x)- Уа,” 
п-0 


п-0 
pour |х| « p, où p > 0 est le minimum des rayons de convergence des séries de puissances 
pour хр(х) et х24(х). Soit r, et r, les racines de l'équation indicielle 


Е(7) =r(r-1) + por + д = 0, 


avec г, 2 г, si r et r, sont réelles. Alors, dans les intervalles —p < x < 0 ou 0 < x < p, il existe 
une solution de la forme 


у(х) = 1х1" ГЭУ (21) 


n-l 
où les a, (r;) sont donnés par la relation de récurrence (8) avec a,= 1 et r- г.. 
Si r, — r, est non nul ou un entier positif, alors dans les intervalles —p < x < 0 ou 0 < x < р, 
il existe une deuxiéme solution linéairement indépendante de la forme 


у,(х) =|х|? 52 (r,)x" | (22) 


n-l 
Les a, (r;) sont aussi déterminés par la relation de récurrence (8) avec a, = 1 et r = г,. Les 
séries de puissances dans les équations (21) et (22) convergent au moins pour |х| < р. 
Si г, = г,, alors la deuxième solution est 


у(х) = у(х) In [x] + ixl" Y b, СТН Q3) 


n-l 


Sir, — r, = М, un entier positif, alors 


y, (x) = ay, (x) In |x| + |x|” | + YO | (24) 


n-l 


390 { CHAPITRE 7 » Les solutions en série aux équations linéaires du deuxiéme ordre 


On peut déterminer les coefficients а, (г), b, (r), c, (r;) et la constante a en substituant 
la forme des solutions en série de y dans l'équation (1). La constante a peut étre nulle. Dans 
ce cas, il n’y a pas de terme logarithmique dans la solution (24). Chacune des séries des 
équations (23) et (24) converge au moins pour |x| « p et définit une fonction qui est analy- 
tique au voisinage de x = 0. 

Dans ces trois cas, les deux solutions y, (x) et у, (x) forment un ensemble fondamental 
de solutions à l'équation (1). 


Problémes 


Е Dans les problèmes 1 à 12, 


a) trouvez tous les points singuliers réguliers de l'équation différentielle ; 
b) déterminez l'équation indicielle et les exposants à la singularité pour chaque point singulier 


régulier. 
1. xy”+2xy + 6e*y=0 2. x?y" - x(2+ х)у' + (2+ x?)y = 0 
3. х(х- Dy" + 6x?y' + Зу = 0 4. у +4ху +6y=0 
5. x?y" + 3(sin х)у - 2y 20 6. 2x(x - 2)y" +y - xy z0 
T. ду” өз sinx)y * y-0 8. (х+ 1)2у” + 362 – Dy' +3y=0 
9. L(A- xy” — (1 -39y' + 2xy = 0 10. (х-2)%х--2)у” + 2xy + 3(x -2)y 20 
11. (4—x2)y” + 2xy + 3y = 0 12. x(x* 3?y" – 2(x + 3)у - xy 20 


ш Dans les problèmes 13 à 17, procédez comme suit. 


a) Montrez que x = 0 est un point singulier régulier de l'équation différentielle. 
b) Trouvez les exposants au point singulier x = 0. 


C) Trouvez les trois premiers termes non nuls de chacune des solutions linéairement indépendantes 
autour de x = 0. 


13. xy" +у'-у= 0 
14. xy" + 2ху' + бе*у= 0 (voir le probléme 1) 
15. х(х- Dy" + 6x?y' + 3y 20 (voir le probléme 3) 
16. xy" * y-0 
17. x?y" + (sin x)y' — (cos x)y = 0 
18. a) Montrez que 
(In уу у-0 
a un point singulier régulier en x — 1. 
b) Déterminez les racines de l'équation indicielle en х- 1. 


с) Trouvez les trois premiers termes non nuls de la série Уа,х- 1)""" correspondant à la plus 
grande racine. Considérez x — 1 > 0. п=0 


d) Selon vous, quel sera le rayon de convergence de Іа série ? 


19. Dans divers problémes de physique mathématique, 11 est nécessaire d'étudier l'équation 
différentielle 


x(1 — х)у + [y- (1 + a В)х]у – ay - 0, (1) 
ой о, B et y sont des constantes. Cette équation est l'équation hypergéométrique. 


a) Montrez que x — 0 est un point singulier régulier et que les racines de l'équation indicielle 
sont 0 et 1 — y. 


» 


20. 


21. 
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b) Montrez que x — 1 est un point singulier régulier et que les racines de l'équation indicielle 
sont 0 et y — о p. 

с) En supposant que 1 — y n'est pas un entier positif, montrez qu'au voisinage de x = 0, une solu- 
tion de (1) est 


у(х) = 1+ aß + + DPED › 
y-l! y(y +D2! 
Selon vous, quel est le rayon de convergence de cette série ? 


d) En supposant que 1 — y n'est pas un entier ou zéro, montrez qu'une deuxième solution pour 
0<x< lest 


Lil. @-7+D(B-7+D 
у(х) = x |+ CT 
К Corina rig riorem, 
(2-у)@-у)2! 


е) Montrez que le point à l'infini est un point singulier régulier et que les racines de l'équation 
indicielle sont & et D (voir le probléme 43 de la section 7.4). 


Considérez l'équation différentielle 


ху" + оху + Ву= 0, 


ой aet B sont des constantes réelles et o + 0. 
a) Montrez que x = 0 est un point singulier régulier. 


b) En tentant de déterminer une solution de la forme у ax" 
n=0 


pour r est linéaire et, par conséquent, qu’il existe une solution formelle de la forme supposée. 


, montrez que l'équation indicielle 


с) Montrez que si В/0= —1, 0, 1, 2,..., alors la solution en série est une série finie et, par consé- 
quent, elle est une solution réelle. Pour d'autres valeurs de 8/0, montrez que la solution en 
série donne une série dont le rayon de convergence est nul et qu'elle ne représente donc pas 
une solution réelle dans un intervalle. 


Considérez l'équation différentielle 


[04 " 
у Ey eE yen, (1) 


où & + 0 et B + 0 sont des nombres réels, et s et t sont des entiers positifs qui, pour le moment, 
sont arbitraires. 


a) Montrez que si s > 1 ou t > 2, alors le point x = 0 est un point singulier régulier. 


b) Essayez de trouver une solution à l'équation (1) de la forme 


оо 


у= Уд. жб. (ii) 
n=0 

Montrez que si s = 2 et t = 2, alors une seule valeur possible de r existe pour laquelle il y a une 
solution à l'équation (1) de la forme (ii). 

с) Montrez que si s = 1 et = 3, alors il n’y a pas de solution à l'équation (1) de la forme (ii). 

d) Montrez que les valeurs maximales de s et de / pour lesquelles l'équation indicielle est qua- 
dratique en r [et qu'ainsi on peut espérer trouver deux solutions de la forme (11)] sont s = 1 et 
t = 2. Précisément, ces conditions permettent de distinguer une singularité faible ou un point 
singulier régulier d'un point singulier irrégulier, comme on les a définis dans la section 7.4. 
Il convient de préciser que méme si on peut parfois obtenir une solution en série de la 
forme (ii) en un point singulier régulier, la série peut ne pas avoir un rayon de convergence 
positif (voir l'exemple présenté dans le probléme 20). 
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17.7 | L'équation de Bessel 


Dans la présente section, nous allons considérer trois cas particuliers de l'équation de Bessel 


xy” 


ху" + ху + (2 – у?)у= 0, (1) 


oü v est constant, pour illustrer la théorie discutée dans la section 7.6. Il est facile de montrer 
que x = 0 est un point singulier régulier. On a 


Po = pun ee -limx—--1, 
x0 P(x) x0 x 
R 2 
q, = lima? E82 Jim 23 У уз, 
x0 P(x) x0 X 


Ainsi, l'équation indicielle est donnée par 
F(r)2r(r-1)* por +4 -r(r-Der-v?2r!-y?zQ, 


dont les racines sont r = Еу. Nous allons considérer les trois cas v2 0, у= 1/2 et у= 1 dans 
l'intervalle x » 0. 


L'équation de Bessel d'ordre zéro Dans ce cas у= 0. En posant v= 0 dans l'équation (1), 


on obtient 
Цу] = ху” + ху + xy = 0 (2) 
et les racines de l'équation indicielle sont identiques: r, = ғ, = 0. En faisant la substitution 
y-6(r, x) = ах + Nga (3) 
n-l 


dans l'équation (2), on obtient 


L[6](r, x) = Уа, [Cr + n)(r +n— 1) + (r + п)]х''" + Yam 


rcl 


= ag[r(r - D +] + aj[G Dr (у +1)]х 


* Y {a,lGr+n)r+n-D+(r+n]+a,,}x"=0. (4) 
n-2 
Comme on l'a déjà noté, les racines de l'équation indicielle F (r) = r(r — 1) + r 2 0 sont r, = O et 
г, = 0. Ainsi, on obtient le cas des racines doubles. La relation de récurrence est 


a,(r) -- а, 100) —Ó— — (5) 
(т+п)(т+п—1)+(т+п) (r+n) 
Pour déterminer у(х), on pose r = 0. Ensuite, d’après l'équation (4), il s'ensuit que pour que le 
coefficient de х”! soit nul, on doit choisir а, = 0. Ainsi, à partir de l'équation (5), а, = a, = a, = 
- 0. De plus, 


a, (0) = -a, ,(0)/n?, п-2,4,6,8,... 
ou, en posant п = 2m, on obtient 
а,,(0)--а,, (0)/(2m), m-1,2,3,... 


Ainsi, 
a a a 
x On OE 
et, en général, 
(-D"a 
а,,(0)- 2?" (m (n , m-1,2,3,... (6) 


Donc, 


у(х) = а Бы т) х>0. (7) 


m-l 


7.7 L'équation de Bessel „зз 


La fonction entre crochets est la fonction de Bessel de premier type et d'ordre zéro et on la 
note J,(x). Il s'ensuit, d’après le théorème 7.6.1, que la série converge pour tout x et que Л, est 
analytique en x = 0. On considère quelques propriétés importantes de J, dans les problèmes à 
la fin de cette section. La figure 7.7.1 présente les graphes de y = J (x) et certaines des sommes 
partielles de la série (7). 


n=4 n=8 п-12 п=16 nz20 


y = Jo(x) 


п-2 п-б п-10 п-14 n=18 


ЕГІП ОЙЛА” Approximations polynomiales de Ј,(х), la fonction de Bessel de premier type et 
d'ordre zéro. La valeur de п est le degré du polynôme approché. 


Pour déterminer у,(х), on calcule" a; (0). D'abord, il faut noter que d’après le coefficient 
de х" dans l'équation (4), (r + 1)?a,(r) = 0. Alors, a,(r) = 0 pour tout r proche de r = 0. Par 
conséquent, non seulement a,(0) = 0, mais а|(0) = 0 aussi. Il est facile de déduire, d’après la 
relation de récurrence (5), que а; (0) = a2(0) = ---— a5,,, (0) = -- -= 0. Ainsi, il suffit de calculer 
a, (0), т=1, 2, 3,... À partir de l'équation (5), on a 


a, (T) = —a,, (n)/(r + 2m), m-1,2,3,... 


En résolvant cette relation de récurrence, on obtient 


ao 2 ao 
an=- AO anrea 
et 
a, (r)= (0 а, т>3. (8) 


(r-2y ---(r- 2m)" 
On peut effectuer le calcul de a5, (г) en notant que si 
Јо) = (x — a?! (х— o5? (x — 04)? (х— ауу, 


et si x n'est pas égal à ол, 05, ..., Œ, alors 


Ро) _ В, + В, ала. В, 


ЛО) х-а, x-a, х-а, 


En appliquant ce résultat à а, (ғ) à partir de l'équation (8), on trouve 


а, (ғ) | 1 1 1 | 
-- - Tee 
а,,(ғ) r+2 r+4 r+2m 
et, en posant r = 0, on obtient 


1 1 1 
7 (00=—2|—+—+...+— 0). 
а,,,(0) Боз НС ) 


14. Dans le probléme 10, оп étudie une méthode alternative qui consiste à substituer simplement la forme (23) de la 
section 7.6 dans l'équation (2), puis à déterminer b„. 
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En faisant la substitution de а, (0) à partir de l'équation (6) et en posant 


DN Т NN (9) 
2 3 m 
on obtient finalement 
Р (= "а 
а;,(0)--Н т 2?" (m (n ? I 1, 2, 3,... 


On trouve la deuxième solution à l'équation de Bessel d'ordre zéro en posant a, = 1 et en faisant 
la substitution pour у(х) et а, (0) = b,,,(0) dans l'équation (23) de la section 7.6. On obtient 


у,(х) = J,Q) шалы D re, х>0. (10) 


т-і 

Au lieu de у,, on considère généralement la deuxième solution comme une combinaison 

linéaire de J, et de у,. On l'appelle fonction de Bessel de deuxiéme type et d'ordre zéro et on la 
note Y,. Selon Copson (voir les références à la fin du chapitre), on définit? 


2 
RCE DC + ( - 1n 24, 001. (11) 
Ісі, y est constant et on ГарреПе constante d'Euler-Mascheroni'*. Elle est définie par l'équation 
у= lim(H, -1n n) = 0,5772. (12) 
En substituant l'expression de у,(х) dans l'équation (11), on obtient 
1 mpm 
= S (vem), он Gha a | х>0. (13) 


La solution générale à l'équation de Bessel d'ordre zéro pour x > 0 est 
y =c Jx) + c, Yyx). 


П faut noter que J,(x) — 1 lorsque x — 0 et que Y,(x) a une singularité logarithmique en 
x = 0. Autrement dit, Y,(x) se comporte comme (2/z) In x lorsque x — 0 par la droite. Ainsi, si 
on recherche des solutions à l'équation de Bessel d'ordre zéro qui sont finies à l'origine, ce qui 
est souvent le cas, on doit se débarrasser de Ү,. Les graphes des fonctions J, et Y, sont illustrés 
dans la figure 7.7.2. 


id: TITIO Fonctions de Bessel d'ordre zéro. 


15. Certains auteurs utilisent d'autres définitions pour Үр. La fonction de Bessel est aussi appelée fonction de Weber, 
d'aprés Heinrich Weber (1842-1913), qui a enseigné dans plusieurs universités allemandes. 

16. La constante d'Euler-Mascheroni a été présentée pour la première fois dans un article d'Euler en 1734. L'Italien 
Lorenzo Mascheroni (1750-1800) était prêtre et professeur à l'Université de Pavia. Il a calculé les 19 premières 
décimales de la constante y en 1790. 
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Il est intéressant de noter, dans la figure 7.7.2, que pour un grand x, J x) et Y,(x) sont oscil- 
latoires. On peut prévoir un tel comportement à partir de l'équation initiale. En effet, ce qui 
précéde est vrai pour les solutions à l'équation de Bessel d'ordre v. Si on divise l'équation (1) 
par x?, on obtient 


1 v? 
vri pu. 
x x 
Lorsque x est grand, il est raisonnable de supposer que les termes (1/x)y' et (v?/x?)y sont petits 


et, par conséquent, qu'on peut les négliger. Dans ce cas, l'équation de Bessel d'ordre v peut 
alors étre approximée par 


y” +y=0. 


Les solutions à cette équation sont sin x et cos x. Ainsi, on peut prévoir que les solutions à 
l'équation de Bessel lorsque x est grand sont similaires aux combinaisons linéaires de sin x et 
de cos x. Cette prédiction est correcte jusqu'à maintenant, puisque les fonctions de Bessel sont 
oscillatoires ; cependant, elle ne l'est que partiellement. Lorsque x est grand, les fonctions J, 
et Y, tendent à diminuer. L'équation y" + y = 0 n'est donc plus une approximation appropriée de 
l'équation de Bessel lorsque x est grand, et une analyse plus approfondie est maintenant néces- 
saire. En fait, il est possible de montrer que 


1/2 
һоә=|2-| (2-2) lorsque X ©, (14) 
TX 4 
et que 


1/2 
res (2-2) lorsque X — оо, (15) 
Лх 4 


Ces approximations asymptotiques, lorsque x — оо, sont en réalité trés bonnes. Par exemple, Іа 
figure 7.7.3 montre que l'approximation asymptotique (14) de J,(x) est raisonnablement précise 
pour tout x 2 1. Ainsi, afin d'approximer J (x) entre zéro et l'infini, on peut utiliser deux ou trois 
termes de la série (7) pour x € 1 et l'approximation asymptotique (14) pour x 2 1. 


ЧЕПТЕ Approximation asymptotique ае Jx). 


L'équation de Bessel d'ordre un demi Cet exemple illustre le cas ой les racines de l'équa- 
tion indicielle différent par un entier positif, mais oü il n'y a pas de terme logarithmique dans 


: І 1 ПЕР : 
la deuxiéme solution. En posant v — 2 dans l'équation (1), on obtient 


ule ay exe - ipo. (16) 
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Si on substitue la série (3) à y = $(r, x), on obtient 


L[9](r, x) = Хе -Hn)r-n-lD-«(r4n)- d ax + Sax" 


(ғ- i Jot sen =; ler" 


[em -ia tane" =0. (17) 


n=2 


Les racines de l'équation indicielle sont r, = 1/2, r, --1/2. Ainsi, les racines diffèrent par un 
entier. La relation de récurrence est 


СОЕ ==@„ п>2. (18) 


Si on considère la plus grande racine r, = 1/2 correspondante, à partir du coefficient de x"! 
de l'équation (17), on trouve que a, = 0. Ainsi, à partir de l'équation (18), ау-а;----а,,, 
=... = 0. De plus, pour r = 1/2, 


а 
а„=—————., п-2,4,6,... 
n(n +1) 
ou, en posant п = 2m, on obtient 
a 
= m2 — т-і1,2,3,... 


Tis — ars)" 


En résolvant cette relation de récurrence, on trouve 


ENS E 
FT ap n 
et, en général, 
dont иба. 
(2m +1)! 
Alors, en prenant a, = 1, on obtient 
5 D"x 2m б (- D"x 2т+1 
х)= х? {1+ ( vs , х> 0. 19 
э) Y onn +1)! у (2m 4- 1)! (9) 


La seconde série de puissances dans l'équation (19) est précisément la série de Taylor pour sin x. 
Ainsi, une solution à l'équation de Bessel d'ordre ип demi est x '? sin x. La fonction de Bessel 
de premier type et d'ordre un demi, Л, est définie par (2/л)'?у,. Donc, 


2 1/2 
M EE sin x, х> 0. (20) 
TX 


Si on considère la racine ғ, =— 1 correspondante, il peut être difficile de calculer a, puisque 
М = ү, — ғ, = 1. Toutefois, à partir de l'équation (17) pour r = —1/2, les coefficients de x” et de 
Хх sont nuls, peu importe le choix de a, et de a,. Ainsi, on peut choisir arbitrairement a, et а). 
D'aprés la relation de récurrence (18), on obtient un ensemble de coefficients d'indices pairs 
correspondant à a, et un ensemble de coefficients d'indices impairs correspondant à a,. Donc, 
on n'a besoin ici d'aucun terme logarithmique pour obtenir une deuxième solution. En exercice, 
on vous demande de montrer que pour r = —1/2, 


_ "а _ С" 


а, = > алы = > n= 1, 2, ... 
Qn)! (2n * 1! 
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Ainsi, 


у,(х) = рға em QE 2 | 


п-0 (2n)! п-0 (2n+ D! 
cosx sinx 
= m ы ur х>0. (21) 


La constante a, introduit simplement un multiple de y,(x). La deuxiéme solution linéairement 
indépendante à l'équation de Bessel d'ordre un demi est généralement considérée comme la 
solution pour laquelle a, = (2/7)? et a, = 0. Elle est notée J „. Alors, 


2 1/2 
J(x)- (2) COS X, х>0. (22) 
TX 


La solution générale à l'équation (16) est y = cJ a) + с,Ј (х). 

En comparant les équations (20) et (22) avec les équations (14) et (15), on voit qu'à l'excep- 
tion d'un déphasage de 7/4, les fonctions J ,,, et J,,, ressemblent respectivement à J, et à Y, 
lorsque x est grand. Les graphes de J,,, et de J |, sont illustrés dans la figure 7.7.4. 


ЕТСЕ M Fonctions de Bessel Ј, et Jin- 


L'équation de Bessel d'ordre un Cet exemple illustre le cas oü les racines de l'équation 
indicielle diffèrent d'un entier positif et où la deuxième solution inclut un terme logarithmique. 
En posant v= 1 dans l'équation (1), on a 


L[y] = x3y" + ху + (2 — 1)y = 0. (23) 


Si оп substitue la série (3) à y = @(r, x) et si on regroupe les termes comme dans les cas précé- 
dents, on obtient 


LIOI, x) = a(r? – Dx' + a[G 1)? 2 х" 
«Y [to «n? - lla, * a, , x^" 2 0. Q4) 


Les racines de l'équation indicielle sont r, — 1 et r, — —1. La relation de récurrence est 
[(r + п)? – Па, (r) = -a, (ғ), п2 2. (25) 


Si on considère la plus grande racine г = 1, Іа relation de récurrence devient 


а,-- 4,-2 : n-2,3,4,... 
(n 2)n 
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On trouve aussi, à partir du coefficient de x'*! dans l'équation (24), que a, = 0. Ainsi, à par- 
tir de la relation de récurrence, а, =a; —---— 0. Pour les valeurs paires de n, on pose 
n — 2m. Alors, 


а = mA Lo т=1,2,3,... 
(2m + 2) (2m) 2 (m4 т 


En résolvant cette relation de récurrence, on obtient 


(Da, 


RN LUN =1,2,3,... 26 
а. т нут” — 7 


La fonction de Bessel de premier type et d'ordre un, notée J,, est obtenue en choisissant 
a= 1/2. Ainsi, 


Le (—1)”х?” 
10075 A Dire e 
La série converge absolument pour tout x, et la fonction J, est analytique partout. 

En déterminant une deuxiéme solution à l'équation de Bessel d'ordre un, on illustre la 
méthode de substitution directe. Le calcul du terme général dans l'équation (28) ci-dessous est 
plutót complexe, mais on peut trouver les premiers coefficients assez facilement. Selon le théo- 
réme 7.6.1, on suppose que 


y, (x) = aJ, (x) In zm» х>0. (28) 
n-l 

On calcule у; (х), у(х). Ensuite, en faisant la substitution dans l'équation (23) et en considé- 

rant le fait que J, est une solution à l'équation (23), on a 


2ах/(х)- V [( — D(n - 2)с, (n е, сх" У сх" = 0, (29) 
n-0 п-0 

où c,= 1. À partir de l'équation (27), on fait la substitution de l'expression de / (х) en translatant 

les indices de sommation dans les deux séries, puis on effectue quelques manipulations algé- 

briques pour obtenir 


-c, +[0:с, * ey ]x + Уо? —1)с 


п-2 


п 
n+l * Cr ]x 


[Sem B | (90) 


2°"(m+1)!m! 


m-l 
À partir de l'équation (30), on note d'abord que c, = 0 et que a = —c, = —1. De plus, puisqu'il 
n’y a que des puissances impaires de x dans le second membre de l'équation, le coefficient de 
chaque puissance paire de x dans le premier membre doit étre nul. Ainsi, puisque c, — 0, on 
a c, =C; =::: = 0). Sion considère les puissances impaires de x correspondantes, on obtient la 
relation de récurrence [on pose п = 2m + 1 dans la série du premier membre de l'équation (30)] 


|. (-D" (2m 1) 


2 = 
[Qm +1) Ten + Con “Уус туг? = МЕ? 3 s: (31) 


Quand on pose m = 1 dans l'équation (31), on obtient 
(3? - De, + c, = (—1)3/(2°.2!). 


П faut noter que si on choisit arbitrairement с,, alors cette équation détermine c,. De plus, il 
convient de préciser que dans l'équation du coefficient de x [voir l'équation (30)], c, est mul- 
tiplié par zéro et on a utilisé cette équation pour déterminer a. Il n'est pas surprenant que c, 
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soit arbitraire, puisqu'il s'agit du coefficient de x dans l'expression x^! | 1+ У сх" |. Par consé- 
puisq 8 р n 
n-l 


quent, c, ne fait qu'engendrer un multiple de J,, et y, est déterminé jusqu'à un multiple additif 
de J, seulement. Selon la pratique habituelle, on choisit с, = 1/22, Ainsi, on obtient 


EN =i 1 
= ЕЕ 1+— [+1 
5 SE | zal ;) | 


Il est possible de montrer que la solution à la relation de récurrence (31) est 


-1)"" (H +H 
pam ee ч H, вл) т= 1, 2,... 
d 2^" m!(m —1)! 


en considérant que H, — 0. Ainsi, 


у, (x) 2 -J,(x) In x + | ' - y CD Gf. + Hs zi х>0. (32) 
x 


4“ 27"т!(т-1)! 

Le calcul de y,(x) avec la méthode alternative (voir les équations (19) et (20) de la sec- 
tion 7.6) dans laquelle on détermine le c,(r,) est un peu plus facile. En particulier, la dernière 
démarche donne la formule générale pour с„„ sans qu'on ait à résoudre une relation de récur- 
rence de la forme (31) (voir le probléme 11). À cet égard, les lecteurs peuvent aussi comparer 
les calculs de la deuxiéme solution à l'équation de Bessel d'ordre zéro du probléme 10 de la 
présente section. La deuxiéme solution à l'équation (23), la fonction de Bessel de premier type 
et d'ordre un, Y,, est généralement considérée comme une combinaison linéaire de J, et de у,. 
Selon Copson (voir les références à la fin du chapitre), Y, est définie par 


2 
Y (x)= ur um *(y-1n2)4()], (33) 


ой y est défini par l'équation (12). La solution générale à l'équation (23) pour x > 0 est 
y-ocyM(x)-* с,Ү (х). 


П faut noter que bien que Ј, soit analytique en х = 0, Іа deuxiéme solution Y, devient non 
bornée de la méme manière que 1/x lorsque x — 0. La figure 7.7.5 illustre les graphes de J, 
et de У. 


ACTA Fonctions de Bessel J, et Y.. 
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Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 4, montrez que l'équation différentielle a un point singulier régulier en x = 0, 
puis déterminez deux solutions linéairement indépendantes pour x > 0. 


l. x 
3. 
5. 


2у” ху + xy = 0 2. xy" c Зху +(1+x)y=0 


ху” + xy! + 2xy 20 4. ху” + 4ху +(2+x)y=0 


Trouvez deux solutions linéairement indépendantes à l'équation de Bessel d'ordre — 
2 9 
x^y" t xy + x -1 у= 0, х> 0. 
Montrez que l'équation de Bessel d'ordre un demi, 
2” 1 
xy + ху +| x y= 0, х> 0, 


peut se réduire à l'équation 

у +у= 0 
avec le changement de variable dépendante у = x !? 
et y, (x) = x? 


у(х). De là, concluez que у(х) = x '? cos x 
sin x sont des solutions à l'équation de Bessel d'ordre un demi. 


7. Montrez directement que la série pour J,(x), l'équation (7), converge absolument pour tout x. 


8. Montrez directement que la série pour J (x), l'équation (27), converge absolument pour tout x et 


10. 


que Ji (x) = -J,(x). 
Considérez l'équation de Bessel d'ordre v, 

х2у + ху + (2 — y?) = 0, х>0. 
Supposez que v est réel et supérieur à zéro. 


a) Montrez que x — 0 est un point singulier régulier et que les racines de l'équation indicielle 
sont v et -V. 


b) Correspondant à la plus grande racine v, montrez qu'une solution est 


(x)2 x" |1 і BE l ВБ» CD ВЕ 
n ШізуД2) 2401-v)Q-vA2) AmQcv)--(m«vA2) | 


с) Si 2v n'est pas un entier, montrez qu'une deuxiéme solution est 


@)=x"|1 1 BE l Bm» 0. Bi 
22 11d- у) 2 2!(1— у)(2- у) 2 amv): (т у) 2 ` 


Vous devez noter que у(х) — 0 lorsque x — 0, et que у, (х) est non bornée lorsque х — 0. 


d) Vérifiez, à l'aide de méthodes directes, que les séries de puissances dans les expressions pour 
у(х) et y,(x) convergent absolument pour tout x. Vérifiez aussi que y, est une solution à la 
condition que v ne soit pas un entier. 


Dans cette section, on a montré qu'une solution à l'équation de Bessel d'ordre zéro 

L[y] = xy" + ху + x2y 20 
est Jy, où J,(x) est donnée par l'équation (7) avec a, = 1. Selon le théorème 7.6.1, une deuxième 
solution est de la forme (x > 0), soit 


yax) = ЛО) In x*Y bur. 
n-l 
a) Montrez que 
Loo Ути - )Ь,х" + Faba" + ba”? + 2xJo (x). (1) 
ik nal n-l 
b) En substituant la représentation en série à J,(x) dans l'équation G1 montrez que 


= "2 
bx € 225b? + Y (п?Ь, +b, Ух = УС - з 


ent 
n-3 n-l 2 


(i) 


11. 


12. 


13. 


14. 


7.7 L'équation de Bessel b 401 


c) Vous devez noter que seules les puissances paires de x apparaissent dans le second membre de 
l'équation (ii). Montrez que b, = b} = Б; = ··: = 0, b, 1/2? (1? et que 


Qn) b, *b,,,-7-2(-1" Qn2" (n, п= 2,3,4,... 


Déduisez que 


1 1 1 1 1 
by=-——| 1+— et que be = 1+—+- |. 
i zel 2) ^ $ = 2 2) 
La solution générale à la relation de récurrence еѕіБ,, = (1)! H,/2?" (n !)?. Dans l'expression, 
en substituant b, à у, (х), vous obtenez la solution donnée dans l'équation (10). 


Trouvez une deuxième solution à l'équation de Bessel d'ordre un en calculant le c, (r,) et le a de 
l'équation (24) à la section 7.7, conformément aux formules (19) et (20) de cette section. Voici cer- 
taines directives à suivre. Premièrement, utilisez l'équation (24) de cette section pour montrer que 
a, (—1) et a, (—1) égalent 0. Ensuite, montrez que c,(-1) = 0 et, d’après la relation de récurrence, 
que c, (-1) = 0 pour n = 3, 5,... Finalement, utilisez l'équation (25) afin de montrer que 


ao ао 


а,(ғ) = 


ay(r) 2 ———— —, 
(r+1)(r +3) œ+1(r+3)(+3)(r + 5) 


et 


("а 
(r1) --- (r2m- DG -3)--- (r- 2m 1) 


аҙ, (ғ) E 


Puis montrez que 

с.) = CD" GI, x H, )/2”т(т-1), m21. 
En effectuant un changement de variables approprié, on peut parfois transformer une autre équa- 
tion différentielle en une équation de Bessel. Par exemple, montrez qu'une solution à 


ey (ether juo, x20 


est donnée par y = x'?f (0х2), où f (2) est une solution à l'équation de Bessel d'ordre v. 
En utilisant le résultat du probléme 12, montrez que la solution générale à l'équation d'Airy 


у= xy 0, х>0 
est y= х!? [ал ES ) tef, ES J , où f, (&) et f, (&) constituent un ensemble fondamental 


de solutions à l'équation de Bessel d'ordre un tiers. 


On peut montrer que J, a des zéros à l'infini pour x > 0. En particulier, les trois premiers zéros sont 
d'environ 2,405, 5,520 et 8,653 (voir la figure 7.7.1). Soit LN] = 1, 2, 3,..., la notation des zéros 
de J,. П s'ensuit que 


> xX > 


MUR 5 6 yal 


Vérifiez que у = J, (A; x) satisfait à l'équation différentielle 
1 
y”+—y +47y=0, х>0. 
x 
Par conséquent, montrez que 


1 
f xJ Ax) A x dx=0 si AZA, 
0 
Cette importante propriété de J,(4,x), appelée propriété d'orthogonalité, est utile pour résoudre 
des problèmes à valeurs bornées. 
Suggestion: Écrivez l'équation différentielle pour Јо(4,х). Multipliez-la par х./(4,х) et sous- 
trayez-la de xJ, (A; х) multiplié par l'équation différentielle pour J,(4;x). Ensuite, intégrez de 0 à 1. 
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CHAPITRE 8 


Les équations aux 
dérivées partielles et les 
séries de Fourier 


ans plusieurs problèmes de physique, il existe au moins deux variables indépendantes, 
de sorte que les modèles mathématiques correspondants sont composés d'équations 
aux dérivées partielles plutôt que d'équations différentielles ordinaires. Dans ce cha- 
pitre, nous décrirons une méthode de résolution des équations aux dérivées partielles appelée 
la séparation des variables. La principale caractéristique de cette méthode consiste à substi- 
tuer un ensemble d'équations différentielles ordinaires à l'équation aux dérivées partielles. Cet 
ensemble d'équations doit être résolu selon certaines conditions initiales ou conditions limites. 

Dans la premiére section de ce chapitre, nous présenterons quelques généralités sur les 
équations aux dérivées partielles linéaires et non linéaires, une classification des équations 
linéaires du deuxième ordre à deux variables indépendantes ainsi que les conditions limites et 
initiales. Nous verrons également le concept de la méthode de séparation des variables. 

Dans la deuxiéme section de ce chapitre, nous examinerons certaines propriétés fondamen- 
tales des problémes de valeur limite pour les équations différentielles ordinaires. Nous aborde- 
rons par la suite les problémes de valeurs et de fonctions propres qui découlent de l'application 
de la méthode de séparation des variables. 

Nous exprimerons ensuite la solution recherchée à l'équation aux dérivées partielles sous 
la forme d'une série infinie constituée des solutions aux équations différentielles ordinaires. 
Dans plusieurs cas, comme il faudra traiter une série de sinus ou une série de cosinus, nous 
consacrerons une partie de ce chapitre à l'analyse de telles séries appelées séries de Fourier. 
Nous illustrerons ensuite la technique de séparation des variables en résolvant divers problémes 
issus de la conduction de la chaleur, de la propagation des ondes et de la théorie du potentiel. 


|8.1| Généralités sur les équations aux 
dérivées partielles 


Les équations aux dérivées partielles linéaires du deuxiéme ordre Les équations 
aux dérivées partielles (notées EDP) linéaires du deuxiéme ordre à deux variables indépen- 
dantes ont la forme générale 
2 2 2 
АЗЫ, ag Кб” Кр 
ox? Oxdy dy” 

où A, B, C, D, E, F et G sont des fonctions des variables indépendantes x et y tout en étant indé- 
pendantes de la variable dépendante u et de ses dérivées partielles. 

Si l'équation n'est pas de la forme (1), elle est dite non linéaire. L'équation aux dérivées 
partielles linéaire du deuxième ordre (1) est une équation homogène si le terme G(x, y) est égal 
à zéro. Sinon, l'équation (1) est non homogène. 


ди ди 
Е Ғи- 1 
3x + d + Еи= С, (1) 
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Classification des équations aux dérivées partielles linéaires du deuxiéme ordre Les 
équations aux dérivées partielles dont la théorie est la plus développée et dont les applications 
sont les plus importantes et les plus variées sont les équations linéaires du deuxiéme ordre. On 
peut classer ces équations en trois catégories: elliptique, parabolique et hyperbolique. 
L'équation aux dérivées partielles linéaire du deuxiéme ordre 
2 2 2 
LLL TEN Eu CAL ку 0, 
ox? дхду dy” дх ду 


où À, B, C, D, E et F sont des constantes réelles, est de type 
1. elliptique si AC - В? > 0; 
2. parabolique si AC – В? = 0; 
3. hyperbolique si AC – В? < 0. 


| Exemple1 | L'équation de Laplace ou du potentiel 


d'u d'u 
тз + 32 = 0 
ox" dy 
est de type elliptique, car AC - B’=1 -1-0=1>0. 
L’équation de la chaleur 
„au du 
Әх? дг 
est parabolique, car AC - В? = œ? -0-0 = 0. 
L'équation d'onde 
d'u 9 
20и Ho 0 


dx? dd. 


est de type hyperbolique, car AC - В? = а? · (-1) -0 2 -а? < 0. 


Note 1 : L'équation de conduction de la chaleur, l'équation d'onde et l'équation de Laplace 
sont respectivement des prototypes pour chacune de ces catégories. Ainsi, l'étude de ces trois 
équations nous apporte beaucoup d'information sur les équations aux dérivées partielles 
linéaires du second ordre en général. 

Les équations aux dérivées partielles de base pour la conduction de la chaleur, la propa- 
gation des ondes et la théorie du potentiel, que nous avons introduites dans ce chapitre, sont 
reliées à trois types distincts de phénoménes physiques : les processus de diffusion, les proces- 
sus d'oscillation et les processus indépendants du temps ou processus stables. Par conséquent, 
ces équations revétent une importance cruciale dans plusieurs branches en physique, mais éga- 
lement en mathématiques. 

Note 2 : La classification des équations aux dérivées partielles linéaires du deuxiéme ordre 
est directement liée au type de conditions à imposer pour obtenir une solution unique. Si l'équa- 
tion contient des variables spatiales, des conditions aux frontiéres ou des conditions limites sont 
imposées. Si l'équation contient par exemple la dérivée partielle d'ordre deux de la variable 
dépendante и par rapport à la variable temps 1, alors sa solution и et sa dérivée partielle и, 
doivent être données au temps initial t = t). П s'agit dans ce cas de conditions initiales. 


La méthode de séparation des variables – le concept de la méthode La méthode 
de séparation des variables est la méthode systématique la plus ancienne. Elle a été utilisée par 
Jean Le Rond D'Alembert, Daniel Bernoulli et Leonhard Euler, vers 1750, dans leurs études sur 
les ondes et les vibrations. Depuis, cette méthode a considérablement été améliorée et générali- 
sée. De nos jours, elle demeure encore trés importante et elle est fréquemment utilisée. 

Pour comprendre le fonctionnement de la méthode de séparation des variables, on consi- 
dére d'abord un probléme de base sur la conduction de la chaleur dans un corps solide. 
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La variation de température dans une tige est régie par une équation aux dérivées partielles 
dont la construction apparait dans l'annexe A, à la fin de ce chapitre. Cette équation est appelée 
équation de conduction de la chaleur et est de la forme 


о?и = U, 0<x<L, t>0, (2) 


où о? est une constante appelée diffusivité thermale. Le paramètre о? dépend uniquement du 
matériel composant la tige. De plus, on suppose que la distribution de la température initiale dans 
la tige est connue. Ainsi, 


u(x, 0) = f(x), 0<х<1, (3) 


où f est une fonction donnée. Finalement, on suppose que la température aux extrémités de la 
tige est nulle: 


u(0, t) = 0, u(L, t) = 0, t» 0. (4) 


On cherche à trouver d'autres solutions non nulles à l'équation différentielle et aux condi- 
tions limites. Pour trouver les solutions nécessaires, on doit formuler une hypothése de base 
concernant la forme des solutions ayant des conséquences imprévues et une portée considé- 
rable. L'hypothése est que u(x, 2) est un produit de deux autres fonctions, l'une dépendant uni- 
quement de х et l'autre seulement de t. Ainsi, 


u(x, t) = Х(х)Т Ò. (5) 


On omet souvent les variables indépendantes x et t pour simplifier le développement ci- 
aprés; notre notation vise à indiquer que les fonctions X et T dépendent respectivement des 
variables x et t. 

À partir de l'équation (5), on a 


ди d'u 
=== ХТ et = = Х”Т. 
ді ox? 
En substituant les dérivées partielles de и dans l'équation différentielle (2), on obtient 
OX" Т = ХТ’, (6) 


ой les dérivées sont maintenant des dérivées ordinaires par rapport aux variables indépen- 
dantes x et t. L'équation (6) est équivalente à 
X^ 1 T' 
E demo (7) 
X «Т 
dans laquelle les variables sont séparées. Autrement dit, le premier membre ne dépend que de x 
et le second dépend seulement de 1. 


On a ainsi 
díX" т" 
s)" aen T, 
À partir de 
af 1 T' 
2(2, г! M 
on obtient 
hrs 
où À est une constante de séparation. 
On a ainsi, 
IP X a 8 
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En d'autres termes, pour que l'équation (7) soit respectée pour 0 < x < L, t > 0, ses deux mem- 
bres doivent étre constants et égaux. Si on garde une variable indépendante (par exemple x) fixe 
et que l'on fait varier l'autre, un membre (le premier, dans ce cas) de l'équation (7) demeure 
inchangé tandis que le second varie, ce qui rompt l'égalité. 

À partir de l'équation (8), on obtient donc les équations différentielles ordinaires suivantes 
pour X(x) et Т(0: 


X"— АХ = 0, (9) 


T' - o?2AT - 0. (10) 


L'hypothèse (5) a permis de substituer deux équations différentielles ordinaires (9) et (10) 
à l'équation aux dérivées partielles (2). On peut facilement résoudre chacune de ces équa- 
tions, quelle que soit la valeur de À. Le produit des deux solutions aux équations (9) et (10), 
respectivement, constitue une solution à l'équation aux dérivées partielles (2). Cependant, on 
s'intéresse uniquement aux solutions à l'équation (2) qui satisfont aussi aux conditions limites (4). 
En faisant la substitution de и(х, f) à partir de l'équation (5) dans la condition limite en 
x = 0, on obtient 


u(0, т) = XOTA = 0. (11) 


Si l'équation (11) est satisfaite en posant 7(f) égal à zéro quel que soit t, alors u(x, f) est nulle 
quels que soient x et f, et on a déjà rejeté cette possibilité. Par conséquent, l'équation (11) indique 
qu'on doit avoir 


X(0) - 0. (12) 
De méme, la condition limite en x = L indique que 
X(L) = 0. (13) 


L'équation (9) et les conditions limites (12) et (13) constituent un problème de valeur limite 
en deux points linéaire homogène. Ce probléme de valeur limite est le prototype d'une grande 
classe de problèmes importants en mathématiques appliquées. Ces problèmes sont connus sous 
le nom de problémes de valeur limite de Sturm-Liouville et seront abordés à la section suivante. 

Pour poursuivre la démarche, on doit résoudre l'équation (9) selon les conditions limites (12) 
et (13). Pour certaines valeurs de A, appelées valeurs propres, il existe des solutions non tri- 
viales appelées fonctions propres. Ces fonctions propres constituent la base des solutions en 
série d'une variété de problémes comportant des équations aux dérivées partielles. 

Dans la derniére partie du processus de résolution, on utilise les solutions obtenues en résol- 
vant l'équation (9) soumise aux conditions (12) et (13), et celles de l'équation (10) pour exprimer 
la solution à l'équation (2) soumise aux conditions limites (4) et à la condition initiale (3) sous la 
forme d'une série infinie. Cette derniére étape sera présentée aux sections 8.6, 8.7 et 8.8. 


| Exemple2 | On considére l'équation suivante 


+ = 0. 14 
Уз зу? (14) 
En supposant que и(х, у) = X(x)Y(y), trouvez les équations différentielles ordinaires satisfaites par 
X(x) et Y(y). 
du du 


Par dérivation on a 


En substituant les dérivées partielles de и dans l'équation différentielle (14), on obtient 


yX"Y + XY" = 0, 
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» аш est équivalente à 


yX^Y = -XY". (15) 
En divisant l'équation (15) par yXY, on obtient 
x" у” 
==——, (16) 
Х yY 


dans laquelle les variables sont séparées. Autrement dit, le premier terme dépend seulement de x et le 
second dépend seulement de y. Si on désigne par À la constante de séparation, l'équation (16) devient 
X” ү” 
X уу 


= A. 


Finalement, on obtient les équations différentielles ordinaires suivantes pour X(x) et Y(y). 
Х”-ДХ-0 et Y"xAyY -0. 


Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 6, déterminez si vous pouvez utiliser la méthode de séparation des variables 
pour substituer deux équations différentielles ordinaires à l'équation aux dérivées partielles. Le cas 
échéant, trouvez ces équations. 


1. хи, “и,-0 
2. tu, +xu,=0 
3. u tu, +u, =0 
4. [pu], = r69u, = 0 
5. ut (xt y)u,, 20 
6. u,+u,,+axu=0 
7. L'équation de la conduction de la chaleur dans un espace bidimensionnel est 
DAUM + и) = и,. 
En supposant que u(x, у, t) = Х(х)Ү(у)Т (0), trouvez des équations différentielles ordinaires satis- 
faites par X(x), Y(y) et T(t). 


8. On peut exprimer l'équation de la conduction de la chaleur dans un espace bidimensionnel en 
fonction des coordonnées polaires par 


од[и,, + (Шри, + (rug = Hp 


En supposant que u(r, Ө, t) = R(r)O(0)T(0, trouvez des équations différentielles ordinaires satis- 
faites par R(r), O(0) et T(®). 


ЕНІ Les problémes de valeur limite 
en deux points 


Jusqu'à maintenant, nous avons abordé des problèmes de valeur initiale constitués d'une équa- 
tion différentielle jumelée à des conditions initiales spécifiques en un point donné. Un exemple 
typique que nous avons discuté en détail dans le chapitre 3 est l'équation différentielle 


y" + POY + 4(ду = 800), (1) 
avec les conditions initiales 


УЧ) = Yo y (t) = yo. (2) 
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Les applications physiques ménent souvent à un autre type de probléme ой la valeur de la 
variable dépendante y et de sa dérivée sont spécifiées en deux points différents. On appelle ces 
conditions des conditions limites pour les distinguer des conditions initiales qui précisent les 
valeurs de y et de y' en un méme point. Une équation différentielle et ses conditions limites 
constituent un probléme de valeurs limites en deux points. Un exemple typique de ce genre 
de probléme est l'équation différentielle 


y" + PY + qG)y = 200, (3) 
avec les conditions limites 
xe». xx. (4) 


Les problémes de valeurs limites admettent habituellement comme variable indépendante une 
coordonnée spatiale. On utilisera donc x plutôt que 1 dans les équations (3) et (4). Pour résoudre 
le probléme de valeur limite (3), (4), on doit trouver une fonction y = ф(х) qui satisfait à l'équa- 
tion différentielle (3) dans l'intervalle œ< x < Bet qui prend les valeurs spécifiques y, et y, aux 
extrémités de l'intervalle. Habituellement, on trouve d'abord la solution générale à l'équation 
différentielle et on utilise les conditions limites pour déterminer les valeurs des constantes 
arbitraires. 

Les problémes de valeurs limites apparaissent aussi sous la forme d'équations différentielles 
non linéaires, mais notre étude sera limitée aux équations linéaires. On classe les problémes 
de valeurs limites linéaires en deux catégories : les problèmes homogènes et les problèmes non 
homogènes. Si la fonction g est nulle quel que soit x et si les valeurs limites y, et y, sont égale- 
ment nulles, alors le probléme (3), (4) est homogène. Dans les autres cas, le probléme est non 
homogène. 

De prime abord, bien que le problème de valeur initiale (1), (2) et le problème de valeur 
limite (3), (4) semblent similaires, leurs solutions diffèrent considérablement. Avec des condi- 
tions simples portant sur les coefficients, les problèmes de valeurs initiales admettront une solu- 
tion unique. Dans des conditions similaires, les problèmes de valeurs limites peuvent admettre 
une solution unique, mais ils peuvent aussi n’admettre aucune solution ou, dans certains cas, 
admettre une infinité de solutions. À cet égard, les problèmes de valeurs limites linéaires sont 
similaires aux systèmes d'équations linéaires. 

Il convient de se rappeler certains résultats (voir la section 5.3) concernant le système 


Ax — b, (5 


où А est une matrice de dimensions п X n, b est un vecteur de dimensions n х 1 et x est le 
vecteur de dimensions n х 1 recherché. Si А est non singulière, alors le système (5) admet 
une solution unique, quel que soit b. Toutefois, si А est singulière, alors le système (5) n'admet 
aucune solution à moins que b ne satisfasse à certaines conditions additionnelles et, dans ce cas, 
le système admet un nombre infini de solutions. On considère maintenant le système homogène 
correspondant 


Ax = 0, (6) 


obtenu à partir du système (5) en posant b = 0. Le système homogène (6) admet toujours au 
moins la solution x = 0. Si A est non singulière, cette solution est unique, mais si А est sin- 
guliére, alors il existe un nombre infini de solutions (non nulles). De toute évidence, il est 
impossible que le système homogène n'admette aucune solution. On peut résumer ce qui pré- 
cède comme suit: le système non homogène (5) admet une solution unique si et seulement si le 
système homogène (6) n'admet que la solution x = 0, et le système non homogène (5) n'admet 
aucune solution ou un nombre infini de solutions si et seulement si le système homogène (6) 
admet des solutions non nulles. 

On considére maintenant certains problémes de valeurs limites linéaires admettant des 
comportements similaires. 


8.2 Les problémes de valeur limite en deux points P409 


Résolvez le probléme de valeur limite 
у”%2у-0, 0-1  »y0-0. (7) 
La solution générale à l'équation différentielle (7) est 
y-c,cosy2x +c, sin 2x. (8) 
À partir de la premiére condition limite, on a c, — 1 et, à partir de la seconde condition limite, on 
obtient с cos 2л + с, Sin Ол = 0, d'où Ci = —cot 27 = -0,2762. La solution au problème de valeur 


limite (7) est donc 


у = cos 2x — cot 2z sin V2x. (9) 


Cet exemple est un problème de valeur limite non homogène qui admet une solution unique. 


Résolvez le problème de valeur limite 
у +у=0, у(00-І. у) =а, (10) 


ой а est un nombre spécifique. 
La solution générale à cette équation différentielle est 


у= с COS x+ c, Sin x (11) 


et, à partir de la première condition limite, on trouve c, = 1. La seconde condition limite indique que 
—c, = a. Ces deux conditions portant sur c, sont incompatibles si a + —1, et le probléme n'admet alors 
aucune solution. Cependant, si a = —1, alors les deux conditions limites sont satisfaites à condition que 
c, = 1, peu importe la valeur de с,. Dans ce cas, il y a une infinité de solutions de la forme 


у = COS X + C, Sin x, (12) 


ой c, est arbitraire. Cet exemple illustre le fait qu'un probléme de valeur limite non homogène peut 
n'admettre aucune solution ou, selon les circonstances, admettre une infinité de solutions. 


Le probléme homogène correspondant au probléme de valeur limite non homogène (3) est 
constitué de l'équation différentielle 

y" + po9y' жа(ду-0 (13) 
et des conditions limites 


у(00=0  y)-0. (14) 


П faut noter que ce probléme admet comme solution y = 0 pour tout x, peu importe les coeffi- 
cients p(x) et q(x). Cette solution est une solution triviale et est rarement utile. On cherche plutót 
à savoir si le probléme admet d'autres solutions non nulles. On considére maintenant les deux 
exemples suivants. 


Résolvez le probléme de valeur limite 
y" + 2y = 0, y(0) = 0, у(л) = 0. (15) 
La solution générale à l'équation différentielle est de nouveau donnée par l'équation (8), 


y- c , cos 2x + c; siny2x. 


À partir de la première condition limite, on a c, =0 et à partir de la seconde condition limite, on obtient 
с; sin V27 = 0. Puisque sin “Ол + 0, on a aussi с, = 0. Par conséquent, y = 0 pour tout x est la seule 
solution au probléme (15). Cet exemple illustre le fait qu'un probléme de valeur limite homogène peut 
n'admettre que la solution triviale y = 0. 
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Résolvez le probléme de valeur limite 
у +у=0, 0-0, у()-0. (16) 
La solution générale est donnée par l'équation (11), 
у= су COS x +С, Sin х 


et, à partir de la première condition limite, on a c, = 0. Puisque sin л = 0, la seconde condition limite 
est également satisfaite, peu importe la valeur de с,. Ainsi, la solution au probléme (16) est y = с, sin x, 
où c, est arbitraire. Cet exemple illustre le fait qu'un probléme de valeur limite homogène peut 
admettre une infinité de solutions. 


Les exemples 1 à 4 illustrent (mais ne prouvent pas) le fait qu'il existe une relation étroite 
entre les problèmes de valeurs limites linéaires homogènes et non homogènes, et les systèmes 
d'équations linéaires homogènes et non homogènes. Un probléme de valeur limite non homo- 
gène (voir l'exemple 1) admet une solution unique, et le probléme homogène correspondant 
(voir l'exemple 3) n'admet que la solution triviale. De plus, un probléme non homogène (voir 
l'exemple 2) n'admet aucune solution ou un nombre infini de solutions, et le probléme homo- 
gène correspondant (voir l'exemple 4) admet des solutions non triviales. 


Les problèmes de valeur propre On a introduit l'équation matricielle 
Ах = Ах (17) 


à la section 5.3. L'équation (17) admet la solution x = 0 pour toute valeur de À mais, pour cer- 
taines valeurs de À appelées valeurs propres, il existe aussi d’autres solutions non nulles appe- 
lées vecteurs propres. La situation est similaire pour les problèmes de valeurs limites. 

On considère le problème constitué de l'équation différentielle 


y" * Ay 20, (18) 
avec les conditions limites 
y(0)=0, у(т)-0. (19) 


Le probléme (18), (19) est le méme que les problèmes des exemples 3 et 4 si оп pose respec- 
tivement À = 2 et À = 1. Compte tenu des résultats obtenus à partir de ces exemples, on note 
que lorsque 4 = 2, les équations (18), (19) n'admettent que la solution triviale y = 0, alors que si 
А = 1, le probléme (18), (19) admet d'autres solutions non triviales. En utilisant la terminologie 
associée à l'équation (17), les valeurs de À pour lesquelles on a des solutions non triviales pour 
le probléme (18), (19) sont les valeurs propres et les solutions non triviales elles-mêmes, les 
fonctions propres. On tire des exemples 3 et 4 que 4 = 1 est une valeur propre pour le pro- 
blème (18), (19), mais que ce n'est pas le cas pour A = 2. De plus, tous les multiples non nuls de 
sin x sont des fonctions propres correspondant à la valeur propre 4 = 1. 

On passe maintenant au probléme qui consiste à trouver d'autres valeurs propres et fonc- 
tions propres pour le probléme (18), (19). On doit considérer séparément les cas 4 > 0, A= 0 et 
À.« 0, puisque les solutions à l'équation (18) diffèrent dans chacun de ces cas. On suppose d'abord 
que À > 0. Pour éliminer les racines, on pose À = и? et on réécrit l'équation (18) sous la forme 


y" +и?у=0. (20) 
L'équation caractéristique pour l'équation (20) est г? + ш? = 0, et ses racines sont r = +iu, d’où 
la solution générale 


у = с COS ux + c, sin ux. (21) 


On note que u est non nulle (puisque À > 0) et on suppose également sans perte de généralité 
que u est positive. La première condition limite indique que c, = 0. Alors, la seconde condition 
limite devient 


c, sin uz — 0). (22) 
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Comme on recherche des solutions non triviales, il faut que с, + 0. Par conséquent, sin uz doit 
étre nul et il faut choisir u en conséquence. La fonction sinus étant nulle pour tout multiple 
entier de л, и peut prendre n'importe quelle valeur entière positive. Les valeurs correspondantes 
de À sont les carrés des entiers positifs, d’où 


À-2L A24 A429, 20, AER, .. Q3) 


sont les valeurs propres pour le probléme (18), (19). Les fonctions propres sont données par 
l'équation (21) avec c, - 0 et sont simplement des multiples des fonctions sin nx avec n — 1, 
2, 3,... On note que la constante c, dans l'équation (21) n'est jamais fixée, donc que les fonc- 
tions propres sont déterminées uniquement à une constante multiplicative arbitraire prés, tout 
comme le sont les vecteurs propres de la matrice du probléme (17). En posant cette constante 
multiplicative égale à 1, on obtient les fonctions propres 


y, (x) = sin x, y(x) = sin 2x, КНЕ у,(х) = sin nx, x (24) 


en se rappelant que les multiples de ces fonctions sont aussi des fonctions propres. 
Maintenant, on suppose que À < 0. Si on pose Л = —и?, l'équation (18) devient 


y" — u?y = 0. Q5) 


L'équation caractéristique pour l'équation (25) est r? — и? = 0, et ses racines sont r = +u. Donc, 
on peut écrire la solution générale sous la forme 


y =c, cosh ux + c, sinh их. (26) 


On a choisi les fonctions hyperboliques cosh ux et sinh их comme ensemble fondamental de 
solutions plutôt que les fonctions exponentielles ехр(их) et ехр(-их) pour simplifier l'applica- 
tion des conditions limites. La première condition limite entraîne c, = 0, et la seconde indique 
que c, sinh ил = 0. Puisque u + 0, il s'ensuit que sinh uz + 0 et, par conséquent, il faut que 
c, — 0. Ainsi, у = 0 et il n'y a aucune solution non triviale dans le cas où À < 0. En d'autres mots, 
le probléme (18), (19) n'admet aucune valeur propre négative. 

Finalement, on considère le cas ой Л = 0. Alors, l'équation (18) devient 


y" 20, (27) 
et sa solution générale est 
Y=CX+ С). (28) 


Les conditions limites (19) ne peuvent être satisfaites qu'en posant c, = 0 et c, = 0, et on n'obtient 
que la solution triviale y = 0 dans ce cas également. Autrement dit, À = 0 n'est pas une valeur 
propre. 

On résume maintenant les résultats obtenus. On a montré que le probléme (18), (19) admet 
une infinité de valeurs propres positives À, = n? pour п = 1, 2, 3, ... et que les fonctions propres 
correspondantes sont proportionnelles à sin nx. De plus, il n'y a aucune autre valeur propre 
réelle. Il pourrait toutefois y avoir des valeurs propres complexes. Il convient de se rappeler 
qu'une matrice dont les éléments sont réels peut admettre des valeurs propres complexes. Dans 
le probléme 23, on introduit un argument montrant que le probléme (18), (19) n'admet aucune 
valeur propre complexe. 

Dans certaines sections de ce chapitre, on posera souvent le probléme 


y'*Ay-0,  y(0)=0, у()-0, (29) 


qui diffère du probléme (18), (19) seulement par le fait que la seconde condition limite est impo- 
sée en un point arbitraire x = L plutôt qu'en x = x. La démarche de la solution est exactement la 
méme qu'auparavant jusqu'à l'application de la seconde condition limite. Pour le probléme (29), 
cette condition exige que 


c, sin uL -0 (30) 
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plutôt que l'équation (22), comme dans le cas précédent. Par conséquent, uL doit être un mul- 
tiple entier de л, d’où u = nz/L, où n est un entier positif. Ainsi, les valeurs propres et les fonc- 
tions propres du probléme (29) sont 


A, = пп, y, x) = sin(nzx/L), п= 1, 2, 3,... (31) 


Comme d'habitude, les fonctions propres у, (х) sont déterminées de façon unique à une 
constante multiplicative arbitraire prés. De la méme manière que pour (18), (19), on peut mon- 
trer que le probléme (29) n'admet aucune valeur propre ou fonction propre autre que celles de 
l'équation (31). 

Les problémes qui suivent permettent d'explorer dans une certaine mesure l'effet de la 
modification des conditions limites sur les valeurs propres et les fonctions propres. 


Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 13, résolvez le probléme de valeur limite ou montrez que celui-ci n'admet 
aucune solution. 


1. у'+у=0, у(0=0, у(л)-1 
2. y”+2y=0, y'(0) = 1, у'(л)=0 
3. у”%у-0, у(03-0, у(0-0 
4. y”+y=0,  y(0-L у()-0 
5. у+у=х,  y0-0, у(л)-0 
6. у”--2у-х, y(0) = 0, y(7) = 0 
7. y" + 4у = cos x, y(0) = 0, у(л)=0 
8. y”+4y= sin x, у(0) = 0, у(л) = 0 
9. у” + 4у = соѕ x, y'(0) 2 0, y'(z) 20 
10. y” + 3y = cos x, y'(0) = 0, у(л) = 0 
11. х2у” – 2ху + 2y 2 0, y(1) = -1, у(2) = 1 
12. х?у” + Зху + y 2 x?, y(1) 2 0, y(e) 0 
13. x?y" + 5xy' + (4+ л2)у= In x, y(1) = 0, у(е) = 0 
ш Dans les problèmes 14 à 20, trouvez les valeurs propres et les fonctions propres du problème de valeur 
limite. Supposez que toutes les valeurs propres sont réelles. 
14. y" - Ay 20, y(0) = 0, у(л) = 0 
15. y" + Ay 2 0, y'(0) = 0, у(л)-0 
16. у”--Ау-0, у'(0) = 0, у'(л)=0 
17. y" c Ay 20, y'(0) = 0, y) = 0 
18. y’+1y=0, y'(0) = 0, у) 20 
19. y" - Ay 20, у(0) = 0, y(L)-20 
20. x?y" — xy' c Ay 20, y(1) = 0, y(L) = 0, L»1 
21. L'écoulement laminaire à symétrie axiale d'un fluide incompressible visqueux dans un long tube 
selon un gradient de pression constant est appelé l'écoulement de Poiseuille!. La vitesse axiale w 
est une fonction du rayon r seulement et satisfait au probléme de valeur limite 


w^ + € - 2. w(R) = 0, w(r) est borné pour 0 <r < R, 
Ии 


1. Jean Louis Marie Poiseuille (1797-1869) était un médecin francais qui avait aussi une formation en mathématiques 
et en physique. Il était particulièrement intéressé par le débit sanguin et a publié son premier article sur ce sujet 
en 1840. 


8.3 Les séries de Fourier каз 


> où R est le rayon du tube, G est le gradient de pression et р est le coefficient de viscosité du fluide. 


a) Déterminez le profil des vitesses w(r). 
b) En intégrant w(r) sur une section transversale, montrez que le débit total Q est donné par 


Q = лв*С/8 ц. 


Puisqu'on peut mesurer Q, R et G, ce résultat offre une façon pratique de déterminer la vis- 
cosité и. 

с) Supposez qu'on réduit R à ?4 de sa valeur initiale. Quelle est la réduction correspondante 
de О? Ce résultat a des implications en ce qui concerne le débit sanguin dans les artères 
obstruées par la plaque. 

22. Considérez une poutre métallique horizontale de longueur L soumise à une charge verticale f(x) 
par unité de longueur. Le déplacement vertical résultant de la poutre y(x) satisfait à l'équation 
différentielle 

4 
EI 3 = f(x), 
dx 

où Е est le module d'élasticité de Young et / est le moment d'inertie de la section transversale 

autour d'un axe qui passe par le centroide perpendiculaire au plan xy. Supposez que f(x)/ET est 

une constante k. Pour chacune des conditions limites ci-dessous, déterminez le déplacement y(x) 

et tracez le graphique de y en fonction de x pour le cas où L = 1 et = –1. 


a) Simplement appuyée aux deux extrémités: у(0) = y"(0) = y(L) = y"(L) = 0. 
b) Fixée aux deux extrémités: y(0) = y'(0) = y(L) = y'(L) = 0. 
с) Fixée en x = 0, libre en x= L: y(0) = y'(0) = y"(L) = y"(L) = 0. 
23. Dansce probléme, on prouve que toutes les valeurs propres du probléme de valeur limite (18), (19) 
sont réelles. 


a) Écrivez la solution à l'équation (18) sous la forme y = k, exp(iux) + k, exp(-iux), où А = p’, 
et imposez les conditions limites (19). Montrez qu'il existe des solutions non triviales si et 
seulement si 

exp (ium) — exp (~iun) = 0. (1) 

b) Soit u= v+ io. Utilisez la relation d'Euler ехр(і/л)-сов(ул)--івіп(ул) pour déterminer les 
parties réelles et imaginaires de l'équation (1). 

с) En considérant les équations trouvées dans la partie b), montrez que с = 0. Ainsi, и est réelle 
et À l'est aussi. Montrez également que v= п, ой n est un entier. 


8.3 | Les séries de Fourier 


Plus loin dans ce chapitre, nous verrons qu'il est possible de résoudre plusieurs problèmes com- 
portant des équations aux dérivées partielles en développant une fonction donnée en une série 
infinie de termes en sinus ou en cosinus, ou les deux à la fois. Dans cette section et dans les 
deux suivantes, nous expliquerons en détail comment obtenir ces séries. Ces séries trigonomé- 
triques sont appelées les séries de Fourier’. Elles sont analogues aux séries de Taylor en ce 
sens que les deux séries permettent d'exprimer des fonctions complexes en termes de fonctions 
élémentaires. 


2. Les séries de Fourier ont été introduites par Joseph Fourier. Il en a fait la première utilisation systématique, quoique 
non rigoureuse, en 1807 et en 1811, dans des rapports de recherche sur la conduction de la chaleur. Selon Bernhard 
Riemann, quand Joseph Fourier a présenté son premier rapport à l'Académie de Paris en 1807, déclarant qu'on pou- 
vait développer une fonction arbitraire en une série de la forme (1), le mathématicien Lagrange a été si surpris qu'il 
a catégoriquement rejeté cette affirmation. Bien que les résultats avancés par Joseph Fourier n'aient pas été aussi 
généraux qu'il le croyait, ils ont inspiré beaucoup de sujets de recherche importants qui sont encore d'actualité à ce 
jour. Le lecteur peut consulter Grattan-Guinness ou Carslaw (Historical Introduction) pour obtenir un historique 
détaillé des séries de Fourier (voir les références à la fin du chapitre). 
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On commence par une série de la forme 


4 ~“ тлх . MTX 
— + a. cos +b sin—— |. 1 
2 | „005—7 b, sin 7 | (1) 


Dans l'ensemble des points ой la série (1) converge, celle-ci définit une fonction f dont la valeur 
en chaque point est la somme de la série pour cette valeur de x. Dans ce cas, la série (1) est la 
série de Fourier de f. Notre objectif premier est de caractériser les fonctions qui peuvent étre 
développées en série de Fourier et d'établir comment calculer les coefficients dans la série 
correspondant à une fonction donnée. On note le premier terme dans la série (1) a,/2 plutôt 
que a, pour simplifier l'écriture de la formule permettant d'obtenir les coefficients. Outre le fait 
que les séries de Fourier sont intimement liées à la méthode de séparation des variables et aux 
équations aux dérivées partielles, elles réapparaissent notamment dans l'analyse des systémes 
mécaniques ou électriques soumis à des forces externes périodiques. 


La périodicité des fonctions sinus et cosinus Pour étudier les séries de Fourier, on 
doit porter attention à certaines propriétés des fonctions trigonométriques ѕіп(тлх/1) et 
cos(mrx/L), ой m est un entier naturel. La première propriété est Іа périodicité. La fonction f 
est périodique de période Т > 0 si x et x + T font partie du domaine de fet si 


fe T) =f) (2) 


pour tout x. La figure 8.3.1 illustre un exemple de fonction périodique. Il s'ensuit immédiate- 
ment, à partir de la définition, que si T est une période de f, alors 2T en est aussi une période 
ainsi que tout multiple entier de 7. 


=y 


ЕТК Fonction périodique de période T. 


La plus petite valeur de Т telle que l'équation (2) est vérifiée est la période fondamentale 
de f. Il faut noter qu'une constante peut être considérée comme une fonction périodique de 
période arbitraire mais sans période fondamentale. 

Si f et g sont deux fonctions périodiques de méme période T, alors leur produit fg et toute 
combinaison linéaire c, f+ c,g sont aussi périodiques de période T. Pour prouver cet énoncé, on 
suppose que F(x) = с, (х) + c,g(x). Alors, quel que soit x, on a 


F(x + T) = c f(x + T) + eg(x + T) = e f(x) + eg(x) = Fx). (3) 


On peut aussi montrer que la somme d'un nombre (quelconque) fini, ou méme qu'une série 
infinie convergente, de fonctions de période T est aussi périodique de période T. 

En particulier, les fonctions sin(mzx/L) et cos(mzx/L), m = 1, 2, 3,..., sont périodiques 
de période fondamentale T — 2L/m. Pour le montrer, il faut se rappeler que sin x et cos x 
sont de période fondamentale 27ret sin ох et cos ax, de période fondamentale 27/0. Si on pose 
& = mz/L, la période T de sin(mzx/L) et de cos(mzx/L) devient T = 2zzL/mz = 21/т. 

Il faut également noter que, puisque tout multiple entier positif d'une période est aussi une 
période, les fonctions sin(mzx/L) et cos(mzx/L) admettent une période commune 2L. 
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L'orthogonalité des fonctions sinus et cosinus Une deuxième propriété essentielle des 
fonctions sin(mzx/L) et сов(тлх/1) est la généralisation de la notion d'orthogonalité de vec- 
teurs (voir la section 5.2). On définit le produit scalaire (u, v) de deux fonctions à valeurs 
réelles и et v dans l'intervalle œ € x € Враг 


(u,v) = f u(x)v(x) dx. (4) 


Les fonctions u et v sont orthogonales dans o < x < В si leur produit scalaire est nul, c’est- 
à-dire si 


f u(x)v(x) dx = О. (5) 


Un ensemble de fonctions est mutuellement orthogonal si toutes les fonctions dans l'ensemble 
sont orthogonales deux à deux. 

Les fonctions sin(mrx/L) et cos(mrx/L), m = 1, 2,... constituent un ensemble mutuelle- 
ment orthogonal dans l'intervalle —L < x € L. En fait, elles satisfont aux relations d'orthogonalité 


L 0, т=п, 
/ cos ш cos ш dx = (6) 

7 T L L, т=п; 

1, 
/ cos ^ sin LT dx= 0, quels que soient m et n; (7) 
Li L L 

L 0, т=п, 
/ sin == sin == dx= (8) 

-L L L L, т=п. 


On peut vérifier ces résultats en intégrant directement. Par exemple, pour l'équation (8), 
on obtient 


L mmux . плх ] f! (m — п)лх (т+ п)лх 
sin T sin dx = cos — COS Т ах 


L 


L 


211 ЕЕ —п)лх/1] sin[(m- Ext 
2л 


=0, 


m-n m+n к. 


en supposant que m + n et m — n sont non nuls. Puisque т et n sont positifs, m + n + 0. Toutefois, 
si m — n = 0), alors m = n et il faut évaluer l'intégrale autrement. Dans ce cas, 


L ^ maux . плх L( marx 
sin sin —— dx = sin dx 
бі L L -L L 
L 
=; / 1—cos EUM dx 
2 Jr L 


(d | E ieran) í 


2 Әтл/І, 
=L, 


-L 


ce qui permet d'établir l'équation (8). On peut vérifier les équations (6) et (7) de façon similaire. 


Les formules d'Euler-Fourier Supposons maintenant qu'une série de la forme (1) converge 
et notons sa somme par f(x): 


4 x тлх . MTX 
= + +b — |. 9 
f(x) 2 [а.о г „Sin T | (9) 


т=1 
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On peut relier les coefficients а, et b, à f(x) selon les conditions d'orthogonalité (6), (7) et (8). On 
multiplie d'abord l'équation (9) par cos(nzrx/L), où n est un entier positif fixe (п > 0), et on intègre 
par rapport à x de —L à L. Si on suppose qu'on peut intégrer terme à terme la série?, on obtient 


L L E È 
плх а плх тлх плх 
/ fG)cos — dx = — / cos —— dx + 1 dy / сов cos —— dx 
by L 2 J-L L = -L L L 


E L 
12307 sin шш COS B dx. (10) 
m Ls L L 


m-l 


Il convient de se rappeler que n est fixe et que т est un entier positif quelconque. Il s'ensuit, 
d'aprés les relations d'orthogonalité (6) et (7), que le seul terme non nul dans le second membre 
de l'équation (10) est celui pour lequel m = n dans la première somme. Ainsi, 


L 
/ Ғодсоз I dx= La, п=1,2,... (11) 
Lr L 
Pour déterminer a,, on intégre l'équation (9) de —L à L, et on obtient ainsi 


L L со 1, со 1, 
f(x) dx = “ / dx* Ma, / cos p ах+ У, / sin иш ах 
к=]; 2 SI -L L =], L 


т-і m-l 
- La,, (12) 


puisque chaque intégrale comportant une fonction trigonométrique est nulle. Par conséquent, 


L 
222 f(x) cos ах, n=0, 1, 2,... (13) 


En écrivant le terme constant de l'équation (9) sous la forme a,/2, on obtient tous les a, à partir 
de l'équation (13). Sinon, il faut utiliser une formule distincte pour déterminer а,. 

On peut obtenir une expression similaire pour déterminer a, en multipliant l'équation (9) 
par sin(nzx/L), en intégrant terme à terme de —L à L et en utilisant les relations d'orthogona- 
lité (7) et (8). Ainsi, 


L 
hif. fGosin 77. dx, п=1,2,3,... (14) 


Les équations (13) et (14) sont les formules d'Euler-Fourier pour les coefficients de la série de 
Fourier. Ainsi, si la série (9) converge vers f(x) et si on peut intégrer la série terme à terme, alors 
les coefficients doivent étre ceux qui apparaissent aux équations (13) et (14). 

П faut noter que les formules (13) et (14) déterminent explicitement les coefficients a, et Б, 
en fonction de f et que le calcul d'un coefficient particulier ne dépend aucunement des autres. 
Bien sûr, la difficulté liée à l'évaluation des intégrales dans les équations (13) et (14) dépend de 
la fonction f dont il est question. 

De plus, les formules (13) et (14) dépendent uniquement des valeurs de f(x) dans l'inter- 
valle —L € x € L. Puisque chaque terme de la série de Fourier (9) est périodique de période 2L, 
la série converge pour tout x quand elle converge dans —L < x < L, et sa somme est aussi une 
fonction périodique de période 2L. Ainsi, f(x) est déterminée pour tout x par ses valeurs dans 
l'intervalle —L € x € L. 

Il est possible de montrer (voir le probléme 27) que si g est périodique de période 7, alors 
l'intégrale de g dans tout intervalle de longueur T admet la méme valeur. Si on applique ce 
résultat aux formules d'Euler-Fourier (13) et (14), il s'ensuit qu'on peut remplacer l'intervalle 
d'intégration —L € x € L, si on le souhaite, par tout autre intervalle de longueur 2L. 


3. Cette hypothése est peu banale, puisqu'on ne peut intégrer de la sorte toutes les séries convergentes dont les termes 
sont des fonctions. Dans le cas particulier des séries de Fourier, l'intégration terme à terme est toujours valide. 
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Supposez qu'il existe une série de Fourier convergeant vers la fonction f définie par 


Nm» -2<х<0, 
Хо) = (15) 


X; 0<х<2; 
Жх%4)- Хх). 
Déterminez les coefficients dans cette série de Fourier. 


Cette fonction décrit une onde triangulaire (voir la figure 8.3.2) et elle est périodique de période 4. 
Par conséquent, on a L = 2 et la série de Fourier est de la forme 


fe) - 404 Y [a cos ME +, sin так! (16) 
m-l 


où les coefficients sont obtenus à partir des équations (13) et (14) avec L = 2. En remplaçant f(x) par 
son expression analytique dans l'équation (13) et en posant m = 0, on obtient 


0 2 
ast codes) his (17) 
2 9, 2 0 


Si т> 0, l'équation (13) devient 
2 
dol J Xcos ш ах. 
2 Jo 2 


0 
а, af (-х)сов p 
2/2 


ЭТУУ ЖЕЛ Onde triangulaire. 


On peut évaluer ces intégrales par parties, d'oü 


(ш) Gm m) | 
= = + COS MIT +| — COS MT —| — 
2 тл тл тл тл 


сау (cos ma- D) т-і, 2,... 


= (тл 
-8/(тл)7, т est impair, 
= (18) 
0, m est pair. 


Finalement, à partir de l'équation (14), on obtient de maniére similaire 


b,=0  m-L2.. (19) |» 
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» En substituant les coefficients tirés des équations (17), (18) et (19) dans la série (16), on obtient la série 
de Fourier f: 


Жд-і өз лх | l TH Bax } t Т жі... 
л 2 3 2 5 2 


8 «5 cos(mzx/2) 
=1- 
л” P m? 
8 «= cos(n - Dzx/2 
zi. y БОМОН Л (20) 
лет (2n — 1) 
| Exemple 20 
0, —-3«x«-1 
Р(х) = +1, -І<х<І, (21) 
0, 1<x<3. 


Supposez que f(x + 6) = f(x) (voir la figure 8.3.3). Trouvez les coefficients de la série de Fourier cor- 
respondant à f. 


ГІТ КЕ Graphique de f(x). 


Remarquez qu'on n'assigne aucune valeur à f(x) aux points de discontinuité, tels que x = –1 et 
x= 1. Cela n'a pas d'incidence sur les valeurs des coefficients de Fourier, car elles résultent de l'évalua- 
tion des intégrales, et la valeur de l'intégrande en un point unique ou en un nombre fini de points n'in- 
flue pas sur la valeur d'une intégrale. Par conséquent, les coefficients restent les mémes peu importe la 
valeur assignée à f(x) en un point de discontinuité. 

Puisque f est de période 6, on a = 3. Par conséquent, la série de Fourier correspondant à f est 


de la forme 
f(x)= (а, cos 127 +, sin ша! (22) 
Do 3 3 
où les coefficients a, et b, sont obtenus à partir des équations (13) et (14) avec L 23. On a 
1р [DJ 2 
а = = x)dx2- ах--. 23 
073 ГА fœ) 3 f 3 (23) 
De méme, 
1 
1 
a 73 f cost ax - : FT add = 2 sin. п-1,2,..., (24) 
3/1 3 пл 3 |, nz 3 
et 
1 1 ; 
b, = Ji sin ind ах- cos 22 =0, n=l 222 (25) 
3/71 3 пл 3 бү 
Ainsi, la série de Fourier correspondant à f est 
1-52 илт плх 
X) = —+ sin cos 
Жә-ҙ уу | г 
_ ! NE С DE aus _ 20 5 _ - | (26) 
л 
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Considérez de nouveau la fonction de l'exemple 1 et sa série de Fourier (20). Etablissez à quelle vitesse 
la série converge. En particulier, déterminez combien de termes sont nécessaires pour que l'erreur 
d'approximation ne dépasse pas 0,01, quel que soit x. La m-iéme somme partielle de la série, 


Y cos(2n – Dzx/2 


Qn-1? 7 127) 


Sn(X)=1- : 

Tou 
sert d'approximation pour la fonction f. Les valeurs des coefficients diminuent d'un coefficient de 
(2n — 1) ?. Donc, la série converge rapidement. La figure 8.3.4 illustre ce phénomène ; les sommes par- 
tielles avec m = 1 et m = 2 y sont tracées. Pour faire une analyse plus détaillée de la convergence, on 
considère l'erreur e, (x) = f(x) — 5,00. La figure 8.3.5 illustre le graphe de |е, œ| en fonction de x dans 
0 € x € 2. П faut noter que lese] est plus élevée en x = 0 et en x = 2, là où f(x) n'est pas différentiable. 
Il est plus difficile d'approximer la fonction par la série au voisinage de ces points. De plus, pour un n 
spécifique, l'erreur est plus élevée. On peut obtenir des graphes similaires pour d'autres valeurs de m. 


"Y 


ACTES Sommes partielles de la série de Fourier, équation (20), pour l'onde triangulaire. 


(СӨ 


0,035 
0,030 
0,025 
0,020 
0,015 
0,010 


0,005 


"Y 


vE 


0,5 1 1,5 


ЗТЯ Graphique de |e,(x)| en fonction de x pour l'onde triangulaire. 


Ayant constaté que l'erreur maximale survient en x = 0 ou en х = 2, on peut obtenir une borne uni- 
forme concernant l'erreur quel que soit m si on évalue simplement |e, (x) | en un des deux points. Par 
exemple, pour т = 6, on a e,(2) = 0,033 70. Donc, |e,(x) | < 0,034 dans 0 € x < 2 et, par conséquent, pour 
tout x. Le tableau 8.3.1 à la page suivante présente des données du méme type pour d'autres valeurs 
de m. La figure 8.3.6 qui le suit illustre le graphe de ces données. À partir de cette information, on peut 
évaluer le nombre de termes requis dans la série pour atteindre un certain niveau de précision en ce 


qui concerne l'approximation. Par exemple, pour s'assurer que |е, (x) | < 0,01, on doit choisir m = 21. » 
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Tableau 8.3.1 Valeurs de l'erreur е, (2) pour l'onde triangulaire 


m e, (2) 
2 0,099 37 
4 0,05040 
6 0,033 70 
10 0,02025 
15 0,013 50 
20 0,010 13 
25 0,008 10 
е„(2) 
0,10 e 
0,08 
0,06 
e 
0,04 
e 
0,02 е 
e 
e. o 
| | | | | xl 
5 10 15 20 25 m 


m 


CLEAN Graphique de е, (2) en fonction de m pour l'onde triangulaire. 


Dans ce manuel, on présente les séries de Fourier surtout comme une méthode de résolution 
d'équations aux dérivées partielles. Ces séries sont toutefois utilisées à profusion en sciences et 
en ingénierie, et elles constituent en régle générale des outils précieux pour analyser les phé- 
noménes périodiques. Par exemple, la décomposition d'un signal d'entrée en ses composantes 
harmoniques revient à établir son développement en série de Fourier. Dans certaines gammes 
de fréquences, les termes distincts correspondent à différentes couleurs ou à différentes tona- 
lités audibles. L'ampleur du coefficient détermine l'amplitude de chaque composante, ce qu'on 
appelle l'analyse spectrale du signal. 


Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 8, déterminez si la fonction est périodique. Le cas échéant, trouvez sa période 


fondamentale. 
1. 
3. 


5. tan zx 


sin 5x 


sinh 2x 


0, 
1, 
CD”, 
1, 


7. so | 


8. нә 


2п-1<х<2п, 
2n<x<2n+l; 


2n-1<x<2n, 
2п<х<2п-І; 


2. cos 27x 
4. sin zx/L 
6. х2 
п= 0, +1, +2,... 
п= 0, +1, +2,... 


10. 


11. 


12. 
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Si f(x) = —x dans - < x < L et si f(x + 2L) = f(x), trouvez une expression pour f(x) dans l'inter- 
valle L< x< 2L ; dans l'intervalle —3L < x < -2L. 


x+1, -1<х<0, . : . 
et si f(x +2) = f(x), trouvez une expression pour f(x) dans l'inter- 


= /оо=} 


X, 0<х<І, 
valle 1 « x « 2; dans l'intervalle 8 « x « 9. 


Si f(x) = L — x dans 0 < x < 2L, et si f(x + 2L) = f(x), trouvez une expression pour f(x) dans l’inter- 
valle —L < x < 0. 


Vérifiez les équations (6) et (7) par intégration directe. 


ш Dans les problèmes 13 à 18, procédez comme suit. 


a) Tracez le graphique de la fonction donnée sur trois périodes. 


b) Trouvez la série de Fourier pour la fonction. 


13. f(x) = x, -,<х<Г; Лх%21)- f(x) 
14 Е 1, -1,<х<0, зі 
. Јо) = 0, Eger: fG 2L) = f(x) 
is NP -л<х<0, РЕ 
. Ро) = 0, AMEN fGx-* 22) - f(x) 
ik _ х +1, -1<х<0, 2) = 
. Јо) = 1—х, 0<х<1; Дх +2) = f(x) 
i7 _ x+L, -1<х<0, уг 
. Ро) = 1, Done f(x+2L)= f(x) 
0,  =-2<x<-l, 
18. }(х)у=+{х, -1<х<1, ЖазФ- f(x) 
0, 1<х<2; 


ш Dans les problèmes 19 à 24, procédez comme suit. 


a) Tracez le graphique de la fonction sur trois périodes. 


b) Trouvez la série de Fourier pour la fonction. 


с) Tracez le graphique de 6, (x) en fonction de x pour m = 5, 10 et 20. 


d) Décrivez le comportement de la série de Fourier en fonction de sa convergence. 


© 19. 


© 20. 
Ф 21. 


© 22. 


© 23. 


© 24. 


© 25. 


fo SESO farro 
l, 0<х<2; 

fe») = x, -1<х<І1; f(x + 2) = f(x) 

feo = x2, -2<х<2; f(x + 4) = f(x) 

у= CAT araro 
2—2x, 0<х<2; 
E -2<х<0, 

fast? f(x +4)= f) 
2x 5x", 0<х<2; 
0, -3<х<0, 

Жод- x 0-3) exe Жх%б)- f(x) 

Considérez la fonction f définie au problème 21 et supposez que e, (x) = f(x) — s, (x). Tracez le 


graphique de |е, (х) | en fonction de x dans 0 € x < 2 pour différentes valeurs de m. Trouvez la plus 
petite valeur de m pour laquelle |е, (x)| < 0,01 pour tout x. 
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» 


27. 


28. 


29. 


© 26. 


Considérez la fonction f définie au probléme 24 et supposez que е,(х) = f(x) — s,(x). Tracez le 
graphique de |е, (x) | en fonction de x dans 0 < x < 3 pour différentes valeurs de m. Trouvez la plus 
petite valeur de т pour laquelle |е, (x) | < 0,01 pour tout x. 


Supposez que g est une fonction périodique intégrable de période T. 


а) Si0<a<T, montrez que 


T a+T 
f g(x)dx = f g(x)dx. 
0 a 


a a+T 
Suggestion : Montrez d’abord que / g(x)dx — ГА g(x)dx. Appliquez le changement de 
0 a 


variable s — x — T dans la seconde intégrale. 
b) Montrez que pour toute valeur de a, pas nécessairement telle que 0 < a < T, ona 


T b+T 
/ g(x)dx = / g(x)dx. 
0 a 


с) Montrez que pour toute valeur de a et de b, 


a+T b+T 
f g(x)dx = f g(x)dx. 
0 0 


Si f est différentiable et périodique de période Т, montrez que f” est aussi périodique de période 7. 
Déterminez si 
Xx 
Е(х) = / Хош 
0 


Dans ce probléme, certaines similarités sont mentionnées entre les vecteurs géométriques tri- 
dimensionnels et les séries de Fourier. 


est également périodique. 


а) Soit v,, v, et v, un ensemble de vecteurs orthogonaux deux à deux en trois dimensions et 
soit u un vecteur tridimensionnel. Montrez que 


и = ау; + ау» + а;у;, (1) 
ой 
u-v; : 2 
а; = ! š 1- 1, 2, 3. (1) 
УУ 


Montrez que vous pouvez interpréter а; comme la projection de u dans la direction de v; divi- 
sée par la longueur de у,. 


b) Définissez le produit scalaire (u, v) par 


L 
(и,у) = / и(х)у(х)ах. (ш) 


L 
De plus, soit 
ф(х) = cos(nzxx/L), п-0,1,2,...; 
V, (x) = sin(nzx/L), пт=1,2,... (iv) 


Montrez que vous pouvez réécrire l'équation (10) sous la forme 


(7. ф,) = ^o. 6$) * Ya,(5,.0,)* Y AUN 9,). (у) 
m=l 


m-l 


с) Utilisez l'équation (v) et l'équation correspondante pour (f, w,) avec les relations d'orthogona- 
lité afin de montrer que 


M 
(фо. 9,) 


Ь = (CEA) 


=0, 1; 2s А , 
Vpn ф,) 


п=1,2,... (vi) 
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Vous devez noter la similitude entre les équations (vi) et (ii). Pour les fonctions, ф, et y, jouent un 
rôle similaire à celui des vecteurs orthogonaux у, v, et v, dans l'espace tridimensionnel. 


On peut interpréter les coefficients a, et b, comme des projections de la fonction f'sur les fonctions 
de base ф, et y. 


Vous devez aussi noter qu'on peut écrire tout vecteur en trois dimensions comme une combinai- 
son linéaire de trois vecteurs mutuellement orthogonaux. De Ғасоп similaire, on peut exprimer 
toute fonction suffisamment lisse définie dans —L < x < L comme une combinaison linéaire des 
fonctions mutuellement orthogonales cos(nzx/L) et sin(nzx/L). Autrement dit, on peut la déve- 
lopper en série de Fourier. 


[8.4 Le théorème de convergence de Fourier 


Dans la section précédente, nous avons montré que si la série de Fourier 


“Ха, сов de sin mzz) (1) 


L 


m-l 


converge et que, par conséquent, elle définit une fonction f, alors f'est périodique de période 2L, 
et les coefficients а, ер, sont reliés à f(x) par les formules d'Euler-Fourier 


L 
= f, f(x) cos =” ах, т= 0,1,2,...; (2) 
L 
„=т f, Жо) sin са dx, т=1,2,... (3) 


Nous utiliserons ici l'approche inverse. Soit f une fonction périodique de période 2L et inté- 
grable dans l'intervalle [-L, L]. On peut donc calculer un ensemble de coefficients а, et b,, à 
partir des équations (2) et (3), et on peut construire formellement une série de la forme (1). Le 
probléme consiste à déterminer si la série converge pour tout x et, le cas échéant, si sa somme 
est bien f(x). Certains exemples ont montré que la série de Fourier correspondant à une fonc- 
tion f pouvait ne pas converger vers f(x) et qu'elle pouvait méme diverger. Les fonctions pour 
lesquelles les séries de Fourier ne convergent pas vers la valeur de la fonction en des points 
isolés sont faciles à construire et quelques exemples seront présentés dans cette section. Les 
fonctions dont la série de Fourier diverge en un ou plusieurs points sont plus incongrues et elles 
ne seront pas abordées ici. 

Pour assurer la convergence d'une série de Fourier vers la fonction à partir de laquelle on 
a calculé ses coefficients, il faut imposer des conditions quant à la fonction. Ces conditions 
devraient étre suffisamment larges pour permettre de traiter les situations classiques et assez 
simples pour qu'on puisse facilement vérifier qu'elles s'appliquent. Au fil des ans, on a considéré 
plusieurs ensembles de conditions de cette sorte. 

Avant d'énoncer le théoréme de la convergence pour les séries de Fourier, voici une défi- 
nition importante: la fonction f est continue par morceaux dans l'intervalle a € x € b s'il est 
possible de partitionner l'intervalle à l'aide d'un nombre fini de points а= xy < x, < -< xX, =b 
de sorte que 


1. fsoit continue dans chaque sous-intervalle ouvert x, < x < x;; 
2. f tende vers une limite finie quand on approche des extrémités de chaque sous- 
intervalle par l'intérieur du sous-intervalle. 


La figure 8.4.1 à la page suivante illustre le graphique d'une fonction continue par morceaux. 
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iS TITTEN Fonction continue par morceaux. 


La notation f(c+) indique la limite de f(x) lorsque x c à partir de la droite. De méme, 
Хс-) est la limite de f(x) lorsque x — c à partir de la gauche. 

Il faut noter qu'il n'est pas essentiel que la fonction soit définie aux points de partition x. 
Par exemple, dans le théorème suivant, on suppose que /” est continue par morceaux. Toute- 
fois, f" n'existe pas en ces points où f elle-même est discontinue. Aussi, l'intervalle peut ne pas 
être fermé ; il peut être ouvert ou il peut être ouvert à une extrémité et fermé à l'autre. 


Théoréme 8.4.1 


Supposez que f et f" sont continues par morceaux dans l'intervalle —L € x < L. De plus, sup- 
posez que f est définie à l'extérieur de l'intervalle —L < x < L et périodique de période 21. 
Alors, f admet un développement en série de Fourier 


a ~“ тлх . MTX 
х) = — + а, COS —— +b, sin —— |, 4 
у= 3 Y (a. т zx) (4) 
où les coefficients sont donnés par les équations (2) et (3). La série de Fourier converge vers 
f(x) en tout point où fest continue et vers [f(x--) +f(x—)]/2 en tout point où fest discontinue. 


Il faut noter que [f{x+) + f(x—)]/2 est la valeur moyenne des limites à droite et à gauche du 
point x. En tout point où f est continue, f(x--) = f(x—) = f(x), d’où la série de Fourier converge 
vers [f(x+) + f(x—)]/2 en tout point. Lorsqu'on dit qu'une série de Fourier converge vers une 
fonction f, on sous-entend toujours qu'elle converge en ce sens. 

П faut insister sur le fait que les conditions données dans le théoréme sont uniquement 
suffisantes pour la convergence d'une série de Fourier. Elles ne sont pas nécessaires. De plus, 
ces conditions suffisantes ne sont pas les plus générales qui ont été établies. Néanmoins, la 
preuve du théorème est relativement difficile et ne sera pas donnée ici. Pour saisir la portée 
du théoréme, il est intéressant de considérer certaines classes de fonctions qui ne satisfont pas 
aux conditions stipulées. Les fonctions qui ne sont pas visées par le théoréme sont principa- 
lement celles qui admettent au moins une discontinuité lorsqu'elles tendent vers l'infini dans 
l'intervalle [-L, L], par exemple 1/x? lorsque x — 0 et In |х — L| lorsque x — L. Les fonctions 
admettant un nombre infini de discontinuités de type saut dans l'intervalle, qui sont rarement 
rencontrées, ne seront pas abordées dans le présent manuel. 

П faut noter qu'une série de Fourier peut converger sans que sa somme ne soit différen- 
tiable ni méme continue, et ce, en dépit du fait que chaque terme dans la série (4) est continu 
et différentiable une infinité de fois. L'exemple suivant illustre ce phénoméne, tout comme 
l'exemple 2 de la section 8.3. 


4. Le lecteur trouvera des preuves de la convergence des séries de Fourier dans certains ouvrages d'analyse, par 
exemple dans le chapitre 7 de celui de Kaplan ou dans le chapitre 6 de celui de Buck (voir les références à la fin 
du chapitre). 
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Soit 
0, -1,<х<0, 5 
rof, 0<х<1. 6) 
De plus, on suppose que f est définie à l'extérieur de cet intervalle de sorte que f(x + 2L) = f(x) pour 
tout x. Toutefois, pour l'instant, on ne définit pas f aux points x = 0, +L, mais les valeurs qu'elle prend 
en ces points doivent étre finies. Trouvez la série de Fourier pour cette fonction et déterminez à quel 
moment elle converge. 

La fonction y - f(x) admet le graphe illustré à la figure 8.4.2, qui est prolongé à l'infini dans 
les deux directions. Elle décrit une onde carrée. On peut diviser l'intervalle [-L, L] en deux sous- 
intervalles ouverts (—L, 0) et (0, L). Dans (0, L), f(x) = L et f (x) = 0. De toute évidence, f et f’ sont 
continues, et leurs limites existent lorsque x — 0 par la droite et lorsque x — L par la gauche. La 
situation concernant (—L, 0) est similaire. Par conséquent, f et f’ sont continues par morceaux dans 
[-L, L] et f satisfait aux conditions du théorème 8.4.1. Si on calcule les coefficients а, et b, à partir 
des équations (2) et (3), la convergence de la série de Fourier vers f(x) est assurée en tout point où f 
est continue. Il faut noter que les valeurs de а, et de Б, sont les mêmes, peu importe la définition 
de f en ses points de discontinuité. Cela est dû au fait que la valeur d'une intégrale ne subit pas 
l'influence des discontinuités de type saut de l'intégrande en un nombre fini de points. À partir de 


l'équation (2), 
1 L L 
a-; | ов [ац 
L J-L 0 


1 L 
dg = l T f(x) cos MAA dx = / cos mex dx 
LJ L 0 
Loa 
= — (sin mz – 0) = 0, т # 0. 
тл 
De méme, à partir de l'équation (3), 
1 L L 
Бъ => f f(x) sin alie dx = / sin max dx 
L J-L L 0 
L А m est pair; 
= — (l- cos тт) = . . 
тл 21/тл, т est impair. 


Ainsi, 


L 2 si ax 1. 3лх 1 . 5лх | 
f(x) = =+ Sin —+ + Te 
2 m L 3 L 5 L 


- L 7 21, Y sin(mzx/L) 


2 Ty. m 


- L " ES ша Drx/L 


2 m 2n-1 (© 


n-l 


ACTES Onde carrée. 


Aux points x = 0, +nL, donc là où la fonction f n'est pas continue, tous les termes de la série après 
le premier sont nuls et la somme vaut L/2. Il s'agit de la valeur moyenne des limites de droite et de 
gauche, comme on l'a mentionné précédemment. En conséquence, on définira f en ces points comme 
prenant la valeur L/2. Si on choisit de la définir autrement, la série convergera tout de méme vers la 
valeur L/2 en ces points, car aucun des résultats précédents n'est modifié. Elle ne converge donc pas 
vers la fonction en ces points, sauf si f est définie comme prenant cette valeur en ces points. Cette |) 
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» situation montre que la série de Fourier correspondant à une fonction peut ne pas converger vers elle 
en ses points de discontinuité, sauf si la fonction est définie de facon appropriée en ces points. 
Le comportement des sommes partielles 


s Oo ТАҢ (sin Bea І sin caes) ñn= 1,2222 
2 m L 2n-1 L 


de la série de Fourier (6) en ce qui concerne la convergence vers f(x) est illustré à la figure 8.4.3: on 
a posé L égale à 1 et on a tracé le graphique de s,(x). La figure indique qu'aux points où f est conti- 
nue, les sommes partielles tendent vers f(x) lorsque n augmente. Cependant, au voisinage des points 
de discontinuité x = 0 et x = L, les sommes partielles ne convergent pas uniformément vers la valeur 
moyenne. Elles tendent plutót à dépasser la fonction à chaque fin du saut, comme si elles ne pouvaient 
pas s'adapter au tournant abrupt requis en ce point. Ce comportement est typique des séries de Fourier 
aux points de discontinuité ; on appelle ce comportement le phénomène de Gibbs?. 


ЕПС: ЕЖ? Somme partielle s,(x) de la série de Fourier, équation (6), pour l'onde carrée. 


П est plus facile d'interpréter le graphe quand on considère l'erreur е (х) = f(x) — s, (x). La figure 8.4.4 
illustre le graphe de |e (x)| en fonction de x pour n= 8 et pour L= 1. Le supremum de (ег() | est de 0,5 et il 
est quasiment atteint lorsque x — 0 et lorsque x — 1. À mesure que п augmente, l'erreur diminue à l'inté- 
rieur de l'intervalle (ой f(x) est continue], mais le supremum ne diminue pas méme si n augmente. Ainsi, 
on ne peut pas réduire de manière uniforme l'erreur dans l'intervalle en augmentant le nombre de termes. 

Les figures 8.4.3 et 8.4.4 montrent aussi que la série obtenue ici converge plus lentement que celle 
de l'exemple 1 de la section 8.3. Dans le cas présent, cela découle du fait que les coefficients de la 
série (6) sont divisés par 1/(2n — 1). 


lesco |А 
0,5 


0,4 


0,3 


0,2 


0,2 0,4 0,6 0,8 1 x 


| Figure 8.4.4 | LUN Graphique de l'erreur |e,(x)| en fonction de x pour l'onde carrée. 


5. Le phénoméne de Gibbs nous vient de Josiah Willard Gibbs (1839-1903), connu surtout pour ses travaux concer- 
nant l'analyse vectorielle et la mécanique statistique. Il a été professeur de physique mathématique à l'Université 
Yale et l'un des premiers scientifiques américains à se tailler une réputation internationale. 


Problémes 
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ш Dans les problèmes 1 à 6, supposez que la fonction est prolongée périodiquement à l'extérieur de 


l'intervalle original. 


a) Trouvez la série de Fourier pour le prolongement de la fonction. 


b) Tracez le graphique de la fonction vers laquelle la série converge sur trois périodes. 


1. fo9- -І, -1<х<0, 2. fo = 0, -лЛ<х<0, 
d CET 0<х<1 Г" 0<х<л 
3 L+x, -1,<х<0, 4 1 E (= | 
xai) L-x, 0<х<І, |f m TIAS 
-m< ХЕ 

5 Н e Be 6 ЩЫ 
А = 41, —n/l2€x«mn!2, А = 

fœ) х Јо) а. ET 

0, Л/2<х<л 


Dans les problémes 7 à 12, supposez que la fonction est prolongée périodiquement à l'extérieur de 
l'intervalle original. 

a) Trouvez la série de Fourier pour la fonction. 

b) Soit e, (x) = f(x) — s, (x). Trouvez le supremum de |e, (x)| pour n = 10, 20 et 40. 


€) Si c'est possible, trouvez la plus petite valeur de n pour laquelle |e, (x)| X 0,01 pour tout x. 


x. -л<х<0, 

© 7. f(x)= /(х + 2л) = f(x) (voir la section 8.3, probléme 15) 
0, 0<х<л; 
х +1, —1<х<0, 

© 8. f(x)= /(х + 2) = f(x) (voir la section 8.3, probléme 16) 
1-х, 0<х<І; 

© 9. fx)=x, -]zx«lL f(x-2)-2f(x) (voir la section 8.3, problème 20) 
x2, -2<х<0, 

© 10. f(x)- f(x+4)= f(x) (voir la section 8.3, problème 22) 
2-2х, 0<х<2; 
0, -1<х<0, 

ӨП. fas; , f(x+2)= f(x) (voir le problème 6) 
20-2 0<х<І; 

© 12. ((д-х-х, -1<х<1; f(x -2)2f() 


ш Les fonctions de contrainte périodiques Dans ce chapitre, nous illustrons l'utilisation des séries 


de Fourier afin de résoudre des problèmes de valeur limite pour certaines équations aux dérivées 
partielles. Cependant, les séries de Fourier sont utilisées dans beaucoup d'autres situations oü des phé- 
noménes périodiques sont mis en cause. Les problémes 13 à 16 montrent comment on peut les utiliser 
pour résoudre des problèmes de valeur initiale ayant des fonctions de contrainte périodiques. 


13. Trouvez la solution au probléme de valeur initiale 
y” + о?у-віп т, y(0) = 0, y'(0) = 0, 
où n est un entier positif et 0? # n°. Que se produit-il si 0? = n°? 
14. Trouvez la solution formelle au probléme de valeur initiale 


у”+о?у= УЬ, sinnt,  y(0)=0, у(0)-0, 


n-l 


où © > 0 n'est pas un entier positif. Comment la solution sera-t-elle modifiée si © = m, ой m est 
un entier positif ? 
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> 15. Trouvez la solution formelle au problème de valeur initiale 
y'*ey-f(ü у0)=0, у(0)-0, 


où f est périodique de période 2z et 


1, 0<ғ<л; 
f=; 0, t-0,z,2z; 
—1, л<1<2л. 


Reportez-vous au probléme 1. 


16. Trouvez la solution formelle au probléme de valeur initiale 
y*ety-ft  y0-L  y(0-0, 


ой f est périodique de période 2 et 


fo- l-t, 0<1<І|; 
BET. 1<1<2. 
Reportez-vous au probléme 8. 
17. En supposant que 
а“ плх . ATX ; 
X) = = + а COS — +b, sin —— |, 
мә-- Ys, L5 zz) (i) 


montrez formellement que 


1 L а? со 

= ІӘРах- + У (аз +b). 

L -L 2 n-l 
Cette relation entre la fonction f et ses coefficients de Fourier est appelée l'identité de Parseval$. 
L'identité de Parseval est fondamentale dans la théorie des séries de Fourier. 


Suggestion: Multipliez l'équation (i) par f(x), intégrez de -L à L et utilisez les formules 
d'Euler-Fourier. 


18. Ce probléme permet d'obtenir une preuve de la convergence d'une série de Fourier dans des 
conditions plus restrictives que celles du théoréme 8.4.1. Suggestion : Intégrez par parties. 


a) Si f et f’ sont continues par morceaux dans —L < x < L et si f est périodique de période 2L, 
montrez que na, et nb, sont bornés lorsque n — оо. 

b) Si fest continue dans —L < x < L et périodique de période 2L, et si f’ et f" sont continues par 
morceaux dans —L € x € L, montrez que па, et rn?b, sont bornés lorsque n — ce. Utilisez ce qui 
précède afin de montrer que la série de Fourier pour f converge en tout point dans —L < x € L. 
Pourquoi f doit-elle étre continue dans l'intervalle fermé ? 


ш L'accélération dela convergence Dans le probléme suivant, on montre comment il est parfois pos- 
sible d'améliorer la vitesse de convergence d'une série de Fourier ou d'une autre série infinie. 


19. Supposez qu'on cherche à calculer les valeurs de la fonction g, ой 


= 2n-1 . , 
g(x) = > nos " m sin(2n – l)zx. (0) 


n-l 


On peut montrer que cette série converge, mais lentement. Cependant, vous devez noter que si n est 
grand, les termes dans la série (i) sont approximativement égaux à [sin(2n — 1) zx]/(2n — 1) et que 
les derniers termes sont similaires à ceux de l'équation (6) de cette section. 


a) Montrez que 
Y sinn - 0лх]/(02п- 0 = am| ло) Е | (i) 
n-l 


ой f est l'onde carrée de l'exemple avec L= 1. 


6. Marc-Antoine Parseval (1755-1836) était un mathématicien francais relativement peu connu en l'honneur duquel on 
a nommé un résultat important. Il avait présenté un apercu de ce résultat en 1799, mais ce n'était pas dans le contexte 
des séries de Fourier. 


» 


8.5 Les fonctions paires et impaires ЖҮРЕ 


b) Soustrayez l'équation (ii) de l'équation (1) et montrez que 


1 
g(x)= : ЕС 5 


оо 


sin(2n — )лх 
уу Qn-D[I4- Qn-D?]' 


(ш) 
n-l 
La série (iii) converge beaucoup plus rapidement que la série (1), et elle est plus efficace pour 
calculer les valeurs de g(x). 


8.5 | Les fonctions paires et impaires 


Avant d'examiner d'autres exemples des séries de Fourier, il est utile de classer en deux catégo- 
ries les fonctions pour lesquelles on peut simplifier les formules d'Euler-Fourier. Les fonctions 
paires et les fonctions impaires sont caractérisées de maniére géométrique à cause de leur 
symétrie par rapport respectivement à l'axe des y et à l'origine (voir la figure 8.5.1). 


y у 


(а) (b) 
ЯШЕ а) Fonction paire. b) Fonction impaire. 


La fonction f est une fonction paire si son domaine contient le point — quand il contient 
le point x et si 


Р) = 0) (1) 


pour tout x dans le domaine de f. De méme, f est une fonction impaire si son domaine соп- 
tient —x quand il contient x et si 


fc = fo) (2) 


pour tout x dans le domaine de f. Par exemple, les fonctions 1, x?, cos nx, |х| et x?" sont paires, 
et les fonctions x, x°, sin nx et x?" + 1 sont impaires. Il faut noter que, selon l'équation (2), f(0) 
doit étre nulle si f est une fonction impaire dont le domaine contient l'origine. La plupart des 
fonctions ne sont ni paires ni impaires, par exemple е". Seule la fonction identiquement nulle 
est à la fois paire et impaire. 

Les propriétés élémentaires des fonctions paires et impaires incluent: 


1. La somme (la différence) et le produit (le quotient) de deux fonctions paires sont pairs. 

2. La somme (la différence) de deux fonctions impaires est impaire ; le produit (le quo- 
tient) de deux fonctions impaires est pair. 

3. La somme (la différence) d'une fonction impaire et d'une fonction paire n'est ni paire 
ni impaire ; le produit (le quotient) de deux fonctions de ce type est impair". 


7. Ces énoncés doivent étre modifiés si l'une ou l'autre des fonctions est identiquement nulle. 
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Les preuves de tous ces énoncés sont simples et découlent directement des définitions. 
Par exemple, si f, et f, sont impaires et si g(x) = fi(x) + f,(x), alors 


8(-х) = р(х) + (х) = (к) – fao) 


= Лб) + GIE 78609. (3) 
Donc, f, + f, est aussi une fonction impaire. De méme, si Aœ) = (х) Р(х), alors 
hx) = fi) f) = E69] E26509] = OO = Қо), (4) 


de sorte que le produit f, f, est pair. 
Les deux propriétés suivantes sont également importantes en ce qui concerne les fonctions 
paires et impaires : 


4. Sifest une fonction paire, alors 


L L 
/ f(x)dxz2 f f(x)dx. (5) 
-L 0 


5. Si fest une fonction impaire, alors 
L 

/ f(x)dx 2 0. (6) 
T 


Ces propriétés sont claires quand on pense à l'intégrale comme étant l'aire sous une courbe 
et découlent directement des définitions. Par exemple, si f est paire, alors 


L 0 L 
/ f(x) dx = f f(x) dx + f f(x)dx. 
-L -L 0 


On pose x = —s dans le premier terme du second membre. En utilisant l'équation (1), on obtient 


L 0 L L 
/ гоа | foas+ f /одах-2 f f(x)dx. 
-L L 0 0 


La preuve de la propriété correspondante pour les fonctions impaires est similaire. 

Les fonctions paires et impaires sont particuliérement importantes dans les applications 
des séries de Fourier, puisque leurs séries de Fourier admettent des formes particuliéres et 
reviennent fréquemment en physique. 


Les séries de cosinus Оп suppose que fet f’ sont continues par morceaux dans —L < x < L 
et que f est une fonction périodique paire de période 2L. А partir des propriétés 1 et 3, on sait 
que f(x) cos(nzx/L) est paire et que f(x) sin(nzx/L) est impaire. Selon les équations (5) et (6), 
les coefficients de Fourier de / sont alors 


L 
a=2 f f(x)cos ax, n=0,1,2,...; 
L Jo L (7) 


b, = 0, п-1,2,... 


Ainsi, la série de Fourier de f est 


со 


а плх 
Р(х) =+ 7% a, cos ux 


n-l 
Autrement dit, la série de Fourier de toute fonction paire comporte uniquement des fonctions 
trigonométriques paires cos(nzx/L) et un terme constant. On appelle ces séries des séries de 
Fourier cosinus. Il faut noter que dans ce cas, seuls les coefficients a,, pour n = 0, 1, 2,..., 
doivent être évalués à partir de la formule intégrale (7). Chaque b,, pour n = 1, 2,..., est effec- 
tivement nul pour toute fonction paire. 


n? 
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Les séries de sinus On suppose que f et f’ sont continues par morceaux dans —L € x < Let 
que f est une fonction périodique impaire de période 2L. Selon les propriétés 2 et 3, on cons- 
tate que f(x) cos(nzx/L) est impaire et que f(x) віп(птх/1)) est paire. Dans ce cas, les coefficients 
de Fourier de f sont 


a, — 0, п-0,1,2,..., 


; (8) 
,-2 | ҒО) sin LT dx, п-1,2,..., 
L Jo L 


et la série de Fourier pour f'est de la forme 


Ро) = УЬ, sin == 

n-l 
Ainsi, la série de Fourier pour une fonction impaire est constituée uniquement des fonctions 
trigonométriques impaires sin(nzx/L). On appelle une série de ce type une série de Fourier 
sinus. Il faut noter que seule la moitié des coefficients doit étre évaluée puisque a,, pour n — 0, 
1, 2,..., est nul pour toute fonction impaire. 


Soit f(x) = x, -L < x L et f(—L) = f(L) = 0. On suppose aussi que f est définie ailleurs, de sorte qu'elle 
est périodique avec une période 2L (voir la figure 8.5.2). Cette fonction décrit une onde en dents de 
scie. Trouvez la série de Fourier correspondant à cette fonction. 


ACTA Onde en dents de scie. 


Puisque f est une fonction impaire, ses coefficients de Fourier sont, selon l'équation (8), 


а,-0,  n-20,L2,...; 


L 
,-2/ x sin LT dx 
1, А 1, 


Ц L ) . AIX nZX плх 
- sin cos 
ІДпл 1, L L 


- 2L уун, п-1,2,... 
пл 


Ainsi, la série de Fourier correspondant à f, l'onde en dents de scie, est 


n+l 


221 (D) . nZzX 
f(x) = = D " sin HN (9) 


n-l 


П faut noter que la fonction périodique f est discontinue aux points +L, *3L,... (voir la figure 8.5.2). 
En ces points, la série (9) converge vers la valeur moyenne des limites de gauche et droite, c’est-à-dire |) 
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vers zéro. La figure 8.5.3 illustre la somme partielle de la série (9) pour n = 9. Le phénomène de Gibbs 
(mentionné dans la section 8.4) survient de nouveau au voisinage des points de discontinuité. 


| Figure 8.5.3 | 2257 Somme partielle dans la série de Fourier, équation (9), pour l'onde 


en dents de scie. 


Il faut noter qu'on a ici f(—L) = f(L) = 0 ainsi que f(0) = 0, ce qui est indispensable pour que 
la fonction f soit impaire et périodique de période 2L. Quand on parle de la construction d’une 
série de sinus pour une fonction définie dans 0 € х < L, on doit d'abord, s'il y a lieu, redéfinir la 
fonction pour qu'elle soit nulle en x = 0 et en x = L. 

П faut noter que la fonction d'onde triangulaire (voir l'exemple 1 de la section 8.3) et la 
fonction d'onde en dents de scie qu'on vient de traiter coincident dans l'intervalle 0 € x « L. Par 
conséquent, leurs séries de Fourier convergent vers la méme fonction f(x) = x dans cet inter- 
valle. Ainsi, si on doit représenter la fonction f(x) = x dans 0 € x « L par une série de Fourier, il 
est possible de le faire à l’aide d'une série de cosinus ou d'une série de sinus. Dans le premier 
cas, f est développée comme fonction paire dans l'intervalle —L « x « 0 et elle est prolongée 
périodiquement (londe triangulaire). Dans le dernier cas, f est développée dans —L < x < 0 
comme fonction impaire et elle est prolongée périodiquement (l'onde en dents de scie). Si f'est 
développée d'une autre manière, la série de Fourier qui en découle convergera tout de méme 
vers x dans 0 € x « L, mais elle comportera des termes sinus et cosinus. 

En résolvant les problémes des équations différentielles, il est souvent utile de prolonger 
une fonction f définie au départ uniquement dans l'intervalle |0, L]. Ainsi, on peut alors la déve- 
lopper en série de Fourier si on considére qu'elle est de période 2L. Comme on l'a mentionné 
précédemment, pour la fonction f(x) — x, on dispose de plusieurs possibilités. Explicitement, on 


peut procéder de la maniére qui suit. 
]. On définit une fonction g de période 2L de sorte que 
f(x), 0<х<1, 
- 10 
Өл үң -1<х<0. x 


La fonction g est ainsi le prolongement périodique pair de f. Sa série de Fourier, qui est 
une série de cosinus, représente f dans (0, 11. 
2. On définit une fonction h de période 2L de sorte que 


f(x, O<x<L, 
h(x)-24 0, х-0,1, (11) 
= f(—x), —L<x<0. 


La fonction h est ainsi le prolongement périodique impair de f. Sa série de Fourier, qui 
est une série de sinus, représente également f dans (0, L). 
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3. On définit une fonction k de période 2L de sorte que 
k(x) = f(x), 0<х<1. (12) 


De plus, k(x) est définie pour (—L, 0), ce qui respecte les conditions du théorème 8.4.1. 
Parfois, il est pratique de définir k(x) égale à zéro dans —L « x « 0. La série de Fourier 
pour k, qui comporte des termes sinus et cosinus, représente aussi f dans |0, L], peu 
importe la manière dont К(х) est définie dans (—L, 0). Ainsi, il existe un nombre infini 
de ces séries, lesquelles convergent toutes vers f(x) dans l'intervalle initial. 


En général, le type de développement à utiliser dépendra de l'objectif visé. 51 on doit choi- 
sir le type de série de Fourier à utiliser, la sélection peut se faire en fonction de la vitesse de 
convergence. Par exemple, la série de sinus pour l'onde triangulaire (voir l'équation (20) de la 
section 8.3) converge plus rapidement que la série de sinus pour l'onde en dents de scie (voir 
l'équation (9) de cette section), bien que toutes les deux convergent vers la méme fonction dans 
0 € x « L. Cela résulte du fait que l'onde triangulaire est une fonction plus lisse que l'onde en 
dents de scie et qu'elle est donc plus aisée à approximer. Habituellement, plus une fonction 
admet de dérivées continues dans tout l'intervalle —оо < x < оо, plus la série de Fourier conver- 
gera de facon rapide (voir le probléme 18 de la section 8.4). 


Supposez que 


1— x, 0<х<І, 


razl 1<х<2. m 


Comme оп Га déjà précisé, on peut développer f soit en série de cosinus, soit en série de sinus. Tracez 
le graphique de la somme de chaque série pour —6 < x < 6. 

Dans cet exemple, L — 2 et la série de cosinus pour f converge vers le prolongement périodique 
pair de f de période 4 (voir le graphe de la figure 8.5.4). 

De méme, la série de sinus pour f converge vers le prolongement périodique impair de f de période 4 
(voir le graphe de cette fonction à la figure 8.5.5). 


ЗТ Prolongement périodique impair de f(x) donné par l'équation (13). 
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Problèmes 


E Dans les problèmes 1 à 6, déterminez si la fonction est paire, impaire ou ni l'un ni l'autre. 


1. ó-2x 2. ó-2x«1 
3. tan 2x 4. sec x 
5. |хр 6. e? 


E Dans les problèmes 7 à 12, la fonction f est définie dans un intervalle de longueur L. Pour chaque cas, 
tracez les graphiques des prolongements pair et impair de f de période 2L. 


7 x, 0<х<2, 8 0, 0<х<І, 
"AUS. eres "edm Israi 
9. f(x) 22- x, 0<х<2 10. f(x) = x — 3, 0<х<4 
11 3 е 12 4-х 0 1 
. f(x) = 1. ТЕРІДЕН ../Од-4-х, <х< 


13. Prouvez que toute fonction peut étre exprimée comme la somme de deux autres fonctions dont 
l'une est paire et l'autre impaire. Autrement dit, quelle que soit la fonction f dont le domaine 
contient — quand il contient x, montrez qu'il existe une fonction paire g et une fonction impaire Л 
telles que f(x) = g(x) + hx). 


Suggestion : Si vous supposez que f(x) = g(x) + h(x), quelle est la valeur de f(—x) ? 
14. Trouvez les coefficients dans les séries de sinus et cosinus de l'exemple 2. 


Е Dans les problémes 15 à 22, trouvez la série de Fourier correspondant à la fonction et tracez le gra- 
phique de la fonction vers laquelle la série converge sur trois périodes. 


1, 0<х<І, А | ; 
15. f(x) = une série de sinus de période 4. 
0, 1<х<2; 
Comparez avec l'exemple 1 et le probléme 5 de la section 8.4. 
X, 0<х<І, . . : 
16. f(x) = une série de sinus de période 4. 
1, 1<х<2; 
17. ў) = 1, 0<х<л; une série de cosinus de période 27r. 
18. f()2 1, 0<х<л; une série de sinus de période 27r. 
0, 0<х<л, 
19. (х) = 31, л<х<2л, une série de sinus de période бл. 
2. 2n «x«3m; 
20. f(x) = x, 0<х<1; une série de sinus de période 1. 
21. Д) = L- x, 0<х<1;; une série de cosinus de période 2L. 


Comparez avec l'exemple 1 de la section 8.3. 
22. f(x) = 1-х, 0<х<1,;; une série de sinus de période 2L. 
ш Dans les problèmes 23 à 26, procédez comme suit. 


a) Trouvez la série de Fourier correspondant à la fonction. 
b) Tracez le graphique de la fonction vers laquelle la série converge sur trois périodes. 


с) Tracez le graphique d'une ou de plusieurs des sommes partielles de la série. 


x, 0<х<л, | : ; 

© 23. f(x) = une série de cosinus de période 47. 
0, л<х<2л; 

@ 24. f(x)--x, -л<х<0; une série de sinus de période 2x. 

© 25. f(x) 2-2- х2, 0<х<2; une série de sinus de période 4. 


© 26. f(x) 2x? - 2x, 0«x«4; une série de cosinus de période 8. 


» 
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ш Dans les problèmes 27 à 30, la fonction est définie dans l'intervalle 0 < x < L. 
a) Tracez les graphiques du prolongement pair g(x) et du prolongement impair h(x) de la fonction 
donnée de période 2L sur trois périodes. 
b) Trouvez les séries de Fourier sinus et cosinus pour la fonction. 
€) Tracez quelques sommes partielles pour chaque série. 
d) Pour chaque série, déterminez comment l'erreur maximale dans [0, L] dépend de л. 


© 27. f(x) 23-x, 0<х<3 


х, 0<х<І, 


(5) 28. EX 1<х<2 


029. Дх) = (Ax -4x- 3/4, 0<х<2 


030. f(x) = x° — 5х2 + 5x 1, 0<х<3 


31. Prouvez que si f est une fonction impaire, alors 


L 
f f(x)dx=0. 
-L 


32. Prouvez les propriétés 2 et 3 des fonction paires et impaires telles qu'elles ont été énoncées dans 
cette section. 


33. Prouvez que la dérivée d'une fonction paire est impaire et que la dérivée d'une fonction impaire 
est paire. 


X 
34. Soit F(x)= J f(t)dt. Montrez que si f est paire, alors F est impaire et que si f est impaire, 
0 


alors F est paire. 
35. À partir de la série de Fourier de l'onde carrée (exemple 1, section 8.4), montrez que 


fd 1, ÿ CD 
4 357 A 2п+1 


Cette relation entre л et les entiers positifs impairs a été découverte par Leibniz еп 1674. 


36. À partir de la série de Fourier pour l'onde triangulaire (voir l'exemple 1 de la section 8.3), montrez 
que 


2 oo 
л 1 1l 1 
-1---- += У ; 
8 3° 5? 24 Qn+1) 


37. Supposez que f admet un développement en série de Fourier sinus 


Јо) = Y b,sinnzx/L, 0<х<1. 


n-l 


a) Montrez que 
2 Je с 
2 | Pdr = V bs. 
L 0 n-l 


Comparez ce résultat (équation de Parseval) avec celui du probléme 17 de la section 8.4. Quel 
est le résultat correspondant si f admet un développement en série de Fourier cosinus ? 


b) Appliquez les résultats de la partie a) à la série pour l'onde en dents de scie donnée dans l'équa- 
tion (9), puis montrez que 


à & 
л 1 1 1 
——=1+—у+-у+ =}, —. 
6 2" 3° “п? 


Cette relation a été découverte par Euler vers 1735. » 
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» 


ш Les séries de Fourier plus spécialisées Soit f une fonction définie au départ dans 0 < х < L. À 
l'intérieur de cette section, on a montré qu'il était possible de développer f soit en série de sinus, soit en 
série de cosinus en considérant respectivement des prolongements périodiques impairs ou pairs de f. 
Les problémes 38 à 40 portent sur certaines séries de Fourier plus spécialisées qui convergent vers la 
fonction f dans (0, L). 


38. 


39. 


Supposez que f est prolongée dans [L, 2L] de facon arbitraire. Ensuite, prolongez la fonction résul- 
tante dans (—2L, 0) comme fonction impaire et ailleurs comme fonction périodique de période 4L 
[voir la figure 8.5.6 a)]. Montrez que cette fonction admet un développement en série de Fourier 
de sinus relativement aux fonctions sin(nztx/2L), n = 1, 2, 3,... Autrement dit, 


f(x) = D b, sin(nzx/2L), 


n-l 


1 2L 
b,-— f(x) sin(nzx/2L)dx. 
L Jo 
Cette série converge vers la fonction originale dans (0, L). 


Supposez que f est prolongée dans (L, 2L) symétriquement par rapport à x — L, c'est-à-dire de 
sorte que f(2L — x) = f(x) dans 0 € x < L. Soit la fonction résultante prolongée dans (-2L, 0) comme 
fonction impaire et ailleurs [voir la figure 8.5.6 b)] comme fonction périodique de période 4L. 
Montrez que cette fonction admet un développement en série de Fourier relativement aux fonc- 
tions sin(zx/2L), sin(3ztx/2L), sin(5zx/2L),... Autrement dit, 


/(х) = У, sin з= 


n-l 


L == 
bet / Pe ceu pes 
LJ, 2L 


Cette série converge vers la fonction originale dans (0, L]. 


(a) (b) 


ЯШ ЕЖЕ: a) Graphique de la fonction du probléme 38. b) Graphique de la fonction du 


40. 


probléme 39. 


Comment f, définie au départ dans [0, 11, peut-elle être prolongée afin d'obtenir une série de 
Fourier comportant uniquement les fonctions cos(zx/2L), cos(3zx/2L), сов(5лх/21),...? 
Reportez-vous aux problèmes 38 et 39. Si f(x) = x dans 0 € x € L, tracez le graphe de la fonction 
vers laquelle la série de Fourier converge dans —4L < x € 4L. 
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8.6 | La conduction de la chaleur dans 
une tige 


L'étude mathématique de la conduction de la chaleur a d'abord été entamée? vers 1800, et elle 
continue d'intéresser les scientifiques modernes. Par exemple, l'analyse de la dissipation et du 
transfert de la chaleur à partir de ses sources dans des machines à grand rendement est un pro- 
bléme technologique important. 

On considére un probléme de conduction de la chaleur dans une tige droite dont la coupe 
transversale est uniforme et qui est constituée de matériaux homogénes. L'axe des x longe l'axe 
de la tige, et x = 0 et x = L en sont les extrémités (voir la figure 8.6.1). On suppose aussi que les 
cótés de la tige sont parfaitement isolés de sorte qu'aucune chaleur ne s'échappe par les cótés. 
Les dimensions de la coupe transversale sont si petites qu'on peut considérer la température и 
comme étant constante sur toute coupe transversale donnée. Ainsi, u est une fonction unique- 
ment de la coordonnée axiale x et du temps f. 


"Y 


х-0 Же; 


ЕРТЕ” Tige solide de conduction de la chaleur. 


La variation de température dans la tige est régie par une équation aux dérivées partielles 
dont la construction apparait dans l'annexe A, à la fin de ce chapitre. Cette équation est appelée 
équation de conduction de la chaleur et est de la forme 

о?и„= и, O<x<L, t0, (1) 
où о? est une constante appelée diffusivité thermale. Le paramètre 0? dépend uniquement du 
matériel composant la tige, et il est défini par 

о? = Klps, (2) 
ой к est la conductivité thermale, p est la densité et s est la chaleur spécifique du matériel dans 
la tige. Les unités de o? sont exprimées par la longueur au carré divisée par le temps. Des 
valeurs typiques de о? sont données dans le tableau 8.6.1. 


Tableau 8.6.1 Valeurs de la dif é thermale 


pour certains matériaux communs 


Matériau о? (cm?/s) 
Argent 1,71 
Cuivre 1.14 
Aluminium 0,86 
Fer forgé 0,12 
Granite 0,011 
Brique 0,0038 
Eau 0,001 44 


8. La premiére recherche importante sur la conduction de la chaleur a été menée par Joseph Fourier (1768-1835), alors 
qu'il occupait le poste de préfet du département d'Isére (à Grenoble), de 1801 à 1815. Il a présenté des articles sur 
le sujet à l'Académie des sciences de Paris en 1807 et en 1811. Cependant, ses écrits ont été critiqués par les exami- 
nateurs (surtout Joseph Louis Lagrange) à cause de leur manque de rigueur et ils n'ont donc pas été publiés. Joseph 
Fourier a pourtant continué à approfondir ses idées. Finalement, il a écrit un des ouvrages classiques en mathéma- 
tiques appliquées, intitulé Théorie analytique de la chaleur, qui a été publié en 1822. 


| 438 % CHAPITRE 8 » Les équations aux dérivées partielles et les séries de Fourier 


De plus, on suppose que la distribution de la température initiale dans la tige est connue. 
Ainsi, 
u(x,0)=f(x), | OSxXL, (3) 


où f est une fonction donnée. Finalement, on suppose que la température aux extrémités de la 
tige est maintenue constante : la température est de Т, en x = 0 et de T, en x = L. On verra qu'il 
suffit de considérer le cas ой Т, = Т, = 0. Dans la section 8.7, on explique comment réduire le 
probléme général à ce cas particulier. Ainsi, on supposera ici que и est toujours nulle lorsque 
х = 0 et lorsque x = L: 


и(0, t) = 0, u(L, t) = 0, t» 0. (4) 


Le probléme fondamental de la conduction de la chaleur consiste à trouver u(x, f) qui satisfait à 
l'équation différentielle (1) dans 0 < x < L et lorsque t > 0, la condition initiale (3) lorsque t = 0, 
et les conditions limites (4) en x = 0 et en x = L. 

Le probléme décrit par les équations (1), (3) et (4) est un probléme de valeur initiale en la 
variable temps 1. On dispose d'une condition initiale, et l'équation différentielle détermine ce 
qui se produit par la suite. Cependant, en ce qui a trait à la variable spatiale x, le probléme en 
est un de valeur limite. Des conditions limites sont imposées à chaque extrémité de la tige, et 
l'équation différentielle décrit l'évolution de la température dans l'intervalle entre ces extrémi- 
tés. On peut considérer le probléme comme un probléme de valeur limite dans le plan xt (voir 
la figure 8.6.2). La solution u(x, t) à l'équation (1) est recherchée dans la bande à moitié infinie 
O0 «x« L, t » 0, soumise à la contrainte selon laquelle u(x, f) doit prendre une valeur spécifique 
en tout point sur la borne de cette bande. 


и(0, = 0 u(L, t) 20 


и(х,0) = fŒ) 


ЕТЕ: УЛ Problème de valeur limite pour l'équation de conduction de la chaleur. 


Le probléme de conduction de la chaleur (1), (3), (4) est linéaire puisque и n'y apparaît qu'à 
la premiére puissance. L'équation différentielle et les conditions limites sont également homo- 
genes. On peut donc aborder le probléme en recherchant des solutions à l'équation différentielle 
avec des conditions limites, puis en les superposant afin de satisfaire à la condition initiale. La 
maniére de procéder sera décrite dans le reste de la section. 

Une solution à l'équation différentielle (1) qui satisfait aux conditions limites (4) est la 
fonction и(х, f) - 0, mais cette solution ne satisfait pas à la condition initiale (3), sauf dans le 
cas trivial où f(x) est également nulle. Par conséquent, on cherche à trouver d'autres solutions 
non nulles à l'équation différentielle et aux conditions limites. 

Pour appliquer la méthode de séparation des variables, on suppose que 


u(x, t) = XOTA. (5) 
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А partir de l'équation (5), en substituant и dans l'équation différentielle (1), on obtient 
о2Х”Т = ХТ’, (6) 


ой les dérivées sont maintenant des dérivées ordinaires par rapport aux variables indépen- 
dantes x et t. L'équation (6) est équivalente à 


ытты (7) 


dans laquelle les variables sont séparées. Autrement dit, le premier membre ne dépend que de x 
et le second, que de 1. 

Comme dans la section 8.1, il est maintenant essentiel de réaliser que pour que l'équation (7) 
soit valide pour 0 < x < L, t > 0, ses deux membres doivent être égaux et constants. Si on garde 
une variable indépendante fixe (par exemple, x) et que l'on fait varier l'autre, un des membres 
(celui de gauche, dans ce cas) de l'équation (7) restera inchangé, mais l'autre variera, rompant 
ainsi l'égalité. Si on désigne cette constante de séparation par —A, alors l'équation (7) devient 


X” 1 T’ 
Bc noc 3 8 
X ат » 
On obtient donc les équations différentielles ordinaires suivantes pour X(x) et 7(): 
X" c AX 2-0, (9) 
T' + о2ДТ-0. (10) 


On note la constante de séparation —1 (plutôt que À), car elle doit être négative. De plus, il est 
pratique d'afficher explicitement le signe négatif. 

Le produit des deux solutions aux équations (9) et (10), respectivement, constitue une solu- 
tion à l'équation aux dérivées partielles (1). Cependant, on s'intéresse uniquement aux solutions 
à l'équation (1) qui satisfont aussi aux conditions limites (4). Comme on le montre maintenant, 
cela restreint les valeurs possibles pour À. 

En faisant la substitution de u(x, f) à partir de l'équation (5) dans la condition limite en x= 0, 
on obtient 


u(0, f) = XOTA = 0. (11) 


Si l'équation (11) est satisfaite en posant 7(1) égal à zéro quel que soit f, alors u(x, f) est nulle 
quels que soient x et t, et on a déjà rejeté cette possibilité. Par conséquent, l'équation (11) indique 
qu'on doit avoir 


X(0) = 0. (12) 
De méme, la condition limite en x = L indique que 
X(L) = 0. (13) 


On doit maintenant examiner l'équation (9) soumise aux conditions limites (12) et (13). 
П s'agit d'un probléme de valeur propre et, en fait, du méme probléme que celui qui a été 
étudié de facon détaillée à la section 8.2. En particulier, le lecteur peut se référer au para- 
graphe suivant l'équation (29) de la section 8.2. La seule différence est qu'on note la variable 
dépendante y au lieu de X. Si on se reporte aux résultats obtenus plus tót, (voir l'équation (31) 
de la section 8.2), les seules solutions non triviales aux équations (9), (12) et (13) sont les 
fonctions propres 


X (x) = sin(nzx/L), п-1,2,3,..., (14) 
qui sont associées aux valeurs propres 


А, = п?л?/Ї?, п= 1,2, 3,... (15) 
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En se penchant maintenant sur l'équation (10) pour déterminer Т(7) et en substituant n?z?/L? 
à À, on obtient 


T’ + (z^ 0?]L)T = 0. (16) 


Ainsi, T(t) est proportionnel à exp(—n?z?o?t/D?). Par conséquent, en multipliant les solutions 
aux équations (9) et (10) et en négligeant les constantes arbitraires de proportionnalité, on peut 
conclure que les fonctions 


-n°r a t/ + 
u,(x,t)-e sin(nzx/L), п-1,2,3,... (17) 


satisfont à l'équation aux dérivées partielles (1) et aux conditions limites (4) pour chaque valeur 
entière positive de л. Les fonctions и, sont parfois appelées des solutions fondamentales au 
probléme de conduction de la chaleur (1), (3) et (4). 

Il ne reste qu'à satisfaire à la condition initiale (3), 


u(x, 0) = f(x), O<x<L. (18) 


Il convient de se rappeler qu’on a souvent résolu les problèmes de valeur initiale en considérant 
les combinaisons linéaires d’un ensemble de solutions fondamentales, puis en choisissant les 
coefficients pour satisfaire aux conditions initiales. L'étape similaire dans le présent probléme 
consiste à prendre une combinaison linéaire des fonctions (17), puis à choisir les coefficients 
pour satisfaire à l'équation (18). Maintenant, la principale différence par rapport aux problèmes 
précédents réside dans un nombre infini de fonctions (17), et cette combinaison linéaire est une 
série infinie. Par conséquent, on suppose que 


ша = xp. плх 
u(x, t)= Ус, Qs D) 7 Усе sin, (19) 
п=1 п=1 


ой les coefficients c, doivent étre déterminés. Les termes individuels de la série (19) satisfont 
à l'équation différentielle (1) et aux conditions limites (4). On suppose que la série infinie de 
l'équation (19) converge et satisfait également aux équations (1) et (4). Pour satisfaire à la condi- 
tion initiale (3), il faut que 


ЕКТІ; 
u(x,0) = У c, sin F Efo. (20) 
n-l 
En d'autres mots, on doit choisir les coefficients c, de sorte que la série de fonctions sinus de 
l'équation (20) converge vers la distribution de température initiale f(x) pour 0 € x < L. La 
série de l'équation (20) est simplement une série de Fourier sinus pour f. Par conséquent, selon 
l'équation (8) de la section 8.5, ses coefficients sont donnés par 


L 
c, = Z f fœ sin A dx. Q1) 


Ainsi, la solution au probléme de conduction de la chaleur des équations (1), (3) et (4) est don- 
née par la série de l'équation (19) avec les coefficients calculés à partir de l'équation (21). 


| Exemple1 | Trouvez la température u(x, t) au temps t dans une tige de métal de 50 cm de longueur, isolée sur les 
cótés. Initialement, la température est uniforme à 20 ?C, et la température aux extrémités est mainte- 
nue à 0 °C pour tout т> 0. 
La température dans la tige satisfait aux exigences du probléme de conduction de la chaleur (1), 
(3) et (4) avec L = 50 et f(x) = 20 pour 0 « x « 50. Ainsi, à partir de l'équation (19), la solution est 


ші 22222,2, . ATX 
u(x,t) = Yee 72720242500 sin 780” (22) 


n-l 
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P ой, à partir de l'équation (21), 


4 80/пл, n est impair; 
= —(1-cosnz)- В (23) 
пл / n est pair. 
Finalement, en faisant la substitution de c, dans l'équation (22), on obtient 
8 < 1l -n?z?o?2500 .. ATX 
u(x, t) = — -е sin ——. 24 
Ga л TT 50 (24) 


L'expression (24) pour la température est complexe, mais le facteur exponentiel négatif dans 
chaque terme de la série assure une convergence rapide de la série, sauf pour de faibles valeurs de / ou 
de о/2. Par conséquent, on obtient souvent des résultats précis en utilisant seulement quelques termes 
de la série. 

En termes de résultats quantitatifs, on mesure / en secondes et 0/2 en centimètres carrés par 
seconde. Pour simplifier, on pose 0? = 1, ce qui correspond à une tige dont les matériaux admettent des 
propriétés thermales voisines de celles du cuivre et de l'aluminium. On peut observer le comportement 
de la solution sur les graphiques des figures 8.6.3 à 8.6.5. La figure 8.6.3 illustre la distribution de la 
température dans la tige en différents temps. Il faut noter que la température diminue de facon stable 
à mesure que de la chaleur s'échappe des extrémités de la tige. La figure 8.6.4 illustre comment la 
température décroit la température est tracée en fonction du temps pour quelques points précis de la 


ACTA Distributions de la température en divers temps pour le probléme de 
conduction de la chaleur. 


~y 


ACTA Dépendance de la température en fonction du temps à plusieurs endroits pour 
le probléme de conduction de la chaleur. 
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» tige. Enfin, la figure 8.6.5 illustre un graphique tridimensionnel de и en fonction de x et de t. П convient 
aussi de souligner que les graphiques des figures 8.6.3 et 8.6.4 sont obtenus en croisant la surface de 
la figure 8.6.5 avec des plans sur lesquels x ou г est constant. La légère ondulation de la figure 8.6.5 
en т = 0 vient du fait qu'on n'a utilisé qu'un nombre fini de termes dans la série pour u(x, f) et de la 
convergence lente de la série en {= 0. 

Un probléme pratique consiste à déterminer le temps 7 requis pour que la température de la tige 
atteigne une valeur spécifique. Par exemple, à quel moment la température dans toute la tige est-elle 
inférieure à 1°C? En raison de la symétrie de la distribution de la température initiale et des condi- 
tions limites, le point le plus chaud dans la tige est toujours le centre. Ainsi, on trouve 7 en isolant f 
dans и(25, t) = 1. En utilisant le premier terme dans le développement en série (24), on obtient 


_ 2500 


T = 
л? 


Іп(80/л) = 820 s. 


ЯШЕ Ж Graphique de la température de и en fonction de x et de t pour le probléme de 
conduction de la chaleur. 


Problémes 


1. Trouvez la solution au probléme de conduction de la chaleur 


100и. -и,, 0<х<І, і>0; 
и(0,1)-0, и(1, t) = 0, ї> 0; 
u(x, 0) = sin 2zx —sin 5лх, 0<х<1. 


2. Trouvez la solution au probléme de conduction de la chaleur 


Ux = 4u,, 0<х<2, 1> 0; 
и(0, t) = 0, и(2, t) = 0, t >Q; 
u(x, 0) = 2 sin(zx/2) —sin zx + 4 sin 27x, 0<х<2. 


ш Considérez la conduction de chaleur dans une tige de 40 cm de longueur dont les extrémités sont mainte- 
nues à 0°C pour tout т > 0. Dans les problèmes 3 à 6, trouvez une expression pour représenter la tempé- 
rature u(x, f) si la distribution de température initiale dans la tige est la fonction spécifiée. Posez 0? = 1. 


3. u(x, 0) = 50, 0<х<40 
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х, 0<х<20, 


РОР 


0, 0<х<10, 
5. и(х,0)-450, 10<x<30, 
0, 30 < x <40 
. u(x, 0)= x, 0<х<40 


© 
м е 


Considérez de nouveau la tige dans le probléme 3. Pour t = 5 et x = 20, déterminez combien de 
termes sont nécessaires pour trouver la solution à trois décimales prés. Pour ce faire, vous pouvez 
trouver п de sorte que si vous incluez un terme de plus, vous ne modifierez pas les trois premières 
décimales de и(20, 5). Répétez ce processus pour т = 20 et t = 80. Tirez une conclusion sur la 
vitesse de convergence de la série pour и(х, t). 


(С) 
p 


Suivez les instructions ci-dessous pour la tige décrite au problème 3. 


а) Tracez le graphique de u en fonction de x pour t = 5, 10, 20, 40, 100 et 200. Illustrez ces gra- 
phiques dans un méme plan. Vous obtiendrez ainsi une vue d'ensemble du comportement de 
la distribution de la température en fonction du temps. 


b) Tracez le graphique de и en fonction de г pour x = 5, 10, 15 et 20. 
€) Tracez un graphique tridimensionnel de и en fonction de x et de t. 
d) Combien de temps toute la tige prendra-t-elle pour se refroidir à une température inférieure 
à 1°C? 
© 9. Suivez les instructions données au problème 8 pour la tige décrite au probléme 4. 
© 10. Suivez les instructions données au probléme 8 pour la tige décrite au problème 5. 


© 11. Suivez les instructions ci-dessous pour la tige décrite au probléme 6. 


a) Tracez le graphique de и en fonction de t = 5, 10, 20, 40, 100 et 200. 


b) Pour chaque valeur de ż utilisée dans la partie a), estimez la valeur de x pour laquelle la tempé- 
rature est la plus grande. Tracez ces valeurs en fonction de t pour voir comment l'emplacement 
du point le plus chaud dans la tige varie avec le temps. 

€) Tracez le graphique de и en fonction de т pour x = 10, 20 et 30. 

d) Tracez un graphique tridimensionnel de и en fonction de x et de 1. 

e) Combien de temps toute la tige prendra-t-elle pour se refroidir à une température inférieure 
à 1°C? 

© 12. Supposez qu'une tige métallique de 20 cm est chauffée à une température uniforme de 100°С. 

Supposez aussi qu'en f = 0, les extrémités de la tige sont plongées dans un bain de glace de 0°C et 

qu'elles sont par la suite maintenues à cette température sans qu'aucune chaleur ne puisse s'échap- 

per par la surface latérale. Trouvez une expression pour représenter la température en tout point 

dans la tige en tout temps ultérieur. Déterminez la température au centre de la tige au temps = 30 s 

si la tige est 


а) en argent; 
b) en aluminium ; 
с) en fer forgé. 
© 13. Pour la tige décrite au problème 12, trouvez le temps qui s'écoulera avant que le centre de la tige 
ne se refroidisse à une température de 5?C si elle est 
a) en argent ; 
b) en aluminium; 
с) en fer forgé. 


14. Quand on résout des équations différentielles, on peut presque toujours simplifier les calculs en 
utilisant des variables adimensionnelles. 


a) Montrez que, si la variable adimensionnelle 4 = x/L est introduite, l'équation de conduction de 
la chaleur devient 
du 12 ди 
—-———, 0<6<1, t» 0. 
908 02 91 5 » 
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» b) Puisque 12/02 inclut les unités de temps, il est pratique d'utiliser cette quantité pour défi- 
nir une variable temporelle adimensionnelle т = (0?/L?)t. Ensuite, montrez que l'équation de 
conduction de la chaleur se réduit à 


d'u Qu 
—-—, 0<6<1, т> 0. 
982 Әт E 
15. Considérez l'équation 
au, — Би, + cu = 0, (0 


ой а, b et c sont des constantes. 


a) Soit u(x, t) = e?w(x, t), ой Óest une constante. Trouvez l'équation aux dérivées partielles cor- 
respondante pour w. 

b) Si b z 0, montrez qu'on peut choisir 6 de sorte que l'équation aux dérivées partielles trouvée 
à la partie a) n'admette aucun terme dans w. Ainsi, avec un changement de la variable dépen- 
dante, il est possible de réduire l'équation (1) à l'équation de la conduction de la chaleur. 


Quelques problémes additionnels sur 
la conduction de la chaleur 


ans la section 8.6, nous avons considéré l'équation de la conduction de la chaleur 
Dans la section 8.6 déré l'équation de la conduction de la chal 


о?и, = и, 0<х<І, і>0 (1) 
avec les conditions limites 
и(0, t) = 0, u(L, t) = 0, і>0 (2) 
et la condition initiale 
u(x, 0) = f(x), 0<х<1. (3) 


On а montré que la solution était 


= 123202012. ПЛХ 
u(x,t) = Dee TANE sın UL (4) 


n-l 


oü les coefficients c, sont ceux de la série 


vou ATX 
f(x) = Èe, sin —. (5) 
n-l L 
La série de l'équation (5) est simplement la série de Fourier sinus pour f. Conformément à la 
section 8.5, ses coefficients sont 


TL 
с, =? f f) sin dx. (6) 


Ainsi, la solution au probléme de conduction de la chaleur, de l'équation (1) à l'équation (3), 
est donnée par la série de l'équation (4) avec les coefficients calculés à partir de l'équation (6). 

On insiste sur le fait qu'ici, on doit considérer la solution (4) comme une solution formelle. 
Autrement dit, cette solution a été obtenue sans justification rigoureuse du processus limite 
concerné. Cette justification dépasse le cadre établi dans le présent manuel. Cependant, une 
fois qu'on a obtenu la série (4), il est possible de montrer que dans 0 < x < L, quel que soit т> 0, 
la série converge vers une fonction continue. On peut aussi montrer qu'on peut calculer les 
dérivées и, et u, en dérivant la série (4) terme à terme et que celle-ci satisfait à l'équation de la 
conduction de la chaleur (1). La justification repose sur le fait que chaque terme de la série (4) 
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contient un facteur exponentiel négatif et que cela entraîne une convergence relativement rapide 
de la série. De plus, on peut établir que la fonction и, de l'équation (4), satisfait aussi aux condi- 
tions limites et initiales. Ainsi, on peut justifier formellement la solution avancée. 

Il faut noter que méme si f satisfait aux conditions du théorème de convergence de Fourier 
(voir le théorème 8.4.1), elle peut admettre des points de discontinuité. Dans ce cas, la distribu- 
tion de température initiale u(x, 0) = f(x) est discontinue en un ou plusieurs points. Néanmoins, 
la solution u(x, f) est continue pour des valeurs arbitrairement petites de т > 0. Cela illustre le 
fait que la conduction de la chaleur est un processus de diffusion qui adoucit les discontinuités 
éventuellement présentes dans la distribution de température initiale. Enfin, puisque f est bor- 
née, à partir de l'équation (6), il s'ensuit que les coefficients c, sont également bornés. Ainsi, la 
présence du facteur exponentiel négatif dans chaque terme de la série (4) assure que 


limu(x, t) 2 0 (7) 
t= 
pour tout x, peu importe la condition initiale. Cela concorde avec le résultat physique auquel on 
pouvait intuitivement s'attendre. 
On considére maintenant deux autres problémes de conduction de la chaleur unidimension- 
nelle. Ces problémes seront traités à l'aide de la méthode élaborée dans la section 8.6. 


Les conditions limites non homogènes Оп suppose maintenant qu'une extrémité de la 
tige est maintenue à une température constante 7, et que l'autre est maintenue à une température 
constante Т,. Alors, les conditions limites sont 


u(0, т) = T, u(L, t) = T,, t»0. (8) 


L'équation différentielle (1) et la condition initiale (3) demeurent inchangées. 

Ce probléme est un peu plus difficile que celui de la section 8.6 à cause des conditions 
limites non homogènes. On peut le résoudre en le réduisant d'abord à un probléme où les condi- 
tions limites sont homogénes, puis en le résolvant comme dans la section 8.6. Le raisonnement 
suivant nous montre la technique requise pour y arriver. 

Aprés un long moment, autrement dit lorsque t — о, on prévoit atteindre une distribution 
de température stable у(х) indépendante du temps ft et des conditions initiales. Puisque у(х) doit 
satisfaire à l'équation de la conduction de la chaleur (1), on a 


у(х) = 0, 0<x<L. (9) 


Ainsi, la distribution de température à l'état stable est une fonction linéaire de x. De plus, v(x) 
doit satisfaire aux conditions limites 


W0-T,.  v(L)=T, (10) 


аш s'appliquent méme lorsque t — ee. La solution à l'équation (9) satisfaisant à l'équation (10) 
est 


уб) = 0, -7) +T. (11) 


Si on revient au problème initial, on a les équations (1), (3) et (8). On tente d’exprimer 
и(х, t) comme la somme d'une distribution de température à l'état stable v(x) et d'une autre 
distribution de température (transitoire) W(x, t). Par conséquent, on pose 


u(x, t) = у(х) + w(x, t). (12) 
Puisque v(x) est donnée par l'équation (11), on peut résoudre le probléme pourvu qu'on puisse 
déterminer w(x, t). On construit le probléme de valeur limite pour w(x, t) en substituant lex- 


pression dans l'équation (12) à u(x, f) dans les équations (1), (3) et (8). À partir de l'équation (1), 
on a 


Qv + у), = (v + и). 
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Il s'ensuit que 


о?у, = №, (13) 
puisque v,, = 0 et v, = 0. De même, à partir des équations (12), (8) et (10), 
w(0,t) -ш0,0-у(0) =T, -T, = 0, (14) 
w(L,t) 2u(L,t) - (L) -Т,-Т, = 0. 
Finalement, à partir des équations (12) et (3), 
w(x, 0) = u(x, 0) — у(х) = f(x) — vx), (15) 


ой v(x) est donnée par l'équation (11). Ainsi, on trouve la partie transitoire de la solution au 
probléme original en résolvant le probléme constitué des équations (13), (14) et (15). Ce dernier 
probléme est précisément celui qui a été résolu dans la section 8.6 en considérant f(x) — v(x) 
comme la distribution de température initiale. Par conséquent, 


ибх, = (T, Т) - T, 4 У се віп 12, (16) 
L n-l L 
oü 
2-ГЕ x плх 
C, = x)-(T, - T.) —— T, 'sin — dx. 17 
= [1-а D | z (17) 


Il s'agit d'un autre cas ой on résout un problème en le réduisant à un probléme plus simple 
qui a déjà été résolu. Cette technique, qui consiste à réduire un probléme avec des conditions 
limites non homogénes à un probléme avec des conditions limites homogénes en soustrayant la 
solution à l'état stable, est trés souvent utilisée. 


| Exemple! | Considérez le probléme de la conduction de la chaleur 


и.-и, (0<х<30, 1>0, (18) 
и(0,0=20, и(30,0-50, 1>0, (19) 
и(х,0) = 60-25, 0<х<30. (20) 


Trouvez la distribution de température à l'état stable et le probléme de valeur limite qui détermine la 
distribution transitoire. 

La température à l'état stable satisfait à v"(x) = 0 et aux conditions limites v(0) = 20 et v(30) = 50. 
Par conséquent, у(х) = 20 + x. La distribution transitoire w(x, t) satisfait à l'équation de la conduction 
de la chaleur 


Wy = Ws Q1) 
aux conditions limites homogènes 
w(0, à = 0, w(30, 2 = 0, (22) 
et à la condition initiale modifiée 
w(x, 0) = 60 — 2x — (20 + x) = 40 – Зх. (23) 


Il faut noter que ce problème est de la forme (1), (2) et (3) avec f(x) = 40 — 3x, œ? = 1 et L = 30. Ainsi, 
la solution est donnée par les équations (4) et (6). 

La figure 8.7.1 illustre le graphique de la distribution de température initiale 60 — 2x, la distribu- 
tion de température finale 20 + x et la température en deux temps intermédiaires trouvée en résolvant 
les équations (21) à (23). Il faut aussi noter que la température intermédiaire satisfait aux conditions 
limites (19) pour tout т > 0. Quand г augmente, l'effet des conditions limites se déplace graduellement 
des extrémités de la tige vers son centre. 
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5 10 15 20 25 30 x 


ACTA Distributions de température en divers temps pour le probléme de conduction 
de la chaleur de l'exemple 1. 


Une tige avec des extrémités isolées Un probléme légèrement différent se présente si les 
extrémités de la tige sontisolées de sorte que la chaleur ne puisse les traverser. Selon l'équation (2) 
de l'annexe A, le débit de chaleur passant par la coupe transversale est proportionnel au taux de 
variation de la température dans la direction de l'axe des x. Ainsi, dans le cas où il n'y a aucun 
débit de chaleur, les conditions limites sont 


и(0,0-0, и(1,)-0, 1>0. (24) 


On peut aussi résoudre le probléme posé par les équations (1), (3) et (24) à l'aide de la méthode 
de séparation des variables. On pose 


u(x, t) = XATA (25) 
et on fait la substitution de u dans l'équation (1). Comme dans la section 8.6, on a 

x" 1 T' 

— P қ 26 

X aT со 


où A est la constante de séparation. Ainsi, on obtient de nouveau les deux équations différen- 
tielles ordinaires 


X" M AX-0, Q7) 
Т'+ o?AT - 0. Q8) 


Quelle que soit la valeur de À, un produit des solutions aux équations (27) et (28) constitue 
une solution à l'équation aux dérivées partielles (1). Cependant, on s'intéresse uniquement aux 
solutions qui satisfont aussi aux conditions limites (24). 

Si on substitue l'expression de u(x, f) de l'équation (25) dans la condition limite en x = 0, on 
obtient X'(0)7(t) = 0. On ne peut permettre que T(r) soit nulle pour tout t, puisque u(x, f) sera 
aussi nulle pour tout 1. Ainsi, on doit avoir 


X'(0) = 0. (29) 
En procédant de la même manière avec la condition limite en x = L, on trouve 
X'(L) = 0. (30) 


Par conséquent, on désire résoudre l'équation (27), qui est soumise aux conditions limites (29) 
et (30). On peut montrer que les solutions non triviales à ce probléme existent seulement si À 
est réelle (voir le probléme 18). On supposera donc que 4 est réelle et on considérera succes- 
sivement les cas ой A < 0, 42 0et A» 0. 
Si À « 0, on pose A =—и?°, où u est réelle et positive. Alors, l'équation (27) devient X" — 2X 
— 0, et sa solution générale est 
X(x) = k sinh ux + k, cosh их. (31) 
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Dans ce cas, les conditions limites sont satisfaites uniquement en choisissant k, = k, = 0. Puisque 
cela ne mène à rien, il s'ensuit que À ne реш être négative. Autrement dit, le probléme (27), 
(29) et (30) n'admet aucune valeur propre négative. 
Si À = 0, alors l'équation (27) est X" = 0. Donc, 
X(x) = kx + k. (32) 


Les conditions limites (29) et (30) exigent que k, = 0, mais elles ne déterminent pas K,. Ainsi, 
А = 0 est une valeur propre correspondant à la fonction propre X(x) = 1. Pour 4 = 0, à partir de 
l'équation (28), il s'ensuit que 7(7) est également une constante qu'on peut combiner avec k,. 
Ainsi, pour À = 0, on obtient la solution constante u(x, f) = k.. 
Finalement, si À > 0, on pose À = џ2, où и est réelle et positive. L'équation (27) devient 
X"  ,? X = 0 et, par conséquent, 
X(x) = К, sin ux + К, cos ux. (33) 


La condition limite (29) fait en sorte que k, = 0 et la condition limite (30), que и = nz/L pour 
n = 1, 2, 3,..., mais k, demeure arbitraire. Par conséquent, le probléme (27), (29) et (30) pos- 
sède une suite infinie de valeurs propres positives À = n?z?/L?, et les fonctions propres corres- 
pondantes sont X(x) = cos(nz:x/L). Pour ces valeurs de À, les solutions 7(7) à l'équation (28) sont 
proportionnelles à ехр(-п2л20/21/12). 

En combinant ces résultats, on obtient les solutions fondamentales au probléme (1), (3) et (24): 

ug(x,t) = 1, 

u, (x,t) = e" "P cos e п-1,2,..., (34) 
où les constantes arbitraires de proportionnalité ont été omises. Chacune de ces fonctions satis- 
fait à l'équation différentielle (1) et aux conditions limites (24). Puisque l'équation différentielle 
et les conditions limites sont linéaires et homogénes, toute combinaison linéaire finie des solu- 
tions fondamentales les satisfait. On supposera que cela s'applique également aux combinaisons 
linéaires infinies convergentes des solutions fondamentales. Ainsi, pour satisfaire à la condition 
initiale (3), on suppose que и(х, f) est de la forme 


u(x,t) = ELI + > cu, (x,t) 
n=l 


со 


"E Co -п2д2021/12 nnx 
=—— +2 се COS ——. 35 
i'i L К 
On détermine les coefficients с, selon 

и(х,0) = DEN ge сов” = f(x). (36) 


n-l 
Ainsi, les coefficients inconnus de l'équation (35) doivent étre les coefficients de la série de 
Fourier cosinus de période 2L pour f. Par conséquent, 


L 
2-1/ Иа) cos d, n=0,1,2,... (37) 


Avec le choix des coefficients c}, c,, С›,..., la série (35) donne la solution au probléme de conduc- 
tion de la chaleur dans une tige dont les extrémités sont isolées, soit les équations (1), (3) et (24). 

Il faut noter qu'on peut aussi considérer la solution (35) comme la somme d'une distribution de 
température à l'état stable (donnée par la constante с, /2), qui est indépendante du temps 1, et d'une 
distribution transitoire (donnée par les autres termes de la série infinie) qui tend vers zéro lorsque f 
tend vers l'infini. Le fait que l'état stable soit une constante concorde avec la prévision selon laquelle 
le processus de conduction de la chaleur permettra graduellement d'égaliser la distribution de tempé- 
rature dans la tige si aucune chaleur ne s'échappe vers l'extérieur. L'interprétation physique du terme 


1 L 
2 =7 / Ғодах (38) 
0 


est la valeur moyenne de la distribution de température originale. 
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Trouvez la température dans une tige de métal d’une longueur de 25 cm dont les extrémités et les côtés 
sont isolés et dont la distribution de température initiale est и(х, 0) = x pour 0 < x < 25. 

La température dans la tige satisfait au problème de conduction de la chaleur (1), (3) et (24) avec 
Г. = 25. Ainsi, à partir de l'équation (35), la solution est 


плх 


C) QN. —п?л?«?1/625 
,1)=—+ e cos | 39 
ux D= ls T (39) 
oü les coefficients sont déterminés à partir de l'équation (37). On a 
2 25 
gast T Ре (40) 
et, pour n > 1, 
2 25 
LI x cos — dx 
25/0 
-100/ % ti ir; 
= 50(cos nz —1)/(пл)? = | (лл) ек (41) 
А n est pair. 
Ainsi, 
2 1 = 1 2 
u(x,t) = - | у 7 er" ra iens сов(плх/25) (42) 


п=1,3,5,... 1 


est la solution au probléme. 

Pour 0? = 1, la figure 8.7.2 illustre les graphiques de la distribution de la température dans la 
tige en différents temps. Une fois de plus, la convergence de la série est rapide, de sorte que quelques 
termes seulement sont nécessaires pour obtenir ces graphiques. 


5 10 15 20 25 x 


ЗСТ У Distributions de température en différents temps pour le probléme de 
conduction de la chaleur de l'exemple 2. 


Quelques problèmes plus généraux Ор peut aussi utiliser la méthode de séparation des 
variables pour résoudre des problémes de conduction de la chaleur avec d'autres conditions 
limites que celles qui ont été données par les équations (8) et (24). Par exemple, l'extrémité 
gauche de la tige peut étre maintenue à une température fixe T, tandis que l'autre extrémité est 
isolée. Dans ce cas, les conditions limites sont 


и(0, £f) = T, uL, f) = 0, t» 0. (43) 
La premiére étape pour résoudre ce probléme consiste à réduire les conditions limites données 


à des conditions homogénes en soustrayant la solution à l'état stable. On résout le probléme 
résultant à l'aide de la méme démarche que celle qui a été utilisée pour les problémes considérés 
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précédemment. Le développement de la fonction initiale f à l'extérieur de l'intervalle (0, L] est 
toutefois différent de celui des cas considérés jusqu'à maintenant (voir le probléme 15). 

Une condition limite plus générale survient quand le flux de chaleur passant par l'extrémité 
de la tige est proportionnel à la température. Dans l'annexe A, on montrera que les conditions 
limites dans ce cas sont de la forme 


u (0, t) — huu(0, т) = 0, uL, t) + hauL, t) = 0, t» 0, (44) 


où Л, et h, sont des constantes non négatives. Si on applique la méthode de séparation des 
variables au probléme constitué par les équations (1), (3) et (44), on trouve que X(x) doit étre 
une solution à 


X" - AX 20, X'(0) — Һ,Х(О) = 0, X'(D) + h, X(L) = 0, (45) 


où A est la constante de séparation. Une fois de plus, il est possible de montrer que des solutions 
non triviales peuvent exister uniquement pour des valeurs réelles non négatives de À, qui sont les 
valeurs propres. Toutefois, ces valeurs sont tirées d'une formule complexe (voir le probléme 20). 
On peut aussi montrer que les solutions correspondant aux équations (45), qui sont les fonctions 
propres, satisfont à la relation d'orthogonalité et que la condition initiale (3) est satisfaite en 
superposant les solutions aux équations (45). Les séries ainsi obtenues ne seront pas abordées ici. 


Problémes 


ш Dans les problèmes 1 à 8, trouvez la solution à l'état stable à l'équation de conduction de la cha- 
leur а2и, = u, satisfaisant à l'ensemble donné de conditions limites. 


1. u(0, f) = 10, и(50, t) = 40 2. и(0, t) = 30, и(40, t) = —20 
3. u,(0, t) 2 0, u(L, t) 0 4. и(0,)-0, u(L,t)-T 
5. u(0, 7) = 0, u (L, t) 2 0 6. u(0, =T, u (L, t) 2 0 
7. u (0, 2 — u(0, 9-0, u(L,t) -T 8. u(0, =T, u (L, t)+ u(L, t) 20 
© 9. Supposez qu'une tige d'aluminium de 20 cm de longueur est d'une température uniforme ini- 


tiale de 25 °С. Supposez aussi qu'au temps т = 0, l'extrémité x = 0 est refroidie à 0°C, tandis que 
l'extrémité x — 20 est chauffée à 60?C et que toutes les deux sont maintenues par la suite à ces 
températures. 


a) Trouvez la distribution de la température dans la tige au temps 1. 

b) Tracez les graphiques de la distribution de la température initiale, de la distribution de la 
température finale (à l'état stable) et des distributions de la température en deux temps inter- 
médiaires et illustrez-les dans un méme plan. 


с) Tracez le graphique de и en fonction de t pour x = 5, 10 et 15. 


d) Déterminez l'intervalle de temps qui s'écoule avant que la température en x — 5 cm atteigne 
moins de 1 % de sa valeur à l'état stable (et qu'elle y demeure). 


(& 10. a) Supposez que les extrémités d'une tige de cuivre de 100 cm de longueur sont maintenues 
à 09С. Supposez aussi que le centre de la tige est chauffé à 100?C par une source de chaleur 
externe et que cette situation est maintenue jusqu'à ce qu'un état stable soit atteint. Trouvez 
cette distribution de température à l'état stable. 


b) Au temps f = 0 [aprés avoir atteint l'état stable de la partie а)], supposez que la source de cha- 
leur est retirée. Parallélement, supposez que l'extrémité x — 0 est mise en contact thermique 
avec un réservoir à 20?C, tandis que l'autre extrémité demeure à 0?C. Trouvez la température 
en fonction de la position et du temps. 

с) Tracez le graphique de и en fonction de plusieurs valeurs de 1. De plus, tracez le graphique 
de и en fonction de t pour plusieurs valeurs de x. 

d) Quelle valeur limite la température au centre de la tige approche-t-elle aprés un long moment ? 
Combien de temps doit-il s'écouler avant que le centre de la tige ne se refroidisse à moins 
de 1?C de sa valeur limite ? 
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> ОП. Considérez une tige d'une longueur de 30 cm pour laquelle œ? = 1. Supposez que la distribution 
de température initiale est donnée par и(х, 0) = x(60 — x)/30 et que les conditions limites sont 
и(0, t) = 30 et u(30, t) = 0. 
a) Trouvez la température dans la tige en fonction de la position et du temps. 


b) Tracez le graphique de и en fonction de plusieurs valeurs de 1. De plus, tracez le graphique 
de и en fonction de t pour plusieurs valeurs de x. 


с) Tracez le graphique de и en fonction de т pour x = 12. Vous devez noter que и diminue au 
départ, puis qu'elle augmente pendant un certain temps et diminue finalement pour s'appro- 
cher de sa valeur à l'état stable. Expliquez, sur le plan physique, la raison pour laquelle on 
observe alors ce comportement. 


© 12. Considérez une tige uniforme de longueur L dont la température initiale est donnée par и(х, 0) 
— sin(zx/L), 0 € x € L. Supposez que les deux extrémités de la tige sont isolées. 
a) Trouvez la température u(x, t). 
b) Quelle est la température à l'état stable lorsque t — о? 


c) Soit 02 = 1 et L = 40. Tracez le graphe de и en fonction de x pour différentes valeurs de 1. De 
plus, tracez le graphique de и en fonction de f pour différentes valeurs de x. 


d) Décrivez briévement comment la température dans la tige varie avec le temps. 

© 13. Considérez une tige de 40 cm de longueur dont la température initiale est donnée par и(х, 0) 
= x(60 — х)/30. Supposez que à? = 1/4 cm?/s et que les deux extrémités de la tige sont isolées. 
a) Trouvez la température u(x, t). 


b) Tracez le graphique de и en fonction de x pour plusieurs valeurs de т. De plus, tracez le gra- 
phique de и en fonction de t pour plusieurs valeurs de x. 


c) Déterminez la température à l'état stable dans la tige. 
d) Déterminez combien de temps s'écoulera avant que la température en x — 40 se situe à moins 
de 1?C de sa valeur à l'état stable. 
© 14. Considérez une tige de 30 cm de longueur fabriquée à partir d'un matériau pour lequel 02 = 1 et 
dont les extrémités sont isolées. Supposez que la température initiale est nulle, sauf dans l'inter- 
valle 5 < x « 10, ой la température initiale est de 25 °C. 
a) Trouvez la température и(х, 1). 
b) Tracez le graphique de и en fonction de x pour plusieurs valeurs de т. De plus, tracez le gra- 
phique de и en fonction de г pour plusieurs valeurs de x. 
€) Tracez le graphique de и(4, f) et de и(11, /) en fonction de t. Vous devez noter que les points х= 4 
et x = 11 sont positionnés symétriquement en fonction de l'impulsion de température initiale, 
mais que leurs graphiques de température sont trés différents. Expliquez ce phénoméne sur le 
plan physique. 
15. Considérez une tige uniforme de longueur L dont la distribution de température initiale est donnée 
par f(x), 0 € x € L. Supposez que la température à l'extrémité x = 0 est maintenue à 0°C et que 
l'extrémité х- L est isolée de sorte qu'aucune chaleur ne la traverse. 


a) Montrez que les solutions fondamentales à l'équation aux dérivées partielles et aux conditions 
limites sont 


u, (x, t) 2 e CRUE [On —1)улх/21], п-1,2,3.... 


b) Trouvez un développement en série pour la température и(х, 2), 
u(x, t) = Yeu, (x, D, 
n-l 


qui satisfait également à la condition initiale u(x, 0) = f(x). 

Suggestion : Même si les solutions fondamentales ne comportent que les sinus impairs, il reste 
possible de représenter f à l'aide d'une série de Fourier comportant uniquement ces fonctions. 
Reportez-vous au probléme 39 de la section 8.5. 


© 16. Pour la tige du probléme 15, supposez que L = 30, œ? = 1 et que la distribution de température 
initiale est f(x) 2 30 — x dans 0 « x « 30. 


a) Trouvez la température u(x, t). » 
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18. 


19. 


20. 


b) Tracez le graphique de и en fonction de x pour plusieurs valeurs de f. De plus, tracez le gra- 
phique de u en fonction de f pour plusieurs valeurs de x. 


c) Comment l'emplacement x, du point le plus chaud dans la tige change-t-il lorsque t augmente ? 
Tracez un graphique de х, en fonction de 1. 


d) Tracez le graphique de la température maximale dans la tige en fonction de 1. 

Supposez que les conditions sont les mêmes que dans les problèmes 15 et 16, sauf que la condition 
limite en x = 0 est и(О, т) = 40. 

a) Trouvez la température и(х, 1). 


b) Tracez le graphique de и en fonction de x pour plusieurs valeurs de т. De plus, tracez le gra- 
phique de и en fonction de t pour plusieurs valeurs de x. 


c) Comparez les graphiques obtenus dans ce probléme à ceux du probléme 16. Expliquez com- 
ment le changement dans la condition limite en x = 0 provoque les différences notées dans le 
comportement de la température dans la tige. 


Considérez le probléme 

X" - AX 2-0, X'(0) = 0, X'(L) = 0. (1) 
Soit A = x°, où и = v + io avec v et o réelles. Montrez que si С + 0, alors la seule solution aux 
équations (1) est la solution triviale X(x) = 0. 
Suggestion: Utilisez un raisonnement similaire à celui du probléme 17 de la section 8.2. 


L'extrémité droite d'une tige de longueur a ayant une conductivité thermique x, et une superficie 
de section transversale A, est reliée à l'extrémité gauche d'une tige de conductivité thermique x, 
et de section transversale A,. La tige composée а une longueur totale L. Supposez que l'extrémité 
х = 0 est maintenue à une température nulle et que l'extrémité x = L est conservée à une tempéra- 
ture 7. Trouvez la température à l'état stable de la tige composée en supposant que la température 
et le débit de chaleur sont continus en x = a. 


Suggestion : Reportez-vous à l'équation (2) de l'annexe A. 


Considérez le probléme 


али, ти; O<x<L, і>0; 
и(0, t) = 0, и, (L, t)+ YuCL, t) = 0, і>0; (1) 
и(х,0)- f(x), 0<х<1. 


a) Soit u(x, t) = X(x)T(t). Montrez que 
X" c AX -0, X(0) = 0, X'(L) + AX(L) = 0 (ii) 
et 
Т' + Ао?Т=0, 


où À est une constante de séparation. 
b) Supposez que À est réelle et montrez que le probléme (ii) n'admet aucune solution non triviale 
si Ax O. 


€) Si A» 0, supposez que À = и” et que и > 0. Montrez que le problème (ii) admet des solutions 
non triviales seulement si и est une solution à l'équation 


и cos uL + ysin uL = 0. (ii) 


d) Réécrivez l'équation (iii) sous la forme tan uL = -u/y. Ensuite, en traçant les graphiques de 
у = tan uL et de y = -uL/yL lorsque u > 0 sur un méme ensemble d'axes, montrez que l'équa- 
tion (111) est satisfaite par un nombre infini de valeurs positives de и. Notez-les u,,u1,,...,11,,..., 
placées en ordre croissant. 


e) Déterminez l'ensemble de solutions fondamentales и, (x, 7) correspondant aux valeurs u, trou- 
vées dans la partie d). 


8.8 L'équation d'onde - la corde vibrante P453 


517 L'équation d'onde - la corde vibrante 


Une deuxiéme équation aux dérivées partielles qu'on rencontre souvent en mathématiques 
appliquées est l'équation d'onde?. Cette équation, sous la forme présentée ici ou sous une forme 
plus générale, apparait systématiquement dans toute analyse mathématique des phénoménes de 
propagation des ondes dans un milieu continu. Par exemple, les études portant sur les ondes 
acoustiques, les ondes sur l'eau, les ondes électromagnétiques et les ondes sismiques sont toutes 
basées sur cette équation. 

Pour représenter la situation, on considére les vibrations mécaniques. Une corde vibrante 
de longueur L est étirée entre deux supports au méme niveau horizontal de sorte que l'axe des x 
se situe le long de la corde (voir la figure 8.8.1). On peut imaginer que cette corde vibrante est 
une corde de violon, un étai ou méme un fil électrique. On suppose que la corde est mise en 
mouvement (en la pincant, par exemple) afin qu'elle vibre sur un plan vertical. On suppose aussi 
que u(x, t) mesure le déplacement vertical de la corde au point x et au temps f. Si on ne tient pas 
compte de l'effet des forces d'amortissement, comme la résistance de l'air, et si l'amplitude du 
mouvement n'est pas trop prononcée, alors u(x, t) satisfait à l'équation aux dérivées partielles 


п (1) 


dans le domaine 0 « x « L, t » 0. L'équation (1) est l'équation d'onde et on montre comment 
l'obtenir dans l'annexe B, à la fin du chapitre. Le coefficient constant a? qui apparait dans 
l'équation (1) est 


2 = 
d'u, = и 


а? = Tlp, (2) 


ой T est la tension (la force) dans la corde et p la masse par unité de longueur du matériau de 
la corde. Il s'ensuit que a admet des unités de temps divisé par la longueur, autrement dit de 
vitesse. Dans le probléme 14, on montre que a est la vitesse de propagation des ondes le long 
de la corde. 


Ғіаиге 8.81 Corde vibrante. 


Pour décrire le mouvement de la corde, on doit préciser les conditions initiales et limites 
appropriées pour le déplacement u(x, t). On suppose que les extrémités demeurent fixes et, par 
conséquent, les conditions limites sont 


u(0, t) = 0, u(L, t) = 0, t2 0. (3) 


Puisque l'équation différentielle (1) est du deuxiéme ordre en fonction de 1, on a besoin de deux 
conditions initiales. П s'agit de la position initiale de la corde 


u(x, 0) = f(x), 0<х<І, (4) 


9. La solution à l'équation d'onde a été l'un des principaux problèmes mathématiques du milieu du xvin siècle. Jean 
Le Rond D'Alembert a été le premier à obtenir et à étudier l'équation d'onde en 1746. Celle-ci a également intéressé 
Leonhard Euler (1748), Daniel Bernoulli (1753) et Joseph Louis Lagrange (1759). Différentes formes de solutions ont 
été obtenues. Les attributs et les relations entre ces solutions ont fait l'objet de vifs débats dans une série d'articles 
publiés sur une période de plus de 25 ans. Les principaux points discutés portaient sur la nature d'une fonction et les 
types de fonctions qu'on pouvait représenter au moyen de séries trigonométriques. Ces problémes n'ont été résolus 
qu'au хїх° siècle. 
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et de sa vitesse initiale 
u(x, 0) = (х), 0<х<1, (5) 


ой f et g sont des fonctions données. Pour que les équations (3), (4) et (5) soient cohérentes, il 
faut que 


f(0)=f(L)=0, X g(0)—g(L) = 0. (6) 


Le probléme mathématique consiste donc à déterminer la solution à l'équation d'onde (1) 
qui satisfait également aux conditions limites (3) et aux conditions initiales (4) et (5). Tout 
comme le probléme de conduction de la chaleur des sections 8.6 et 8.7, ce probléme est un pro- 
bléme de valeur initiale relativement à la variable temporelle 1 et un probléme de valeur limite 
relativement à la variable spatiale x. On peut aussi le considérer comme un probléme de valeur 
limite dans la bande semi-infinie 0 < x < L, t > 0 du plan xt (voir la figure 8.8.2). Une condition 
est imposée en chaque point sur les cótés semi-infinis, et deux conditions sont imposées en 
chaque point de la base finie. 


u(0, f) 20 


u(x, 0) = feo) 
u(x, 0) =g) 


ACTA Problème de valeur limite pour l'équation d'onde. 


Il est à noter que l'équation (1) régit un grand nombre de problémes de propagation des 
ondes en plus des vibrations verticales d'une corde vibrante. En interprétant la fonction u et la 
constante a de facon appropriée, on peut par exemple traiter les problémes du comportement 
des vagues dans l'océan, des ondes acoustiques et électromagnétiques dans l'atmosphére ou des 
ondes élastiques d'un corps solide. Si cette équation fait intervenir plus d'une variable spatiale, 
il faut la généraliser. L'équation d'onde en deux dimensions est 


au, + и) = и, (7) 


Cette équation apparait, par exemple, quand on étudie le mouvement d'une mince feuille élas- 
tique, comme la peau d'un tambour. D'une facon similaire, en trois dimensions, l'équation 
d'onde est 


a^ (un TH Uu.) = us. (8) 


Dans les deux derniéres équations, il faut aussi généraliser de facon appropriée les conditions 
limites et initiales. 

On résout maintenant certains problémes typiques de valeur limite comprenant l'équation 
d'onde unidimensionnelle. 


Une corde vibrante avec un déplacement initial non nul On suppose d'abord qu'on 
déplace la corde de sa position d'équilibre et qu'on la relâche ensuite au temps 1 = 0 avec une 
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vitesse nulle de sorte qu'elle vibre librement. Le déplacement vertical и(х, f) doit alors satisfaire 
à l'équation d'onde 
O<x<L, і>0 
aux conditions limites (3) 
u(0, t) = 0, u(L, т) = 0, 120 
et aux conditions initiales 
u(x, 0) = f(x), u(x, 0) = 0, 0<х<1, (9) 


où f est une fonction décrivant la configuration de la corde en t = 0. 
On peut utiliser la méthode de séparation des variables pour obtenir la solution aux équa- 
tions (1), (3) et (9). En supposant que 


u(x, t) = Х(х)Т(ї) (10) 
et en substituant cette expression à u dans l'équation (1), on obtient 
X" 1 T" 
= —=-À (11) 
X a T 


ой A est la constante de séparation. Ainsi, X(x) et T(r) doivent satisfaire aux équations différen- 
tielles ordinaires 


X" - AX =0, (12) 


T" - a*^AT — 0. (13) 


De plus, en substituant l'expression de l'équation (10) à u(x, f) dans les conditions limites (3), 
X(x) doit satisfaire aux conditions limites 


X(0) = 0, X(L) = 0. (14) 


Finalement, à partir de l'équation (10), en faisant la substitution dans la deuxiéme des condi- 
tions initiales (9), Т(ї) doit satisfaire à la condition initiale 


T'(0) = 0. (15) 


Il faut maintenant déterminer X(x), 7(4) et À en résolvant l'équation (12), qui est soumise aux 
conditions limites (14) et l'équation (13), qui est soumise à la condition initiale (15). 

Le probléme consistant à résoudre l'équation différentielle (12) avec les conditions 
limites (14) est précisément le méme probléme que celui qui a été introduit dans la section 8.6 
pour l'équation de la conduction de chaleur. Par conséquent, on peut utiliser les résultats 
obtenus dans ce probléme et à la fin de la section 8.2: les problémes (12) et (14) admettent des 
solutions non triviales si et seulement si A est une valeur propre 


А = п?л?2112, n-—1,2..... (16) 


et X(x) est proportionnelle à la fonction propre correspondante sin(nzæx/L). 
En reportant dans l'équation (13) les valeurs de À données dans l'équation (16), on obtient 


" n’ n’a? 
Par conséquent, 
t : t 
T(t) = К, cos ida + k,sin EA ; (18) 


ой et k, sont des constantes arbitraires. La condition initiale (15) fait en sorte que k, = 0 et Т(т) 
doit donc être proportionnelle à cos(ntat/L). 
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Ainsi, les fonctions 


и, (х1) m sin X cos TE, n=12,.. (19) 
1. L 


satisfont à l'équation aux dérivées partielles (1), aux conditions limites (3) et à la deuxiéme 
condition initiale (9). Ces fonctions sont les solutions fondamentales au probléme. 

Pour satisfaire complètement à la condition initiale (9), qui n'est pas homogène, on doit 
superposer les solutions fondamentales (19) en choisissant correctement les coefficients. On 
suppose que u(x, t) est de la forme 

nzat 


и) = Уса, (D = Ус, sin 7. соз ==, Q0) 
n-l 


n-l 


où il faut déterminer les coefficients c,. La condition initiale и(х, 0) = f(x) exige que 


Шх,0)- Y c, sin T = f(x). (21) 
n=l 
Donc, les coefficients с, doivent être les coefficients de la série de Fourier sinus de période 2L 
pour f. Ainsi, 


2-ГЕ плх 
I sin —— dx, 212,5 22 


Par conséquent, la solution au probléme des équations (1), (3) et (9) est donnée par l'équa- 
tion (20), oü les coefficients sont calculés à partir de l'équation (22). 

Pour une valeur fixe de n, l'expression sin(nzx/L) cos(nzat/L) de l'équation (19) est pério- 
dique en 1 de période 2L/na. Ainsi, elle représente une vibration de la corde admettant cette 
période ou ayant la fréquence nzra/L. Les quantités À, = nzra/L pour n = 1, 2,... sont les fré- 
quences naturelles de la corde, soit les fréquences auxquelles la corde vibrera librement. Le 
facteur sin(nz:x/L) représente le mode de déplacement se produisant dans la corde quand elle 
subit des vibrations de la fréquence donnée. Chaque mode de déplacement est un mode naturel 
de vibration et il est périodique en la variable spatiale x. La période spatiale 2L/n est la longueur 
d'onde du mode de fréquence nza/L. Ainsi, les valeurs propres n?z?/L? du problème (12), (14) 
sont proportionnelles aux carrés des fréquences naturelles, et les fonctions propres sin(nz:x/L) 
donnent les modes naturels. La figure 8.8.3 illustre les graphiques des trois premiers modes 
naturels. Le mouvement global de la corde décrit par la fonction u(x, f) de l'équation (20) est 
donc une combinaison des modes naturels de vibration et est aussi une fonction périodique en f 
de période 2L/a. 


Ex -І -1 


(a) (b) (с) 


ЕГІП ЗЕ? Trois premiers modes fondamentaux de vibration d'une corde vibrante: 
a) fréquence = za/L, longueur d'onde = 2L; b) fréquence = 2za/L, longueur 
d'onde = L; c) fréquence = 3za/L, longueur d'onde = 21/3. 
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Considérez une corde vibrante de longueur L = 30 qui satisfait à l'équation d'onde 


4u = и, 0<х<30, t»0. (23) 


Supposez que les extrémités de la corde sont fixes et que la corde est mise en mouvement avec une 
vitesse initiale nulle à partir de la position initiale 


x/10, 0x x €10, 


S P 10« x « 30. id 


Trouvez le déplacement u(x, 2) de la corde et décrivez son mouvement sur une période. 
La solution est donnée par l'équation (20) avec a — 2 et L — 30, soit 


=. ATX 2плі 
u(x,t)— Уе; sin —— cos 


, 25 
30 30 x 


n-l 


ой c, est obtenu à partir de l'équation (22). En substituant les résultats de l'équation (24) dans l'équa- 


tion (22), on obtient 
10 3040. 
«x f а 2 f ма (26) 
30J;-10 30 30/0 20 30 


En évaluant les intégrales dans l'équation (26), on trouve 


C, 7 5 Sin —, n-cl;2,.. (27) 


La solution (25), (27) décrit le déplacement de la corde en tout point x, quel que soit le temps 1. Le 
mouvement est périodique en f de période 30 et on n'a donc qu'à analyser la solution dans 0 < t < 30. 

Afin de se représenter la solution, on considére une animation informatisée présentant le compor- 
tement dynamique de la corde en vibration. On indique le mouvement de la corde dans les figures 8.8.4, 
8.8.5 et 8.8.6. La figure 8.8.4 présente des graphiques de и en fonction de x pour t = 0, 4, 7, 5, 11 et 
15. Il faut noter que le déplacement initial maximal est positif et qu'il se produit en x = 10, tandis 
qu'en 1- 15, soit une demi-période plus tard, le déplacement maximal est négatif et se produit en 
x = 20. La corde revient alors sur son mouvement et retourne à sa configuration initiale en t = 30. La 
figure 8.8.5 à la page suivante montre le comportement des points x — 10, 15 et 20 avec les graphiques 
de и en fonction de f pour ces valeurs fixes de x. Les graphiques confirment que le mouvement est en 
effet périodique avec la période 30. П faut également noter que chaque point de la corde n'est soumis 
à aucun mouvement à chaque tiers de période. La figure 8.8.6 à la page suivante illustre le graphique 
tridimensionnel de и en fonction de x et de f, à partir duquel la nature globale de la solution apparait. 
Les courbes des figures 8.8.4 et 8.8.5 se trouvent sur la surface présentée à la figure 8.8.6. 


ACL Graphiques de и en fonction de x pour des valeurs fixes de 1 relativement à la 
corde de l'exemple 1. 
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ICS Graphiques de и en fonction de t pour des valeurs fixes de x relativement à la 
corde de l'exemple 1. 


ACTA Graphique de и en fonction de x et de г pour la corde de l'exemple 1. 


Justification de la solution Comme dans le probléme de conduction de la chaleur consi- 
déré plus haut, l'équation (20), oü les coefficients c, sont donnés par l'équation (22), n'est qu'une 
solution formelle aux équations (1), (3) et (9). Pour s'assurer que l'équation (20) représente effec- 
tivement la solution au probléme donné, on doit effectuer une autre recherche. Comme pour 
le probléme de conduction de chaleur, il est tentant de le démontrer directement en substituant 
l'équation (20) à u(x, 2 dans les équations (1), (3) et (9). Cependant, en calculant u,,, par 
exemple, on obtient 


xx? 


" 2 
nT\ . плх пла! 
u „(x,t)= -У, с, | | sin cos 
= L L L 


et à cause de la présence du facteur n° dans le numérateur, cette série peut ne pas converger. Cela 
ne signifie pas nécessairement que la série (20) pour и(х, f) est incorrecte, mais que la série (20) 
ne peut servir à calculer u,, et u,. Une différence essentielle entre les solutions à l'équation 
d'onde et celle correspondant à l'équation de conduction de la chaleur est que cette dernière 
contient des termes exponentiels négatifs qui tendent rapidement vers zéro lorsque n augmente, 
ce qui assure la convergence de la solution en série et de ses dérivées. Toutefois, les solutions 
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en série à l'équation d'onde ne contiennent que des termes oscillatoires qui ne décroissent pas 
lorsque n augmente. 

Il existe une autre méthode pour établir indirectement la validité de l'équation (20), qui 
permet méme d'obtenir plus d'information sur la structure de la solution. Premiérement, on 
montre que l'équation (20) est équivalente à 


u(x,t) = LC —at) * h(x * at)], (28) 


où Л est la fonction obtenue en prolongeant la fonction initiale f dans (—L, 0) comme fonction 
impaire, et à d'autres valeurs de x comme fonction périodique de période 2L. Autrement dit, 


f(x), 0<х<1, 
h(x)- 
—f(-x), -L«x«0; (29) 
h(x 2L) = h(x). 
Pour établir l'équation (28), il faut noter que Л admet comme série de Fourier 


h(x) = V c, sin sx (30) 


n-l 


Ensuite, en utilisant les identités trigonométriques pour le sinus d'une somme ou d'une diffé- 
rence, on obtient 


n-l L L L 

= плх ла! плх пла! 
h(x+ at) = Уе, sin cos + cos sin 

= L L L L 


et l'équation (28) en découle directement quand on additionne les deux dernières équations. А 
partir de l'équation (28), on voit que u(x, f) est continue dans 0 < x < L, t > 0 si А est continue 
dans l'intervalle (—ee, оо). Cela requiert que f soit continue dans l'intervalle original |0, L]. De 
méme, и est deux fois différentiable de maniére continue par rapport à l'une ou l'autre des 
variables dans 0 < x « L, t > 0, si h est deux fois différentiable de manière continue dans (—ee, оо). 
Pour que ce soit le cas, f" et f" doivent être continues dans [0, L]. De plus, puisque h” est le 
prolongement impair de f", il faut aussi que f"(0) = f"(L) = 0. Cependant, puisque h’ est le pro- 
longement pair de f’, aucune autre condition n'est imposée à f". Si ces conditions sont satisfaites, 
on peut calculer и, et u, à partir de l'équation (28), et il s'agit d'un exercice élémentaire qui 
montre que ces dérivées satisfont à l'équation d'onde. Certains renseignements supplémentaires 
sont donnés dans les problémes 19 et 20. 

Si certaines des exigences de continuité énoncées dans le paragraphe précédent ne sont 
pas satisfaites, alors u n'est pas différentiable en certains points dans la bande à moitié finie 
0<х<1,1>0егпе constitue donc qu'une solution restreinte à l'équation d'onde. Une consé- 
quence physique importante qui en résulte est que si la fonction initiale f admet des discon- 
tinuités, alors celles-ci apparaîtront dans la solution и(х, f). Pour ce qui est des problèmes 
de conduction de la chaleur, au contraire, les discontinuités initiales sont automatiquement 
distribuées (voir la section 8.7). On suppose que le déplacement initial f admet une discon- 
tinuité de type saut en x = xy, 0 € x, € L. Puisque л est un développement périodique de f, cette 
méme discontinuité se retrouve pour (42) en = x, + 2nLeten £=-x,+2nL, où n est un entier. 
Ainsi, h(x — af) est discontinue quand x — at = x, + 2nL ou quand x — at = —x, + 2nL. Pour 
un x fixe dans [0, L], la discontinuité qui se trouvait au départ en x, réapparaitra en h(x — af) 
aux temps t = (x € x, — 2nL)/a. De la méme manière, A(x + af) est discontinue au point x aux 
temps {= (—x + x, + 2mL)/a, ой m est un entier. Si on se reporte à l'équation (28), il s'ensuit 
que la solution u(x, f) est également discontinue au point x en ces temps. Puisque le probléme 
physique est posé lorsque t > 0, seules ces valeurs de т et de n produisant des valeurs posi- 
tives de f sont intéressantes. 
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Le probléme général pour la corde vibrante Оп modifie maintenant le probléme consi- 
déré précédemment en supposant que la corde est mise en mouvement à partir de sa position 
d'équilibre avec une vitesse initiale non nulle. Le déplacement vertical u(x, t) doit alors satis- 
faire à l'équation d'onde (1) 


O0«x«L, 1>0 


aux conditions limites (3) 
u(0, t) = 0, и(1, 0 =0, 120 
et aux conditions initiales 
и(х, 0) = 0, и(х,0)-е(), 0<х<І, (31) 


où g(x) est la vitesse initiale au point x de la corde. 

On peut obtenir la solution à ce nouveau probléme en suivant la démarche décrite plus haut 
pour le probléme (1), (3) et (9). En séparant les variables, le problème relatif à X(x) est exacte- 
ment le méme qu'auparavant. Ainsi, une fois de plus, À = n?z?/L? et X(x) est proportionnelle à 
sin(nz:x/L). L'équation différentielle pour T(t) est de nouveau l'équation (17), mais la condition 
initiale connexe est maintenant 


T(0) = 0, (32) 


ce qui correspond à la première des conditions initiales (31). La solution générale à l'équation (17) 
est donnée par l'équation (18), mais la condition initiale (32) a pour résultat que k, = 0. Par 
conséquent, T(t) est maintenant proportionnelle à sin (nmat/L), et les solutions fondamentales au 
problème (1), (3) et (31) sont 


Wüsdssn МЫ оне n (33) 
L L 


Chacune des fonctions и, (x, t) satisfait à l'équation d'onde (1), aux conditions limites (3) et à la 
première des conditions initiales (31). La principale conséquence liée à l'utilisation des condi- 
tions initiales (31) plutôt que (9) est que le facteur dépendant du temps dans и, (x, f) comporte 
un sinus plutót qu'un cosinus. 

Pour satisfaire au reste de la condition initiale (non homogéne), on suppose qu'on peut 
exprimer u(x, f) comme combinaison linéaire des solutions fondamentales (33) ; autrement dit, 


пла! 
L 


u(x,f) = Y ku, (x, t) = УК, sin s sin (34) 
n=l n-l 
Pour déterminer les valeurs des coefficients К, on dérive l'équation (34) par rapport à t, on pose 


п? 


t=0 et on utilise la deuxième condition initiale (31). On obtient ainsi l'équation 


u (x, 0) = У TTE sin TE = g(x). (35) 
n-l L L 
Ainsi, les quantités (næa/L)k, sont les coefficients de la série de Fourier sinus de période 2L 
pour g. Par conséquent, 


L 
"а, = | (х) sin dx, п=1,2,... (36) 
pug L 


Ainsi, l'équation (34), dont les coefficients sont donnés par l'équation (36), constitue une solu- 
tion au probléme des équations (1), (3) et (31). La validité de cette solution formelle peut étre 
établie gráce à des raisonnements similaires à ceux qui ont été précédemment mentionnés pour 
la solution aux équations (1), (3) et (9). 

Enfin, on étudie le probléme qui comporte l'équation d'onde (1), les conditions limites (3) 
et les conditions initiales générales (4), (5): 


u(x, 0) = f(x), u (x, 0) = g(x), О<х< 1, (37) 
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où f(x) et g(x) représentent respectivement la position initiale et la vitesse de la corde. Bien 
qu'on puisse résoudre ce probléme en séparant les variables, comme dans les cas étudiés précé- 
demment, il est important de noter qu'on peut aussi le résoudre simplement en additionnant les 
deux solutions précédentes obtenues respectivement à partir des conditions initiales (9) et (31). 
Pour le démontrer, on suppose que у(х, f) est la solution au probléme (1), (3) et (9) et que w(x, f) 
est la solution au probléme (1), (3) et (31). Alors, v(x, f) est donnée par les équations (20) et (22), 
tandis que w(x, f) est donnée par les équations (34) et (36). Maintenant, soit u(x, f) - v(x, f) 
+ w(x, f). Quel probléme u(x, t) satisfait-elle ? П faut d'abord noter que 


Qu, — и, = (а?у, — v) + (а?у, = №) 20-020, (38) 
donc que u(x, f) satisfait à l'équation d'onde (1). Ensuite, on a 
u(0, t) = v(0, т) + w(0, = 0+0 = 0, u(L, t) = (L, t) -w(L,t) 20-020. (39) 
Alors, u(x, f) satisfait aussi aux conditions limites (3). Finalement, on a 
u(x, 0) = у(х, 0) + w(x, 0) = f(x) + 0 = f(x) (40) 
et 
u(x, 0) = у(х, 0) + w(x, 0) = 0 + g(x) = g(x). (41) 


Ainsi, u(x, f) satisfait aux conditions initiales générales (37). 

On peut énoncer le résultat qu'on vient d'obtenir comme suit. Pour résoudre l'équation 
d'onde avec les conditions initiales générales (37), il est possible, plutót, de résoudre les pro- 
blémes en quelque sorte plus simples respectivement avec les conditions initiales (9) et (31), puis 
d'additionner les deux solutions. Il s'agit d'une autre application du principe de superposition. 


Problémes 


Е Considérez une corde vibrante de longueur L dont les extrémités sont fixées. La corde est mise en 
mouvement avec une vitesse initiale nulle à partir d'une position initiale и(х, 0) = f(x). Dans les pro- 
blémes 1 à 4, suivez les étapes suivantes. Soit L = 10 et a = 1 dans les parties b) à d). 

a) Trouvez le déplacement de и(х, f) pour la position initiale f(x). 

b) Tracez le graphique de u(x, t) en fonction de x dans 0 < x € 10 et pour différentes valeurs de t entre 
т= 0 еїт= 20. 

с) Tracez le graphique de и(х, f) en fonction de x dans 0 € x € 20 et pour différentes valeurs de x. 

d) Créez une animation de la solution dans le temps pour au moins une période. 

e) Décrivez le mouvement de la corde en quelques phrases. 


2x/L, 0< x< L/2, 
© L fO- uL o L2exsL 

Ax/L, 0<х< 1/4, 
© 2. у(х)= 41, LIA « x « 3LIA, 


A(L — x)/L, 31/4<х<І1, 
© 3. f(x) = 8x(L- xX L 
1, 1/2-1<х<1/2--1(1,>2), 


0, ailleurs 


© 4. УО) = 


Е Considérez une corde vibrante de longueur L dont les extrémités sont fixées. La corde est mise en 
mouvement à partir de sa position d'équilibre avec une vitesse initiale u,(x, 0) = g(x). Dans les pro- 
blémes 5 à 8, suivez les étapes ci-après. Soit L = 10 et a = 1 dans les parties b) à d). 


a) Trouvez le déplacement u(x, t) pour la position initiale g(x). 


b) Tracez le graphique de u(x, f) en fonction de x pour 0 € x € 10 et pour différentes valeurs de ft entre » 
т= 0 еїт= 20. 
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(9) 10. 


© 11. 


12. 


с) Tracez le graphique de u(x, t) en fonction de t dans 0 € x < 20 et pour différentes valeurs de x. 
d) Créez une animation de la solution dans le temps pour au moins une période. 
e) Décrivez le mouvement de la corde en quelques phrases. 


2х/1,, 0<х<1,/2, 
8(x)= 

2(L — x)/L, LI2«x&€L 

4x/L, 0<х<1/4, 
g(x)= +1, L/4 < x <3L/4, 

A4(L — x)/L, 3LI4<x<L 

‚ g% = 8x(L — x)? /L? 

1, 1/2-1<х<1/2--1(1,>2), 
g(x)- А 

0, ailleurs 


Si une corde vibrante est libre à une extrémité, la condition limite à satisfaire est u, — 0. Trouvez 
le déplacement u(x, t) dans une corde vibrante de longueur L, fixée en x = 0 et libre en x = L. Cette 
corde est mise en mouvement avec une vitesse initiale nulle à partir de la position initiale u(x, 0) 
= f(x), où f est une fonction donnée. 


Suggestion: Montrez que les solutions fondamentales à ce probléme, qui satisfont à toutes les 
conditions sauf la condition initiale non homogéne, sont 


u, (x, t) = sin À,x cos À, at, 


où À, = Qn — Dz/2L, n = 1, 2,... Comparez ce probléme avec le probléme 15 de la section 8.7. 
Portez une attention particuliére au développement des fonctions initiales à l'extérieur de l'inter- 
valle original (0, 11. 

Considérez une corde vibrante de longueur L. L'extrémité x — 0 est maintenue fixe, tandis que 
l'extrémité x = L est libre. Ainsi, les conditions limites sont и(0, т) et u (L, t). La corde est mise en 
mouvement avec une vitesse initiale nulle à partir de la position initiale u(x, 0) = f(x), où 

1, 1/2-1<х<1,/2--1(1,>2), 
Жод- 


0, ailleurs. 


a) Trouvez le déplacement и(х, 1). 


b) Avec L = 10 et a = 1, tracez le graphique de и en fonction de x dans 0 < x < 10 et pour diffé- 
rentes valeurs de 1. Portez une attention particulière aux valeurs de т entre 3 et 7. Observez 


comment la perturbation initiale est réfléchie à chaque extrémité de la corde. 
c) 
d) 
e) 
Supposez que la corde du probléme 10 est mise en mouvement à partir de la position initiale 
Хх) = 8x(L — x)?/D*. Suivez les instructions données au problème 10 pour ce nouveau probléme. 


Avec L= 10 eta = 1, tracez le graphique de и en fonction de t pour différentes valeurs de x. 
Créez une animation de la solution dans le temps pour au moins une période. 
Décrivez le mouvement de la corde en quelques phrases. 


On peut introduire des variables adimensionnelles dans l'équation d'onde a?u,, = u,, de la manière 
décrite ci-aprés. 
a) Soit s = x/L. Montrez que l'équation d'onde devient 
du, = Du, 
b) Montrez que L/a a les dimensions du temps et qu'on peut ainsi l'utiliser comme unité sur 
l'échelle temporelle. Finalement, soit т = at/L; montrez que l'équation d'onde se réduit à 


Uss = Urr 


E Les problèmes 13 et 14 indiquent la forme de la solution générale à l'équation d'onde et la signification 
physique de la constante a. 


13. 


a) Montrez que l'équation d'onde 


2, РЕ 
аи —M, 


peut être réduite à la forme u,, = 0 en effectuant le changement de variables é - x — at, 
 - x * at. 


14. 


15. 


16. 


17. 
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b) Montrez que u(x, t) peut s'écrire sous la forme 
u(x, t) = ó(x — at) + y(x + at), 
où феї y sont des fonctions arbitraires. 

a) Tracez le graphique de la valeur de ф(х-аѓ) lorsque t = 0, 1/a, 2/a et t/a si ф(5) = sin s. Vous 
devez noter que pour tout t 0, le graphique de y = ф(х – at) est le même que celui de y = ф(х) 
lorsque т = 0, mais qu'il est déphasé d'une distance at dans la direction positive de l'axe des x. 
Ainsi, a représente la vitesse à laquelle une perturbation se déplace le long de la corde. 

b) Quelle est l'interprétation de ф(х + at)? 

Un fil d'acier d'une longueur de 5 pi est étiré par un effort de traction de 50 Ib. Le fil a un poids 

par longueur unitaire de 0,026 Ib/pi. 

a) Trouvez la vitesse de propagation des ondes transversales dans le fil. 

b) Trouvez les fréquences naturelles de vibration. 


€) Si on augmente la tension dans le fil, comment les fréquences naturelles varient-elles ? Les 
modes naturels varient-ils également ? 


Considérez l'équation d'onde 


dans un milieu unidimensionnel infini soumis aux conditions initiales 
u(x, 0) = f(x), u,(x, 0) = 0, —oo < x < oo, 


a) А l'aide de la forme de la solution obtenue au problème 13, montrez que ф et y doivent satis- 
faire à 


PC) + VG) = FO), 
фо) w'G) - 0. 


b) Résolvez les équations de la partie a) pour феї yet, par conséquent, montrez que 
1 
u(x,t) = Уб ађ+ f(x at)]. 


D'Alembert a obtenu cette forme de solution en 1746. 


Suggestion: Vous devez noter qu'il faut résoudre l'équation (х) = $'(x) en choisissant 


уо) = фо) + c. 


с) Soit 
fo = 2. -І<х<І, 
5 0, ailleurs. 
Montrez que 
2, —l+at<x<l+at, 
f(x-at)- А 
0, ailleurs. 


De plus, déterminez f(x + at). 


d) Tracez le graphique de la solution trouvée à la partie b) en t = 0, t = 1/2a, t = Па et t = 2/a, 
pour obtenir les résultats présentés à la figure 8.8.7 de la page suivante. Vous devez noter qu'un 
déplacement initial produit deux ondes se déplaçant dans des directions opposées depuis l'em- 
placement original. Chaque onde est constituée de la moitié du déplacement initial. 


Considérez l'équation d'onde 


dans un milieu unidimensionnel infini soumis aux conditions initiales 
u(x, 0) 2 0, u(x, 0) = g(x), -оо < X < оо, 
а) А l'aide de Іа forme de la solution obtenue au probléme 13, montrez que 
ф(х) + у(х) = 0, 
-аф'(х)+ау'(х) = go). 
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ACTU: NS Propagation de la perturbation initiale dans un milieu unidimensionnel infini. 


b) Utilisez la première équation de la partie a) pour montrer que w’(x) = —$ (x). Ensuite, utilisez 
la deuxième équation pour montrer que —2aó'(x) = g(x) et que, par conséquent, 


1 Xx 
ф(х) = -f &(5) dE +0 (x9). 
a J xo 


ой x, est arbitraire. Finalement, déterminez y (x). 
c) Montrez que 


1 x+at 
TO 8(5) dé. 


18. En combinant les résultats des problèmes 16 et 17, montrez que la solution au problème 


d'u, = ин, 
u(x,0) 2 f(x), и,(х,0)- g(x), —oo«X«oo 
est donnée par 
1 1 х+аі 
u(x,t) = лаада f g(&) dé. 
a Jx-at 


ш Les problèmes 19 et 20 indiquent comment on peut démontrer que la solution formelle (20), (22) aux 
équations (1), (3) et (9) peut constituer la solution à ce probléme. 


1 
19. En utilisant l'identité trigonométrique sin А cos B — zlin (A + B) + sin (A — B)], montrez que la 


solution (20) au probléme des équations (1), (3) et (9) peut s'écrire sous la forme (28). 


20. Soit h(E) le déplacement initial dans [0, L] prolongé sur (—L, 0) comme fonction impaire et pro- 
longé ailleurs comme fonction périodique de période 2L. En supposant que h, k’ et h” sont toutes 
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continues, montrez par dérivation que и(х, f) tel qu'il est donné dans l'équation (28) satisfait 
à l'équation d'onde (1) ainsi qu'aux conditions initiales (9). De plus, vous devez noter que puisque 
l'équation (20) satisfait clairement aux conditions limites (3), la méme chose s'applique à l'équa- 
tion (28). En comparant l'équation (28) à la solution au probléme correspondant pour la corde infi- 
nie (voir le probléme 16), on constate qu'elles ont la méme forme pourvu que les données initiales 
pour la corde finie, d'abord définies seulement dans l'intervalle 0 < x € L, soient prolongées de la 
maniére donnée sur tout l'axe des x. Le cas échéant, la solution à la corde infinie est également 
applicable à la corde finie. 


21. Le mouvement d'une membrane élastique circulaire, comme la peau d'un tambour, est régi par 


l'équation d'onde bidimensionnelle en coordonnées polaires 
D emu 
и„ + (Ши, + (l/r Jugg = a^u,,. 


En supposant que u(r, Ө, 1) = R(r)O(0)T(0 trouvez l'équation différentielle satisfaite par R(r), 
O (0) et 74). 


22. L'énergie totale d'une corde en vibration est donnée en fonction du temps par 
L 
E(t) - / E pu x, t) + Lol, J dx, (1) 
o 12 2 7 


où le premier terme est l'énergie cinétique causée par le mouvement de la corde et le deuxième 
terme est l'énergie potentielle créée par le déplacement de la corde qui s'éloigne de sa position 
d'équilibre. 

Pour le déplacement и(х, f) donné par l'équation (20), autrement dit pour la solution au probléme 
de la corde ayant une vitesse initiale nulle, montrez que 


" со 
Е(- т. Yne. Gi) 


n-l 


Vous devez noter que le second membre de l'équation (ii) ne dépend pas de 1. Ainsi, l'énergie 
totale E est une constante et elle est donc conservée durant le mouvement de la corde. 


Suggestion : Utilisez l'identité de Parseval (voir le probléme 37 de la section 8.5 et le probléme 17 
de la section 8.4) et rappelez-vous que a? = Т/р. 


23. Les ondes dispersives Considérez l'équation d'onde modifiée 
a ^u, * Y'u2 и, O<x<L, і>0 (1) 
soumise aux conditions limites 
и(0, t) = 0, u(L, t) = 0, і>0 (ii) 
et aux conditions initiales 
u(x, 0) = f(x), и,(х, О) = 0, O<x<L. (iii) 


a) Montrez qu'on peut écrire la solution sous la forme 


- пл? плх 
u(x,t)— У c,cos t y'at sin ——, 
n L? L 
n-l 


L 
„2 | f GO sin LT ax. 
L Jo L 


b) En utilisant les identités trigonométriques, réécrivez la solution sous la forme 


m 
u(x,t)- =} с, [sin 6 +a,t)+sin T - an 


n-l 
Déterminez a,, la vitesse de propagation de londe. 


c) Remarquez que a, , déterminé à la partie b), dépend de n. Cela signifie que les composantes de lon- 
gueurs d'onde (ou de fréquences) différentes se propagent à des vitesses différentes, ce qui produit 
une distorsion de l'onde initiale au fil du temps. Ce phénomène s'appelle la dispersion. Trouvez la 
condition sous laquelle a, est indépendant de л, c'est-à-dire qu'il n’y a pas de dispersion. » 
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> 24. Considérez la situation décrite au problème 23, où a@=1,L=10et 
x—4, 4<х<5, 
f(x)246-x, 5<х<6, 


0, ailleurs. 


a) Déterminez les coefficients c, dans la solution du probléme 23 a). 
b) Tracez le graphique de 


У плх 

Ус, sin —— рош 0 € x € 10, 

n-l 10 

en choisissant une valeur de N suffisamment grande pour que le graphique corresponde avec 


précision au graphique de f(x). Utilisez cette valeur de N pour les autres graphiques demandés 
dans ce probléme. 


с) Posez y = 0. Tracez le graphique de u(x, t) en fonction de x pour t = 60. 
d) Posez y = 1/8. Tracez le graphique de u(x, f) en fonction de x pour t = 20, 40 et 60. 
e) Posez y = 1/4. Tracez le graphique de u(x, f) en fonction de x pour t = 20, 40 et 60. 


8.9 | L'équation de Laplace 


Une des équations aux dérivées partielles les plus importantes qu'on rencontre en mathéma- 
tiques appliquées est associée au nom de Laplace". En deux dimensions, c'est l'équation 


и„+иу=0 (1) 
et еп trois dimensions, 
и TU, + u= 0. (2) 


Par exemple, dans un probléme de conduction de la chaleur bidimensionnelle, la tempéra- 
ture u(x, y, t) doit satisfaire à l'équation différentielle 


du, + U) = U, (3) 


où о? est la diffusivité thermique. S'il existe un état stable, u est une fonction de x et de y seule- 
ment et la dérivée temporelle disparait. Dans ce cas, l'équation (3) se réduit à l'équation (1). De 
méme, pour le probléme de conduction de chaleur à l'état stable en trois dimensions, la tempéra- 
ture doit satisfaire à la forme tridimensionnelle de l'équation de Laplace. On rencontre aussi les 
équations (1) et (2) dans d'autres domaines de la physique mathématique. Quand on considére 
les champs électrostatiques, la fonction de potentiel électrique dans un milieu diélectrique ne 
contenant aucune charge électrique doit satisfaire soit à l'équation (1), soit à l'équation (2), selon 
le nombre de dimensions spatiales en jeu. De méme, la fonction de potentiel d'une particule 
dans un espace libre sur lequel seules les forces gravitationnelles agissent satisfait aux mémes 
équations. Par conséquent, l'équation de Laplace est souvent appelée l'équation du potentiel. 
Un autre exemple provient de l'étude du mouvement irrotationnel, exempt de viscosité, bidi- 
mensionnel et stable (en fonction du temps) d'un fluide incompressible, qui se situe autour du 
centre de deux fonctions appelées fonction potentielle de vitesse et fonction d'écoulement, qui 
satisfont toutes les deux à l'équation (1). En ce qui concerne l'élasticité, les déplacements qui 
se produisent quand une tige parfaitement élastique est tordue sont décrits par la fonction de 
gauchissement, qui satisfait également à l'équation (1). 


10. L'équation de Laplace a été nommée en l'honneur de Pierre-Simon de Laplace qui, dés 1782, a étudié sa solution en 
détail tout en analysant l'attraction gravitationnelle de corps arbitraires dans l'espace. Cependant, on a vu l'équation 
pour la première fois en 1752, dans un rapport de recherche sur l'hydrodynamique présenté par Leonhard Euler. 
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Puisqu'il ny a aucune dépendance temporelle dans les problèmes mentionnés précédem- 
ment, les solutions à l'équation (1) ou (2) ne sont sujettes à aucune condition initiale. Toutefois, 
elles doivent satisfaire à certaines conditions limites sur la courbe limite ou la surface de la 
région dans laquelle l'équation différentielle doit étre résolue. Puisque l'équation de Laplace 
est du deuxiéme ordre, deux conditions limites devraient étre requises pour déterminer com- 
plétement la solution, ce qui n'est pas le cas. Il convient de se rappeler que dans le probléme 
de conduction de la chaleur de la tige finie (voir les sections 8.6 et 8.7), on devait imposer une 
condition pour chaque extrémité de la tige, autrement dit une condition en chaque point limite. 
Si on généralise cette observation aux problémes multidimensionnels, on devrait imposer une 
condition sur la fonction u en chaque point limite de la région dans laquelle on recherche une 
solution à l'équation (1) ou à l'équation (2). La condition limite la plus courante consiste à 
préciser la valeur de u en chaque point limite. Dans un probléme de conduction de chaleur, 
cela équivaut à spécifier la température à la limite. Dans certains problémes, on précise plutót 
la valeur de la dérivée ou du taux de variation de u dans la direction normale vers la limite. 
La condition imposée à la limite d'un corps isolé sur le plan thermique, par exemple, est de 
ce type. On peut aussi rencontrer des conditions limites plus complexes. Par exemple, on peut 
restreindre u sur une partie de la limite et sa dérivée normale sur l'autre partie. Le probléme 
qui consiste à trouver une solution à l'équation de Laplace avec des valeurs limites est le pro- 
blème de Dirichlet, nommé ainsi en l'honneur de Peter Gustav Lejeune Dirichlet". Si ce sont 
les valeurs de la dérivée normale qui sont imposées à la limite, le probléme est défini comme 
étant le probléme de Neumann, nommé ainsi en l'honneur de Carl Gottfried Neumann". Les 
problémes de Dirichlet et de Neumann sont aussi connus respectivement comme des problémes 
de valeur limite du premier ordre et du second ordre dans la théorie du potentiel. 

Physiquement, on peut s'attendre à ce que les types de conditions limites qu'on vient de 
mentionner suffisent à déterminer entiérement la solution. En effet, il est possible d'établir 
l'existence et l'unicité de la solution à l'équation de Laplace selon les conditions limites men- 
tionnées, pourvu que la forme de la limite et les fonctions apparaissant dans les conditions 
limites satisfassent à certaines exigences. Cependant, les preuves de ces théorémes et méme 
leurs énoncés précis ne seront pas abordés ici. On tentera simplement de résoudre certains pro- 
blémes typiques à l'aide de la séparation des variables et des séries de Fourier. 

Bien que les problèmes choisis à titre d'exemples admettent des interprétations physiques 
intéressantes (en ce qui concerne les potentiels électrostatiques ou de distribution de tem- 
pérature à l'état stable, par exemple), notre objectif est de souligner les caractéristiques qui 
apparaissent dans leur résolution mathématique. Il faut noter de nouveau qu'on peut utiliser le 
principe de superposition pour résoudre des problémes plus complexes en exprimant la solution 
en termes de somme des solutions à certains problèmes plus simples (voir les problèmes 3 et 4). 


Le probléme de Dirichlet pour un rectangle Оп considère le probléme qui consiste à 
trouver la fonction u satisfaisant à l'équation de Laplace (1) 


uU +u,,=0 
dans le rectangle 0 < x < a, 0 < y < b et satisfaisant aux conditions limites 
u(x, 0) = 0, u(x, b) = 0, 0«x«a, 


(4) 
и(0, y) = 0, u(a, y) = f(y), OS ysb, 


11. Peter Gustav Dirichlet (1805-1859) a été professeur à Berlin, puis à Góttingen à la suite du décés de Carl Friedrich 
Gauss. En 1829, il a présenté le premier ensemble de conditions suffisantes pour assurer la convergence d'une 
série de Fourier. La définition d'une fonction, qui est habituellement utilisée aujourd’hui dans le calcul différentiel 
élémentaire, est essentiellement celle que Dirichlet a introduite en 1837. Bien qu'il soit davantage connu pour son 
travail en analyse et en équations différentielles, Dirichlet a également été un des principaux spécialistes de la 
théorie des nombres au xix? siècle. 

12. Karl Gottfried Neumann (1832-1925), professeur à Leipzig, a apporté d'importantes contributions dans le domaine 
des équations différentielles, des équations intégrales et des variables complexes. 
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où f est une fonction définie dans 0 < y < b (voir la figure 8.9.1). 


u(x,b) 0 


(a, b) 


u(0, y) 20 u(a, y) = 0) 


u(x,0)20 а x 


ЕТСЕ Problème de Dirichlet pour un rectangle. 


Afin de résoudre ce problème, on doit obtenir un ensemble fondamental de solutions satis- 
faisant à l'équation aux dérivées partielles et aux conditions limites homogènes. Ensuite, on 
superpose ces solutions de maniére à satisfaire à la condition limite restante. On suppose que 


u(x, y) = Xo9YGQ) (5) 
et on substitue l'expression de и dans l'équation (1). On obtient ainsi 
x" ү” 
—=—— À, 
X ү 
où A est la constante de séparation. Par conséquent, on obtient les deux équations différentielles 
ordinaires 
X" — AX -0, (6) 
Y" - AY 2 0. (7) 


Si on substitue maintenant l'expression de и de l'équation (5) dans chacune des conditions 
limites homogènes, on trouve 


X(0) 20 (8) 
et 
Y(0) = 0, Y(b) = 0. (9) 


On détermine d'abord la solution à l'équation différentielle (7), soumise aux conditions 
limites (9). Ce probléme est essentiellement identique à celui qui a été étudié dans les sections 8.2 
et 8.8. Il existe une solution non triviale si et seulement si A est une valeur propre, soit 


А = (nzlby, п= 1, 2,... (10) 


et si Y(y) est proportionnelle à la fonction propre correspondante ѕіп(плу/р). Ensuite, à partir 
de l'équation (10), on substitue l'expression de A dans l'équation (6) et on résout cette équation 
soumise à la condition limite (8). On écrit la solution générale à l'équation (6) sous la forme 


X(x) = К, cosh(nzx/b) + k, sinh(nzrx/D), (11) 
et la condition limite (8) entraîne alors k, = 0. Par conséquent, X(x) doit être proportionnelle à 
sinh(nzx/b). On obtient alors les solutions fondamentales 
плу 


u,(x,y) = sinh 77^ sin ы, па... (12) 


Ces fonctions satisfont à l'équation différentielle (1) et à toutes les conditions limites homogénes 
pour toute valeur de n. 
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Pour satisfaire à la condition limite non homogéne qui subsiste en x — a, on suppose typi- 
quement qu'on peut exprimer la solution u(x, y) sous la forme 


3 SN TX . пл 
и(х,у) = Убу) = Ус; sinh sin Tx (13) 
п=1 п=1 
Les coefficients c, sont déterminés selon la condition limite non homogène 
SEE ла . пл 
и(а,у)= У, с, sinh Ex sin i (14) 


n-l 
Par conséquent, les quantités c, sinh(nzra/b) doivent être les coefficients dans la série de Fourier 
sinus de période 2b pour f et sont données par 


.,nza 2 f? . плу 
һ---- — dy. 15 
c,sin "к = f ron sin Tay (15) 


Ainsi, la solution à l'équation aux dérivées partielles (1) satisfaisant aux conditions limites (4) 
est donnée par l'équation (13), oü les coefficients c, sont obtenus à partir de l'équation (15). 

En se basant sur les équations (13) et (15), on voit que la solution contient le facteur 
sinh(nzx/b)/sinh(nza/b). Pour estimer cette quantité lorsque n est grand, on utilise l'approxi- 
mation sin 4 = e*/2 afin d'obtenir 
1 
sinh(nzx/b) _ 2? CUN 


sinh(nza/b) — 1 (map) 
2 


= exp[-nz(a — х)/Ь]. 


Alors, ce facteur se comporte comme une fonction exponentielle négative. Par conséquent, la 
série (13) converge rapidement sauf si a — x est trés petit. 


Pour illustrer ces résultats, on suppose que a = 3, b = 2 et que 
у, 0<у<І, 


яз, 1<у<2. 9 


Еп évaluant c, à partir de l'équation (15), on trouve 
c= 8 sin(nz/2) 
" — n?g?sinh(anz/2) 
Ensuite, on obtient u(x, y) gráce à l'équation (13). En prenant les 20 premiers termes dans la série, on 
obtient le graphique de и en fonction de x et de y (voir la figure 8.9.2). De méme, on peut construire 


un graphique pour les courbes de niveau de и(х, y). La figure 8.9.3 à la page suivante illustre ce phé- 
noméne avec un accroissement de 0,1 entre les courbes adjacentes. 


(17) 


LCA Graphique de и en fonction de x et de y. » 


470 CHAPITRE 8 » Les équations aux dérivées partielles et les séries de Fourier 


и-0 u=0,1 


и=0,3 
u=0,5 
u = 0,7 
(47%; 
u = 0,8 
u = 0,6 
u = 0,4 
u = 0,2 
ACL Courbes de niveau de u(x, y). 


Le problème de Dirichlet pour un cercle Considérez le problème qui consiste à résoudre 
l'équation de Laplace dans la région circulaire r < a soumise à la condition limite 


u(a, Ө) = (0), (18) 


ой f est une fonction définie pour 0 < 0 « 2z (voir la figure 8.9.4). En coordonnées polaires, 
l'équation de Laplace prend la forme 


1 1 

и-и, +- Ug = 0. (19) 
ГА r 

Pour que u(r, 0) admette une expression simple, il faut noter que и doit être périodique en 0 de 

période 27r. De plus, on suppose que u(r, 0) est bornée pour r < a, ce qui sera important plus 

loin dans ce chapitre. 


u(a, Ө) = f(8) 


AY 


ACTES Problème de Dirichlet pour un cercle. 


Afin d'appliquer la séparation des variables à ce problème, on suppose que 
u(r, Ө) = R(r)O(0) (20) 


et on substitue l'expression de и dans l'équation différentielle (19). On obtient 


RO + 1кө + 1 ge" -0 
r ғ 
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ой 


r —+r—=-— =À, (21) 
R R o 


oü A est la constante de séparation. Ainsi, on obtient les deux équations différentielles 
ordinaires 


r?R" - rR' - AR = 0), (22) 


0" c 40 20. (23) 


Dans ce probléme, il n'existe aucune condition limite homogène. Toutefois, il convient de se 
rappeler que les solutions doivent être bornées et périodiques en 0 de période 27. On peut mon- 
trer que la condition de périodicité entraîne que À soit réelle (voir le probléme 9). On considère 

les cas respectifs ой À est négative, nulle et positive. 
Si À < 0, on pose À=-u?, où u > 0. L'équation (23) devient Ө” — # © = 0. Par conséquent, 
O(0) = ce"? + ce #8, (24) 


Ainsi, O(0) sera périodique seulement si c, = c, = 0, et on conclut que À ne peut être 
négative. 
Si À = 0, alors l'équation (23) devient Ө” = 0 et 


O(0) = c, + c0. (25) 


Pour que O(0) soit périodique, il faut que с, = 0, donc O(0) est constante. De plus, avec 4 = 0, 
l'équation (22) devient 


r?R" +В = 0). (26) 
Cette équation est du type d’Euler et elle admet comme solution 
R(r) = k,  k, In r. (27) 


Le terme logarithmique pose un probléme si u(r, Ө) doit être bornée lorsque г — 0. Donc, k, = 0. 
Par conséquent, dans le cas ой 4 = 0, u(r, Ө) doit être une constante, c'est-à-dire qu'elle doit être 
proportionnelle à la solution 


u(r, Ө) = 1. (28) 


Finalement, si À > 0, on pose A = u’, où u > 0. Les équations (22) et (23) deviennent alors 
respectivement 


rR” x rR' - и?К = 0) (29) 
et 
Q" +u°0 = 0. (30) 
L'équation (29) est une équation d'Euler et admet comme solution 
R(r) = kr" + kyr”, (31) 
tandis que l'équation (30) admet comme solution 
O (0) = c, sin u0+ c, cos иб. (32) 


Pour que O soit périodique de période 27, и doit être un entier positif n. Si u = n, il s'ensuit que 
la solution r™ dans l'équation (31) doit être écartée puisqu'elle est non bornée lorsque r — 0. 
Par conséquent, k, = 0 et les solutions à l'équation (19) sont 


u,(r, Ө) = r" cos nO, v. (r, Ө) = т" sin n6, n-1,2,... (33) 


Ces fonctions, combinées à u(r, 0) = 1, constituent un ensemble de solutions fondamentales au 
probléme. 


2220002 472 % CHAPITRE 8 » Les équations aux dérivées partielles et les séries de Fourier 


On suppose maintenant que u est écrite sous la forme d'une combinaison linéaire de solu- 
tions fondamentales. Autrement dit, 


u(r, Ө) = 2 4 Vr" (c, соѕпө+ К, sinn). (34) 


n-l 


La condition limite (18) exige alors que 


u(a, 0) = du» di соѕлө+ К, sinn) = f(0) (35) 
n-l 
pour 0 € 0 « 2x. On peut prolonger la fonction f à l'extérieur de cet intervalle et la considérer 
comme étant périodique de période 27. Elle admet alors un développement en série de Fourier 
de la forme (35). Puisque la fonction prolongée est de période 27, on peut calculer ses coef- 
ficients de Fourier en intégrant sur n'importe quel intervalle d'une période. En particulier, on 
peut utiliser l'intervalle original (0, 2л). Ainsi, 


2л 
а"с s2 f(0)cosn0 аб, п= 0,1, 2,...; (36) 
Л Jo 


2л 
а"К = f(80)sinn0 40, п=1, 2,... (37) 
Л Јо 

Avec ces choix de coefficients, l'équation (34) constitue la solution au probléme de valeur limite 
des équations (18) et (19). П faut noter que, dans ce probléme, on avait besoin des termes sinus 
et cosinus dans la solution puisque les données limites étaient spécifiées dans 0 < 0 « 27 avec 
une période de 2л. Par conséquent, оп a besoin de la série de Fourier au complet plutôt que 
seulement des développements en sinus ou en cosinus. 


Problémes 


© 1. a) Trouvez la solution u(x, у) à l'équation de Laplace dans le rectangle 0 < x < a, 0 < y < b qui 
satisfait aux conditions limites 


и(0, у)= 0,  u(a,y)=0, 0<у<Р, 
и(х,0)- 0, u(x, b) = g(x), 0<х<а. 
b) Trouvez la solution si 
x, 0<х<а/2, 
80)= а-х, а/2<х<а. 


с) Pour a=3 et b= 1, tracez le graphique de и en fonction de x pour différentes valeurs de y, puis 
tracez le graphique de u en fonction de y pour différentes valeurs de x. 


d) Tracez le graphique de и en fonction de x et de y en trois dimensions, puis tracez différentes 
courbes de niveau de и(х, y) dans le plan ху. 
2. Trouvez la solution u(x, y) à l'équation de Laplace dans le rectangle 0 < x < a, 0 < y < b qui satisfait 
aux conditions limites 
и(0, y) = 0, u(a,y)20, | O«y«b, 
u(x, 0) = h(x), u(x, b) = 0, 0<х<а. 
© 3. a) Trouvez la solution u(x, y) à l'équation de Laplace dans le rectangle 0 < x < a, 0 < y < b qui 
satisfait aux conditions limites 
и(0, y) = 0, ula, y) - fO), 0<y<b, 
u(x, 0) = h(x), u(x, b) = 0, 0<х<а. 
Suggestion: Considérez la possibilité d'additionner les solutions à deux problémes, l'une 


avec des conditions limites homogènes, sauf pour u(a, у) = f(y), et l'autre avec des conditions 
limites homogènes, sauf pour u(x, 0) = h(x). 
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b) Trouvez la solution si A(x) = (x/a)? et f) = 1 — (y/b). 
€) Soit a = 2 et b = 2. Tracez la solution de différentes manières : avec и en fonction de x, avec и 
en fonction de y et avec и en fonction de x et de y. 


4. Les conditions limites non homogènes Montrez comment trouver la solution и(х, y) à l'équa- 
tion de Laplace dans le rectangle 0 < x < a, 0 < y < b qui satisfait aux conditions limites 


u(0,y)=Kk(y), | u(ay)-fQ)» (0<у<Ь 
u(x, 0) 2 h(x), u(x, b) 2 g(x), 0<х<а. 


Suggestion: Pour résoudre ce probléme, il faut additionner les solutions de quatre problémes, 
chacun avec trois conditions limites homogènes et une condition limite non homogène. Il s'agit 
d'une autre application du principe de superposition. Reportez-vous au probléme 3. 


5. Trouvez la solution u(r, Ө) à l'équation de Laplace 
u, + (Ши, (Уи - 0 
à l'extérieur du cercle r = a, qui satisfait à la condition limite 
ша, 0) = f(0), 0x 0«2z 


sur le cercle. Supposez que u(r, Ө) admet une seule valeur et que celle-ci est bornée lorsque r > a. 


© 
a 


. а) Trouvez la solution u(r, 0) à l'équation de Laplace dans la région semi-circulaire ғ < а, 
0 « 0« z qui satisfait aux conditions limites 


u(r, 0) = 0, u(r, л) = 0, 0<ғ<а, 
и(а,Ө)- f (0), 0<0<л. 
Supposez que и admet une valeur unique et que celle-ci est bornée dans la région donnée. 
b) Trouvez la solution si f(0) = Ө(л- Ө). 


€) Soit a — 2. Tracez le graphique de la solution de différentes manières : avec и en fonction de г, 
avec и en fonction de Ө et avec и en fonction de r et de Ө. 


7. Trouvez la solution u(r, 0) à l'équation de Laplace dans le secteur circulaire 0 < r < a, 0 < 0< & 
qui satisfait aux conditions limites 


u(r, 0) = 0, u(r, 0) = 0, 0<ғ<а, и(а,Ө)- f (0), 0<0<о. 
Supposez que и admet une valeur unique, que celle-ci est bornée dans le secteur et que 0 < к< 2x. 
© 8. a) Trouvez la solution u(x, y) à l'équation de Laplace dans la bande à moitié infinie 0 < x < a, 
y > 0 qui satisfait aux conditions limites 
u(0, y) = 0, u(a, y) = 0, y»0, 
u(x, 0) = f(x), 0<х<а 
et à la condition additionnelle selon laquelle u(x, y) — 0 lorsque y — о. 
b) Trouvez la solution si f(x) = x(a — x). 
€) Soit a = 5. Trouvez la plus petite valeur de y, pour laquelle u(x, y) € 0,1 pour tout y > yọ. 
9. Montrez que l'équation (23) admet des solutions périodiques uniquement si À est réelle. 
Suggestion: Soit Д--І?, où и = v + іс avec vet o réelles. 


10. Considérez le probléme qui consiste à trouver une solution и(х, y) à l'équation de Laplace dans le 
rectangle 0 < x < a, 0 < y < b qui satisfait aux conditions limites 
и,(0,у-0,  u,(a, y)= f) | O«y«b, 
и,(х, 0)-0, u(x, b)=0, 0<х<а. 


Il s'agit d'un exemple d'un probléme de Neumann. 
a) Montrez que l'équation de Laplace ainsi que les conditions limites homogènes déterminent 
l'ensemble fondamental de solutions 
ибх, у) = Со, 
и,(х, у) = c, cosh(nzx/b)cos(nzylb), n= 1, 2,3,... 
b) En superposant les solutions fondamentales de la partie a), déterminez une fonction и qui satis- 


fait aussi à la condition limite non homogène и,(а, y) = f(y). Vous devez noter que lorsqu'on 
calcule u,(a, y), le terme constant de u(x, y) est éliminé et on ne dispose d'aucune condition » 
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11. 


© 12. 


© 13. 


© 14. 


15. 


permettant de déterminer cy. De plus, on doit pouvoir exprimer f à l'aide d'une série de 
Fourier cosinus de période 20 sans terme constant. Autrement dit, 


b 
/ Ғоау-0 
0 


est une condition nécessaire pour pouvoir résoudre le probléme donné. Finalement, vous devez 
aussi noter que c, est arbitraire et que la solution est unique à cette constante additive prés. Il 
s'agit d'une propriété commune à tous les problémes de Neumann. 


Trouvez une solution u(r, Ө) à l'équation de Laplace à l'intérieur du cercle г = a qui satisfait aux 
conditions limites sur le cercle 


и, (а, 0)-g(0, 0<0<2л 


Vous devez noter qu'il s'agit d'un probléme de Neumann et que la solution est unique à une 
constante additive arbitraire prés. Enoncez une condition nécessaire concernant g(0) pour pou- 
voir résoudre ce probléme à l'aide de la méthode de séparation des variables (voir le probléme 10). 


a) Trouvez la solution u(x, y) à l'équation de Laplace dans le rectangle 0 < x < a, 0 < y < b qui 
satisfait aux conditions limites 


u(0,y)20, иа, y) - 0, 0<у<Р, 
и,(х, 0)-0, u(x, b) = g(x), 0<х<а. 
П ne s'agit ici пі d'un probléme de Dirichlet пі d'un probléme de Neumann, mais d'un pro- 


bléme mixte dans lequel u est spécifiée sur une partie de la limite, et sa dérivée normale sur 
l'autre partie. 


b) Trouvez la solution si 


T x, 0<х<а/2, 
BM a—x, а/2<х<а. 


с) Soit a =3 et b — 1. En tragant les graphiques appropriés, comparez cette solution à la solution 
au probléme 1. 


a) Trouvez la solution u(x, y) à l'équation de Laplace dans le rectangle 0 < x < a, 0 < y < b qui 
satisfait aux conditions limites 


и(0, y) - 0, ша, y) - f(y), 0<у<Ь, 
u(x, 0) 2 0, u,(x, b) = 0, 0<х<а. 


Suggestion: Il faut développer f(y) en série en utilisant les fonctions віп(ту/22), віп(3ту/22), 
sin(5xy/2b),... (voir le probléme 39 de la section 8.5). 


b) Trouvez la solution si f(y) = y (2b — y). 


с) Soit a =3 et b = 2. Tracez le graphique de la solution de plusieurs manières. 


a) Trouvez la solution u(x, у) à l'équation de Laplace dans le rectangle 0 < x < a, 0 < y < b qui 
satisfait aux conditions limites 


u, (0, y) = 0, u, (a, y) = 0, 0c y«b, 
u(x, 0) = 0, u(x, b) 2 g(x), 0<х<а. 
b) Trouvez la solution si g(x) = 1 + x?(x — а)2. 
с) Soit a —3 et b = 2. Tracez le graphique de la solution de plusieurs manières. 


Еп réécrivant l'équation de Laplace en coordonnées cylindriques ғ, Ө et z, puis en supposant que 
la solution est symétrique par rapport aux axes (donc, en supposant qu'elle est indépendante de 0), 
on obtient l'équation 


u,,+ (Ши, + u, = 0. 
En supposant maintenant que u(r, z) = R(r)Z(z), montrez que А et Z satisfont aux équations 
rR” +R + JrR = 0), 27-22-0. 


L'équation pour déterminer R est l'équation de Bessel d'ordre zéro en la variable indépendante Аг. 


> 16. L'écoulement dans un aquifère Considérez l'écoulement de leau dans un milieu poreux, 
comme le sable, c'est-à-dire dans un aquifère. L'écoulement est produit par la charge hydraulique, 
une mesure de l'énergie potentielle de l'eau qui se trouve au-dessus de l’aquifère. Soit R: 0 < x 
« a, 0 < z « b, une section verticale d'un aquifére. Dans un milieu uniforme et homogène, la 
charge hydraulique и(х, 2) satisfait à l'équation de Laplace 


и +u., = 0 dans R. (1) 


Si l'eau ne peut pas s'écouler par les cótés et le fond de R, alors les conditions limites en ces 
endroits sont 


и, (0, z) = 0, u,(a, z) = 0, 0<2<Ь, (ii) 
u (x, 0) = 0, 0<х<а. (iii) 
Enfin, supposez que la condition limite en z = b est 
u(x, b) 2 b ax, 0<х<а, (iv) 
ой о est la pente de la nappe phréatique. 


a) Résolvez ce probléme de valeur limite pour déterminer и(х, 2). 


b) Posez a = 1000, b = 500 et œ = 0,1. Tracez un graphique des courbes de niveau de la solution 
dans А; autrement dit, tracez quelques courbes de niveau de и(х, 2). 


с) L'eau s'écoule dans R selon des trajectoires orthogonales aux courbes de niveau de и(х, 2), 
dans la direction décroissante de u. Tracez quelques-unes de ces trajectoires d'écoulement. 


Annexe A 


L'équation de la conduction dela chaleur Dans cette section, nous construirons l'équation différen- 
tielle qui régit approximativement la conduction de la chaleur dans les solides. L'analyse mathématique 
d'une situation ou d'un processus physique de ce type repose sur une connaissance empirique du phéno- 
mène. Au départ, le mathématicien doit adopter un point de vue basé sur l'expérimentation. On considère 
une tige uniforme isolée sur sa surface latérale de sorte que la chaleur ne puisse circuler que dans la 
direction axiale. On a vérifié à plusieurs reprises que si deux sections transversales paralléles de méme 
aire А et de températures différentes T, et Т,, respectivement, sont distantes de d, une certaine quantité 
de chaleur par unité de temps passera de la section plus chaude à la section plus froide. Cette quantité de 
chaleur est proportionnelle à l'aire A, à la différence de température |T, — T;| et est inversement propor- 
tionnelle à la distance d. Ainsi, 


quantité de chaleur par unité de temps = кА |7,- T||/d, (1) 


où le facteur positif de proportionnalité к est la conductivité thermique, qui dépend principalement du 
matériau? constituant la tige. La relation (1) est la loi de conduction de la chaleur de Fourier. Il faut noter 
que l'équation (1) est un résultat empirique et non théorique et qu'elle peut étre vérifiée (ce qui a été 
souvent le cas) sur une base expérimentale. Elle constitue le fondement de la théorie mathématique sur 
la conduction de la chaleur. 

On considére maintenant une tige droite dont la coupe transversale est uniforme et constituée d'un 
matériau homogène. Elle est orientée de sorte que l'axe des x se trouve le long de l'axe de la tige (voir la 
figure 8.A.I à la page suivante). Soit x = О et x = L les extrémités de la tige. 

On suppose que les cótés de la tige sont parfaitement isolés, de sorte qu'aucune chaleur ne les 
traverse et que la température и dépend uniquement de la position axiale x et du temps 1, mais non des 
coordonnées latérales y et z. Autrement dit, on suppose que la température demeure constante dans toute 
coupe transversale de la tige. Cette hypothèse est habituellement satisfaisante quand les dimensions laté- 
rales de la tige sont petites lorsqu'on les compare avec la longueur. 


13. En fait, к dépend également de la température, mais si l'amplitude de la température n'est pas trop élevée, il est 
satisfaisant de supposer que к est fonction de la température. 
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H = -KAu, |. 4— Н -KAu, 
х= х0 


х= хо+Ах 


ЭТУУ Conduction de la chaleur dans un élément d'une tige. 


L'équation différentielle qui régit la température dans la tige exprime un équilibre physique fon- 
damental. Le taux auquel la chaleur circule dans quelque portion que ce soit de la tige est égal au taux 
auquel la chaleur est absorbée dans cette portion de la tige. Les termes de l'équation sont appelés respec- 
tivement le terme du flux (l'écoulement) et le terme de l'absorption. 

On calcule d'abord le terme du flux. On considére un élément dans la tige se trouvant entre les 
coupes transversales x = x, et x = xy + Ax, où x, est arbitraire et Ax est petit. Le taux instantané de trans- 
fert de chaleur Н (х, 2) de gauche à droite par la section transversale x = x, est donné par 


cA Io + d!2, t) - u(x — d/2, t) 


d 
= —KAu, (ху. t). Q) 


Н(х,0--іш 
d—0 


Le signe négatif apparait ici car le flux de chaleur est positif quand il se déplace de gauche à 
droite seulement si la température à gauche est supérieure de x — x, à celle de droite. Dans ce cas, 
u (хо, f) est négative. De méme, le taux auquel la chaleur circule de gauche à droite dans la section 
transversale x = x, + Ax est donné par 


Н(ху + Ax, f) =—кАи (x, + Ах, t). (3) 
Le taux net auquel la chaleur circule dans le segment de la tige entre x = x, et x = x, + Ax est ainsi donné 
par 
О = He f) - Hx + Ax, f) = КА[и (x, + Ax, f) – u (xs, д] (4) 
et la quantité de chaleur entrant dans cet élément de la tige au temps Af est 
ОЛ = KA[u (x, + Ах, t) — u (xs, ЈА (5) 


On calcule maintenant le terme d'absorption. Le changement de température moyen A u dans l'inter- 
valle de temps At est proportionnel à la quantité de chaleur QA introduite, et il est inversement propor- 
tionnel à la masse Am de l'élément. Ainsi, 


Тол Ол 
Сз Ат SDAAx' 
où la constante de proportionnalité s est la chaleur spécifique du matériau dans la tige et р sa densité". 
Le changement de température moyen Au dans l'élément de la tige considéré est le changement de tem- 
pérature réel en un point intermédiaire x = x, + ӨАх, ой 0 < 0 « 1. Ainsi, on peut écrire l'équation (6) 
sous la forme 


Au 


(6) 


ОЛ! 
spAAx 


u(x + OA x, t At) - u(x + OAx, t) = (7) 


ou 
ОЛІ = [и(х + ӨАх, t+ At) — u(x, + ӨАх, D|spAAx. (8) 


Pour équilibrer les termes de flux et d'absorption, on considère les deux expressions de QA comme étant 
égales: 


KA[u, (xo + Ах, )-и,(х, D]At = spAlu(x, + OAx, + Аг) — u(xg + ӨАх, t)]Ax. (9) 


14. La dépendance de la densité et de la chaleur spécifique par rapport à la température est relativement petite et elle 
sera négligée. Ainsi, p et s seront considérées comme étant constantes. 


Еп divisant l'équation (9) par Ax At et lorsque Ах — 0 et At — 0, on obtient l'équation de la conduction 
ou de la diffusion de la chaleur 


Qu, = и, (10) 
La quantité o? définie par 
а? = к/рв (11) 


est la diffusivité thermique, et ce paramétre dépend uniquement du matériau constituant la tige. Les 
unités de 0/2 sont exprimées par la longueur au carré divisée par le temps. Des valeurs typiques de o? 
apparaissent au tableau 8.6.1. 

On peut imposer plusieurs conditions simples aux extrémités de la tige. Par exemple, la température 
à une extrémité peut être maintenue à une valeur constante 7. On peut y arriver en plaçant l'extrémité de 
la tige en contact avec un réservoir de taille suffisante, de sorte que toute chaleur qui circule entre la 
tige et le réservoir n’altère pas de façon significative la température dans le réservoir. А l'extrémité sou- 
mise à cette condition, la condition limite est 


u- T. (12) 


Une autre condition limite simple consiste à considérer que l'extrémité est isolée et qu'aucune cha- 
leur ne la traverse. Si on reprend l'expression (2) pour la quantité de chaleur traversant une section trans- 
versale de la tige, la condition d'isolation nécessite que cette quantité soit nulle. Ainsi, 


ш-0 (13) 


est la condition limite en une extrémité isolée. 

Un type plus général de condition limite consiste à considérer que le taux du flux de chaleur dans 
une extrémité de la tige est proportionnel à la température à cet endroit. On considére l'extrémité x — 0, 
où le taux du flux de chaleur circulant de gauche à droite est donné раг-кАи,(0, f) [voir l'équation (2)]. 
Ainsi, le taux de chaleur qui circule dans la tige (de gauche à droite) en x = 0 est de кАи,(0, 1). Si cette 
quantité est proportionnelle à la température и(0, т), alors on obtient la condition limite 


u(0,f) -hu(0,)) 20, 1>0, (14) 


où Л, est une constante de proportionnalité non négative. Il faut noter que Л, = 0 correspond à une extré- 
mité isolée, tandis que h, — ee correspond à une extrémité maintenue à une température de zéro. 

Si le flux de chaleur prend naissance à l'extrémité droite de la tige (x = L), alors on obtient similai- 
rement la condition limite 


uL, т) + hyu(L, t) = 0, t» 0, (15) 


où h, est encore une constante de proportionnalité non négative. 

Enfin, pour déterminer complétement le flux de chaleur dans la tige, on doit établir la distribution de 
température en un instant précis. En général, cette distribution de température est évaluée au temps t = 0. 
Cette condition initiale est de la forme 


u(x, 0) 2 f(x), O<x<L. (16) 


Le probléme consiste alors à déterminer la solution à l'équation différentielle (10) soumise à une des 
conditions limites (12) à (15) à chaque extrémité et à la condition initiale (16) en {= 0. 

On peut généraliser l'équation de la chaleur (10). Premiérement, le matériau constituant la tige peut 
ne pas étre uniforme, et la section transversale peut ne pas étre constante le long de la tige. Dans ce cas, 
les paramétres к, p, s et А peuvent dépendre de la variable axiale x. En revenant à l'équation (2), on voit 
que le taux de transfert de la chaleur de gauche à droite dans la section transversale en x — x, est alors 
donné par 


Н(ху f) = –к(х,) А(хо)и (х, 0 (17) 


et on dispose d'une expression similaire pour Н(х + Ax, t). En substituant ces expressions dans l'équa- 
tion (4) puis dans l'équation (9) et en procédant comme ci-dessus, on obtient l'équation aux dérivées 
partielles 


(кАи.), = spAu,. (18) P 
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P Ор écrit généralement l'équation (18) sous la forme 
ru, = [pu]. a9) 


où р(х) = к(х)А(х) et r(x) = 5(х)р()А(х). П faut noter que ces deux quantités sont intrinsèquement 
positives. 

Il pourrait aussi exister d'autres modes selon lesquels la chaleur entre dans la tige ou quitte celle-ci. 
On suppose qu'il existe une source qui injecte de la chaleur dans la tige au taux de G(x, f, и) par unité de 
temps par unité de longueur, ой G(x, t, и) > 0. Dans ce cas, on doit additionner le terme G(x, t, и) Ax At 
au premier membre de l'équation (9), ce qui méne à l'équation différentielle 


ru, = [pu], + С(х, t, и). (20) 


Si G(x, t, u) < 0, alors on parle d'un dissipateur qui retire de la chaleur de la tige au taux de G(x, t, u) par 
unité de temps par unité de longueur. Pour que le probléme soit soluble, on suppose que G est linéaire 
еп и et que le coefficient de и ne dépend pas de 1. Ainsi, on écrit 


G(x, t, и) = F(x, t) - 4Оди. (21) 


On a introduit le signe négatif dans l'équation (21) afin que certaines des équations apparaissant plus loin 
soient cohérentes. En substituant l'expression de l'équation (21) dans l'équation (20), on obtient 


r(x)u, = [роди], — qu + F, à. (22) 


Cette équation est parfois appelée l'équation généralisée de la conduction de la chaleur. 

Finalement, au lieu d'une tige unidimensionnelle, si on considére un corps de plus d'une dimension 
spatiale, alors la température est une fonction de deux ou trois variables spatiales plutót que d'une seule. 
À l'aide de considérations semblables à celles qui mènent à l'équation (10), on obtient l'équation de la 
conduction de la chaleur en deux dimensions 


ои, + и,,) -и, (23) 
et en trois dimensions 
Qu, + Hy, t uL) mM. (24) 


Les conditions limites correspondant aux équations (12) et (13) pour les problémes multidimensionnels 
correspondent à une distribution de chaleur spécifiée à la limite ou au cas ой une limite est isolée. De 
méme, la distribution de température initiale sera en général une fonction de x et de y pour l'équation (23) 
et une fonction de x, y et z pour l'équation (24). 


Annexe B 


L'équation d'onde Dans cette annexe, nous construirons l'équation d'onde à une dimension, qui régit 
les vibrations transversales d'une corde vibrante ou d'un cáble. On peut considérer la corde vibrante 
comme une corde de violon, un étai ou encore un fil électrique. On rencontre la méme équation, avec 
les variables adéquatement interprétées, dans plusieurs autres problémes d'onde à une variable spatiale. 

On considére une corde vibrante parfaitement élastique tendue entre des supports fixés au méme 
niveau horizontal [voir la figure 8.B.1 a)]. On suppose que l'axe des x longe la corde, dont les extrémités 
sont situées en x = 0 et en x = L. Si la corde est mise en mouvement au temps f = 0 (en la pinçant, par 
exemple) et qu'on ne la touche plus par la suite, elle vibrera librement dans le plan vertical si on néglige 
les forces d'amortissement comme la résistance de l'air. Pour obtenir l'équation différentielle qui régit 
le mouvement, on considérera les forces qui agissent sur un petit élément de la corde de longueur Ax se 
trouvant entre les points x et x + Ax [voir la figure 8.В.1 БД. On suppose que les oscillations sont faibles 
et, par conséquent, que chaque point sur la corde se déplace seulement à la verticale. Soit u(x, f) le dépla- 
cement au point x et au temps f. Soit T(x, t) la tension dans la corde qui agit toujours dans la direction 
tangentielle, et soit p la masse de la corde par unité de longueur. 

La loi de Newton appliquée à l'élément Ax établit que la force nette due à la tension aux extrémités 
de l'élément doit étre égale au produit de la masse de l'élément et de l'accélération de son centre de masse. 
Puisqu'il n'y a pas d'accélération horizontale, les composantes horizontales doivent satisfaire à 


T(x + Ax, t) cos(0 + A0) — T(x, t) cos Ө= 0. (1) 


Т Т 
| = > > 
| x 
x=0 x-L 
(a) 
T(x + Ax, t) 


249+ АӨ 


Т(х, 1) 


x + AX 


(b) (с) 


ПІ! a) Corde vibrante sous tension. b) Élément de la corde déplacée. 
c) Décomposition de la tension Т selon ses composantes. 


Si on note Н la composante horizontale de la tension [voir la figure 8.В.1 с)], alors l'équation (1) établit 
que H est indépendante de x. 
D'un autre cóté, les composantes verticales satisfont à 


Т(х+ Ax,t) sin(0-- A0) - T(x, t) sin 0 = pAx и, (х, f), (2) 


oü x est la coordonnée du centre de la masse de l'élément considéré. Il est évident que x se trouve dans 
l'intervalle x « x < x + Ax. On suppose que le poids de la corde, qui agit verticalement vers le bas, est 
négligeable. 

Si la composante verticale de T est notée V, alors on peut écrire l'équation (2) sous la forme 


V(x- Ax, t) -V(x, t) 


p" = pu, (x, t). 
En passant à la limite lorsque Ax — 0, on obtient 
Vx, f) = ри, (х, В. (3) 


Pour exprimer l'équation (3) uniquement en termes de и, ор note que 
V(x, à) = H(t) tan 0— Н(ди (х, t). 
Ainsi, l'équation (3) devient 
(Hu), = pu,, 
ou, puisque H est indépendante de x, 
Hu,,= pu. (4) 


Si les oscillations de la corde sont petites, on peut approximer H — T cos 0 par T. Alors, l'équation (4) 
prend la forme habituelle 


du, =u (5) 


а? = Т/о. (6) ) 
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On suppose aussi que а? est une constante, bien que cela ne soit pas indispensable, méme dans le cas 
de petites oscillations. L'équation (5) est l'équation d'onde à une dimension. Comme Т est une force et 
que p est une mesure de masse divisée par la longueur, la constante a est une mesure de vitesse. On 
peut interpréter a comme la vitesse à laquelle une petite perturbation (une onde) se déplace le long de la 
corde. Selon l'équation (6), la vitesse a de l'onde varie proportionnellement avec la tension dans la corde, 
mais inversement avec la densité du matériau qui constitue la corde, ce qui peut être vérifié de manière 
expérimentale. 

Comme pour l'équation de la conduction de la chaleur, on peut appliquer l'équation d'onde (5) dans 
plusieurs cas. L'équation télégraphique, par exemple, est de la forme 


u,,+ cu, + Ки = аш, + F(x, t), (7) 


où c et k sont des constantes non négatives. Les termes cu, ku et F(x, t) dépendent respectivement d'une 
force d'amortissement visqueux, d'une force de rappel élastique et d'une force externe. Il faut noter la 
similarité de l'équation (7), sauf pour le terme a?u,,, avec l'équation du système masse-ressort obtenue à 
la section 3.8. Le terme additionnel а?и, est dû aux forces élastiques externes. 

L'équation télégraphique régit également le flux de tension (le courant) dans une ligne de transport 
d'électricité (d’où son nom). Dans ce cas, les coefficients sont liés aux paramètres électriques de la ligne. 

Pour un systéme en vibration avec plus d'une coordonnée spatiale, on considére l'équation d'onde à 
deux dimensions 


2 
a (Qu, + и) = и, (8) 
ou à trois dimensions, 


ақи, ta u.)=u,,. (9) 
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Réponses aux problémes 


Chapitre 1 


Section 1.1 
1. yo 3 quand г — > 2. y diverge de 3 quand г — оо 
3. y diverge de — 3 quand 1 > ee 4. y>- $ quand 1 э = 
5. y diverge de — 1 quand t — оо 6. y diverge de —2 quand t ee 
7. y Z3-y 8. у-2-3у 
9, у-у-2 10. у-3у-1 
П. y=0 et y = 4 sont des solutions d'équilibre; y — 4 si la valeur initiale est positive; y diverge de 0 si la valeur 


12. 


13. 


14. 


15. 


17. 


19. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


initiale est négative. 


у = 0 et y = 5 sont des solutions d'équilibre; y diverge de 5 si la valeur initiale est supérieure à 5; y — 0 si la 
valeur initiale est inférieure à 5. 


y = 0 est une solution d'équilibre ; y — 0 si la valeur initiale est négative; y diverge de 0 si la valeur initiale est 
positive. 


y = 0 et y = 2 sont des solutions d'équilibre; y diverge de 0 si la valeur initiale est négative; y — 2 si la valeur 
initiale se situe entre 0 et 2; y diverge de 2 si la valeur initiale est supérieure à 2. 


p 16. c) 
2) 18. b) 
h) 20. e) 
а) dq/dt = 300(102 — 410%) b) q — 10*g; non 


dVldt = —kV?? pour un certain k > 0. 

duldt = —0,05(u — 70); uen°F, tenmin 

а) dq/dt = 500- 0,44 b) 4-> 1250 mg 

a) ту 2 mg — kv? b) v > /mg/k с) к= 2/49 

y est asymptotique à t – 3 quand г — оо 

y 0 quand t — ee 

y — ee, 0, ou —ee selon la valeur initiale de y 

y — ce ou —c selon la valeur initiale de y 

y ee ой —ee ou y oscille selon la valeur initiale de y 

y — —ee ou est asymptotique à 21 —1 selon la valeur initiale de y 


y — 0 puis n'existe pas aprés un certain n2 0 


33. y — оо ou —ee selon la valeur initiale de y 
Section 1.2 
1. a) у=5 + -5e* b) у= (5/2) + [y, - G/2)]e? с) у=5 + (у, 5e? 


La solution d'équilibre est у = 5 en a) et c), y = 5/2 en b); la solution s'approche de l'équilibre plus rapidement 
en b) et en c) qu'en a). 


2. ауу-5-(у,-Эе b) у= (5/2) + [y, - G/2)]e* с) y=5+(y,-5)e* 


La solution d'équilibre est y — 5 en a) et c), y — 5/2 en b); la solution diverge de l'équilibre plus rapidement 
en b) et en c) qu'en a). 


3. a) у= се“ + (bla) 
c) i) Léquilibre est plus bas et on s'en approche plus rapidement. 
ii) L'équilibre est plus élevé. 
iii) L'équilibre reste inchangé et on s'en approche plus rapidement. 


4. a) y, = bla b) У =аү 


5. a) у(0) = се“ b) у= се“ + (b/a) 

6. у= се“ + (bla) 

7. а) Т=2 118 = 5,78 mois b) T-21n[900/(900 – p,)] mois €) p, 7 900(1 — ef) = 897,8 
8. a) r= (In 2)/30 jour ! b) r= (In 2)/N jour” 


9. a) T-51n50z 19,56 s b) 718,34 m 
10. a) dv/dt 29,8, у(0)-0 b) T = ,/300/4,9 = 7,82 s €) v = 76,68 m/s 
11. b) v 2 49 tanh(t/5) m/s е) х= 245 In соѕћ (7/5) m f) 7= 948 s 
12. а) г= 0.02828 jour — b) Q(n2100e999* с) T2 24,5 jours 
14. 1620 In(4/3)/In 2 = 672,4 ans 
15. а) u- T«(u,- T)e" — b) kr-In2 
16. 6,69 h 
17. а) Q() -CV(1-e7*) — b)Q()2CV-Q, ©) QA) = CVexp[-( - 1)/RC] 
18. а) О/-3(1-10%0), 0(0)-0 
b) Q(t) = 104 (ел), t en heures; après Tan 0 = 9277,77 g 
с) Q’=-3Q/10*, 0(0) = 9277/77 
d) Q(t) = 9277,77e * 0% en heures; après 1 an О = 670,07 g 
e) Tz 2,60 ans 
19. а) а --4/300, 4(0)-5000g 
b) 4(0) = 50006-50 
с) Моп 
d) 7—300 In(25/6) = 7,136 h 
e) r= 250 In(25/6) = 256,78 gal/min 


Section 1.3 
1. Deuxième ordre, linéaire 2. Deuxiéme ordre, non linéaire 
3. Quatriéme ordre, linéaire 4. Premier ordre, non linéaire 
5. Deuxiéme ordre, non linéaire 6. Troisiéme ordre, linéaire 

15. г--2 16. r- t1 

17. rz2,-3 18. r-0, 1,2 

19. г--1,-2 20. r2 1,4 

21. Deuxiéme ordre, linéaire 22. Deuxiéme ordre, non linéaire 


23. Quatriéme ordre, linéaire 24. Deuxiéme ordre, non linéaire 


Chapitre 2 Section 2.1 
1. 3у:-2х-с; yz0 2. 3? -21n|l «x3 | 2 c; xz-l yz0 
3. у! * cos x 2csi y Z0; de plus y 0; partout 4. Зу+у- х +х=с; уж-3/2 
5. 2tan2y - 2x - sin 2x = с si cos 2y 0; de plus y = +(2n + 1)z/4 pour tout entier п; partout 
6. у = ѕіп [In|x| + c] six &Oet [y] « ! ; de plus у= £1 
7. y - xi +E е") = с; у+е' +0 8. Зу+у- х = с; partout 
9. а) у= /(2-х-6) е) -2<x<3 10. а) y--J2x-2x!44 «)-1<х<2 
П. а) у= [2(1 -pe - 1]? с) —1,68 < x < 0,77 environ 
12. a r22/0-2110) «0<0<7е 
13. a) у= - [2 In(1 +x) + 4]? с) —œ < x < œ% 
14. a)y=[3-2Vi+x 1" о) [<45 
15. а)у=-у+ Va IS c) х>5./5 
16. а) y--J(^-D/2 — «)-о<х<» 
17. а) y=5/2- J x? - e 13/4 с) -1,4445 < x < 4,6297 environ 
18. a) у= 35165807807 c) |x| < 2,0794 environ 
19. a) у= [x — arcsin (3 cos? х)]/3 c) к- 712| < 0,6155 
13 
20. а) >= (акып) | €) -1«x«1I 
21. y-3y-x-x 42-20, |х|<1 
22. y - 4y - x5 2-1, |x? 1|«16/343 ou —1,28 < x «1,60 
23. yz-l/Q?/2 + 2x - 1); х--2 
24. у--3/2--/2х-е: +13/4; х= 2 
25. у= –3/2+ [sin 2х+1/4; х= л/4 
26. у= tan(x? + 2х); х= -1 
27. а) y 94s у,>0; у-0віу,-0; yo-esiy«0 b) T=3,29527 
28. a) y — 4 quand t ee b) Т-2,84367 с) 3,6622 < y, « 4,4042 
29. x=" «іа |ау+ К; аж0, ау+Ь +0 
30. b) arctan(y/x) – |х| =c 31. b) 2 +у- с = 0 
32. b) |у-х| = с|у+ 3х; aussi y = —Àx 33. b) |y x||y * 4x2 c 
34. b) 2x/(x * y) + In|x t y| 2 c; aussi y 2 —x 35. b) х/х * y) + |х| =c; aussi у= — 
36. Ъ) |х|? |2- 5| 2 e 37. b) c|xp = |y! 2] 
Section 2.2 
І. 2 +3х+у2- 2у= с 2. Pas exacte 
3. х — xy +2х+ 2у + 3у = с 4. Xy +2xy =c 
5. ax? + 2bxy c cy! =k 6. Pas exacte 
7. e*sin у+2усозх=с; de plus y = 0 8. Pas exacte 
9. есов2х-х2-3у-с 10. уіпх-3х2-2у-с 
11. Pas exacte 12. ё+у=с 
13. у=[х+428-3х2/2, |4<.28/3 
14. у= [x - QA +x – 8х – 16)!2]/4, х> 0,9846 
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15. 
19. 
21. 


24. 


26. 


28. 
30. 


Réponses aux problémes 


b=3; ху + 25у=с 


x -21n |y| - y?- c; de plus у= 0 


xyl-(y-2y-2)e-c 
мое коа, ойі-ху 


ux) = e*; у=се*+1+е?” 


de plus у= 0 


НО) = еу;  xe®-—ln|y|=c; 


uy) = y^ xf+3xy +3 = с 


Section 2.3 


1. 


= ні мн ора 
QD N LP. © 


. €) y= (c/f) + (3 cos 2/)/41- (3 sin 20)/2; 


е жол ғол р э м 


. с) у= іе" “сі; 
. €) у= се" + sin2t 2 cos 2t; 


. €) у= сет? + 32 — 121+ 24; 


с) у= сеї + (1/3) – (1/9) + e”; 
с) у= се! + Pen; y — œ quand t оо 
€) y=ce”+ 14 £e7/2; y — 1 quand t — e» 


с) у= ce – Зе"; y — о ou —ee quand t — ee 


€) у= (c7 t cos t + sin f/f; 


2 


© сет; 


с) ystee y — О quand t — оо 
с) y = (arctan t+ c)/(1 + РУ; 
с) у= се"? + 31— 6; 


y — ee, 0, ou —c quand t ee 


. y z3e' - 2(t— De* 


15. у= Gt* – 4t? + 61? + 1)/12r? 
17. у= (1+ 2)е 
19. у--(1-Д ен, 1+0 


21. 


22. 
23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
29. 
30. 
31. 
39. 
41. 
43. 
45. 


46. 


b) у-- geste шаа, J^ ау--- 
5 5 5 5 


b) у= -3e'? + (a + 3e? ; а,--3 


b) у= [2е2° + a(3z + 4)e?^ — 2e7!? (37r 4- 4); 
b) у= te* + (ea — De"/t; a, — Me 
b) у= –соѕ 1/2 + л?а/42; а,-4/л? 


Һ)у-(е-е-авіп D)/sint; ау,-(е- 1)/sin 1 


(t, у) = (1,364 312; 0,820 082) 


a) y=12+ s cos 21+ ШЫ sin 2/ 788 in А 
65 5 65 
Yo = —5/2 
y, = -16/3; y — —°° quand t — eo pour y, = —16/3 
Voir le probléme 2. 


Voir le probléme 6. 
у= +[51/(2 + 5cr°)|? 


у=+[є/(о+ cee” )|!? 


y — 0 quand t — оо 


y 2 0 quand t e» 


a,=-2/(37+ 4) 


y oscille autour de 12 quand t — «e 


16. b-1; е + = с 
20. е" ѕіп у + 2у соѕх=с 
22. x 'e'siny-c 


25. ц(х) = е“; Bry + уЗ)е* = с 


27. (у) = у; ху+усоѕу– ѕіпу= с 


29. u(y)-siny; e*siny*y!-c 


31. шх, y) = xy; ху+З?+у=с 


y est asymptotique à 1/3 - 1/9 quand t — оо 


y est asymptotique à (3 sin 2//2 quand t — > 


y est asymptotique à 37 — 6 quand t — оо 


y est asymptotique à sin 27 — 2 cos 2t quand t — оо 


y est asymptotique à 3? — 12t + 24 quand t — ee 


14. у-(Р- De?72 

16. y = (sin 0/2 

18. у= t?[G7/4) - 1 - t cos t + sin t] 
20. у= (1- 1+ 2е7)/1, tz0 


с) у oscille pour a = a, 


€) y > — pour a = a, 


с) y 20 poura-a, 


с) y > 0 quand > 0 pour a = a, 
1 
с) D> dand ропа c 


с) y> l роша=а, 


28. у,--!1,642 876 
b) І- 10,065 778 


40. Voir le probléme 4. 
42. Voirle probléme 12. 
44. у= т/(К-+ cre") 


t 1/2 
ІШІ pi us) 22 , ой U(t) = expQT sin t + 271) 
10 


Problémes supplémentaires 


1. у= (ch) --(х/5) 2. 2y*cosy-x-sinx-c 

3. x) x xy - 3y- у= 0 4. у--3 + се" 

5. xXy+xy +x=c 6. yzx'(1—- e!) 

7. x! 3x -y!- y)zc 8. у= (4 + cos 2 — cos x)/x? 

9. 2у+х+у=с 10. х+ ш|х| £x! * y -21In|y| 2 e; aussi y = 0 
11. (х/3)-ху-е-с 12. y2ce** e* In(1 + e?) 
13. у= tan(x +x + c) 14. x2+2xy + 2y? = 34 
15. y = c/cosh? (x/2) 16. е" соѕу+е? ѕіпх= с 
17. у= се – е? 18. y=e * f e ds+3e™ 
19. 2xy - xy- ж = с 20. е--е?- e 
21. 2ху + 333y - Ax c y? =c 22. у+ 3y- х? + 3х= 2 
23. теси 24. sin уѕіп2 х= с 
25. (x?/y) + arctan(y/x) = c 26. e?* +11 |х| =с 
27. (ку? ђе? = с 28. х-оду-с 
29. arctan (у/х)- In М2 + у? -с 30. (yo) + (y) = с 

1 тоз 
31. xy? + xy? = —4 32. -- “/ ds + 
y 1 $ 

34. a) y=t+(c- tf)! b) у= + 21(с – 2)? C) у= sin f + (c cos г-м f) 
35. a) у – [х(0 + b]]v - b b) v= b f uo arcu U(t) = exp[- (aP/2) – br] 
Section 2.4 

1. 0<1<3 2. 0«t«4 

3. л/2<1<3л/2 4. -о<1<-2 

5. -2«t«2 6. 1«t«z 

7. 21+ 5у > 0 ou 21+ 5у<0 8. Р+у2<1 

9. 1-12 +у2> 0001-1 +у2<0, 1+0, уғ0 10. Рагош 
11. y#0, yz3 12. іғплрошп-0, £1, £2, ...; yz-1 
13. y-sJyb-4üsiy,20; — [rne pz 
14. у= (у) = tT" si yy #0; у-д0віу,-0; l'intervalle est [t| « 1/ Jy, si y, > 0; -<1<»5іу,<0 
15. у= у,//2ту +151 у, #0; у-0віу,-0; l'intervalle est —1/2y < t< ee si y, #0; -<1<өбіу,-0 
16. y=+ RE Әә -П-ехр(-3у/2)|7 <t <o 
17. y23siy 20; y=0siy,=0; yo-esiy «0 
18. y –% 51 у<0; у 0515,20 19. y 05 у,<9; yoesiy»9 
20. y Э —æ si y, < y, = -0,019; autrement, y est asymptotique à J/t-1 
21. a) Non b) Oui; posez t, - 1/2 dans l'équation (19) de la section. с) |y| 0/3)? = 1,5396 
22. а) y (£ est une solution pour / 2 2; у,(/) est une solution pour tout f. 

b) f, n'est pas continue en (2, —1). 
26. а) »0- L: noL (дао 
ut) u(t) 10 
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27. у- Sue?) рош0<1<1; у= ге — De" pour t> 1 
28. y=e™pour0<t<l1; y=e“+) pourt> 1 
Section 2.5 
1. ż= 100 In 100 min = 460,5 min 
2. Q(t) = 120y [1 – exp(-1/60)]; 120y 
3. Q= 50e °2(1 – e?) lb = 7,42 Ib 
4. Q(t) = 200 + г – [100(200)2/(200 + 22] Ib, 1<300; c = 121/125 Ib/gal ; limc =11b/gal 
5. a) Q()- 63150, qup HEN cost + sinf 
2501 2501 5002 
с) Niveau = 25; amplitude = 254/2501/5002 = 0,24995 
6. с) 130,416 
7. a) (ln 2)/r ans b) 9,90 ans с) 8,66% 
8. a) k(e" — Dr b) к= 3930 $ с) 9,77% 
9. k= 3086,64 $/an; 1259,92 $ 
10. а) 209 641,74 $ (20 ans); 250 410,33 $ (30 ans) 
b) 150 358,26 $ (20 ans); 289 589,67 $ (30 ans) 
11. a) 1788,77 $ (20 ans); 1497,54 $ (30 ans) 
b) 179 303,83 $ (20 ans); 289 115,13 (30 ans) 
12. а) tz 146,54 mois b) 246 758,02 $ 
13. а) 0,000 120 97 an^ b) Q, ехр(-0,00012097), геп années с) 13305 ans 
14. а) т= 2,9632; non b) 7—-101n2z 6,9315 с) т= 6,3805 
15. b) y, 0,83 
16. t- In dn 19 anii = 6,07 min 
8 12 
17. a) и() = 2000/(1 + 0,0487)'^ €) т= 750,77 s 
18. a) u(r) = се“ + Т, + КТ, (k cos ot + їп er)/(? + o») b) R=9,11 °F; т=3,51һ 
с) R- КТ, INK +07; т= (1 + о) arctan(@/k) 
19. а) cz К+ (Р/т) + [c, - k — (Р/ғДес"У; limc =k+(P/r) b) T=(VIn2}/r; T = (VIn 10)/r 
с) Supérieur, Т = 431 ans; Michigan, T = 71,4 ans; Érié, T — 6,05 ans; Ontario, T = 17,6 ans 
20. а) 50,408 m b) 5,248 s 
21. a) 45,783 m b) 5.129 s 
22. а) 48,562 m b) 5.194 s 
23. а) 176,7 pi/s b) 1074,5 pi €) 15 pi/s d) 256,6 s 
24. a) dvldx=-uv b) и-(66/25) In 10 ші”! = 6,0788 ші! €) 7=900/(11 In 10) s = 35,533 s 
25. а) x, = "Ei Rem, zd 
26. a) у= -(mglk) + [v  (mg/K)] expC-Kkt/m) b) у= у, gt; oui с) v=0pourt>0 
27. a) v, = 2а? е(р- р')/9и b) e- 4za?g(p — p^)3E 
28. a) 11,58 m/s b) 13,45 m €) k 2 0,2394 kg/s 
29. а) у= RJ2g/(R* x) b) 50,6 h 
30. b)x=utcos A, y=-gf"/2+utsinA+h d) –16/2/(и? co? А) + L tan A +3 > H 


e) 0,63 rad < A < 0,96 rad f) u= 106,89 рі/5, А = 0,7954 rad 


31. a) у-(и сов A)e", w=-g/r + (u sin A + g/r)e" 
b) x= u cos A(1 — e™)/r, y--gtlr* (u sin A + g/r)(1—e")/r-h 
d) u = 145,3 pi/s, A = 0,644 rad 

32. d) k=2,193 


Section 2.6 
1. y=0 est instable. 
. y --alb est asymptotiquement stable, у = 0 est instable. 
. у= l est asymptotiquement stable, y = 0 et y = 2 sont instables. 
. у= Oest instable. 


. у = Oest asymptotiquement stable. 


2 
3 
4 
5 
6. у = Oest asymptotiquement stable. 
7. с) у= Dy + 0 -yp ap/[ + (1 у) 
8. y= 1 est semi-stable. 
9. у= –1 est asymptotiquement stable, y = 0 est semi-stable, y = 1 est instable. 
10. у--І et y = 1 sont asymptotiquement stables, y = 0 est instable. 
11. у= 0 est asymptotiquement stable, y = b?/a? est instable. 
12. у= 2 est asymptotiquement stable, y = 0 est semi-stable, y = —2 est instable. 
13. y=0 et y = 1 sont semi-stables. 
15. а) 7=(1/n In4; 55,452 ans 
b) 7= (Ur) In[B(1 — 00/01 — В)о]; 175,78 ans 
16. a) у = 0 est instable, у = К est asymptotiquement stable. 
b) Concave vers le haut pour 0 < y < K/e, concave vers le bas pour K/e < y « К 
17. a) у= K exp{[ln (y/K)]e"] b) у(2) = 0,7153К = 57,6 x 105 kg с) т= 2,215 ans 
18. b) (a Nk/az; ош —— e)k/esza 
19. b) &/2g(xay 
20. с) Y= Ey, = KETI – (E/r)] d) Y, = Kr/4 pour E = r/2 
21. а) у, = K[1x 41-04870) |/2 
22. а) у = Oest instable, y = 1 est asymptotiquement stable. b) у= УЛЛУ, *ü-yge*] 
23. а) ys ye? b) х= x, exp[-«y,(1 — е)/8] €) x, exp(-ay,/ B) 
24. b) z= V[v (1 - v)e?] с) 0,0927 
25. a, b) a=0:7y=0 est semi-stable. 
а> 0:у= а est asymptotiquement stable et y = — Ja est instable. 

26. a) a £0: у = Oest asymptotiquement stable. 

а> 0: у= Oest instable; у= Va et y = —a est asymptotiquement stable. 
27. a) a «0: y = Oest asymptotiquement stable et y = a est instable. 

а= 0: у = 0 est semi-stable. 


а> 0: y -Oest instable et y = a est asymptotiquement stable. 


_ pale" "* —1] 


28. a) limx(f) = min( p, д); x(t) PED 
D 


t=% qe 


Ж 
bjiümx)sp: x- Z 
1 pat 1 
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Chapitre 3 


1. 
3. 


Réponses aux problémes 


Section 3.1 


y=ct"+c,+int 2. 


у= (ЧЮ In| (k- 0/4 0| + c, sic, => 0; 


y--2t!-c,sic, 20; de plus у= с 
2 
yet давх de plus у= c 


= -t — to 
y=ce"+c, -te 


6. c y=ct-ln|l+ct|+c, sic, #0; у-ті +c, sic, = 0; 
7. у= сі+с, 8. 
9. 1-26 =21; de plus у= c 10. 
1. yIn|y| -y* cy * t2c,; de plus y = c 12. 
4 us 1 
13. у--(1-1)“-- 14. 
y 3 ) 3 
3 ы 3 5 
15. жалату ма айылы ынты 16. 
Section 3.2 
1. y=ce'+ce* 2 
3. yz се? + ce? 4 
5. y=c+ce* 6 
7. у=сүехр[(9+3/5)1/2]+ c, exp[(9 — 34/5)0/2] 8 
9. y=e'; y — œ quand t — оо 10. 
11. у=12е' — 8e"? ; y — —c quand t — оо 12. 


26. 


. y 0 pour a« 1; 


. y= 22035413) exp[(-5+13)r/2] E —5413) exp[(-5 — /13)1/2]; 


‚ у= (2/433) ехр((-1--/33)/41- (2/433) ехр((-1- 433)1/4]; 


. ye eme y > e» quand t > e» 
l (52,3 (an 

" ges Та” ч y — —ee quand t — оо 

у жу -бу-0 Hn 
] у- теке; le minimum est y 2 1 en t=1n 2 
. y--e! 3e"; le maximum est у = en r- In (9/4) y- 
. (--2 22. 
. y э 0 pour a «0; y devient non borné pour а> 1. 


. a) у= E 2B)e? + La- D) 


b) y =0,71548 quand íi In 6 = 0,716 70 

с) В-2 

a) у= (6* B)e? — (4+ B)e* 

b) t, -In[02438)/02-2B)], y, = E 6+ PPNA By 
с) В=6(1+ 4/3) =16,3923 


d); >In 8/2), у, =>% 


+ у=сүе 


+ у=сүе 


y=cinf+c,+t 


у = (2/0) arctan (t/k) + c, sic, =-k<0; 


Suggestion: (v) = v? est un facteur intégrant. 


de plus у= c 
y-c,sin (tt c) = К, sint t k, cost 
t+c, = sS 0-260 0)" 
e" — (t c) * c, 


y220-02 


cid 
5—5 


. у= се + ce” 


12 1 
t с,е 


3/2 -3t/2 


+ с,е 


‚ y=cexpl(+V3)1+c, expl(1- V3) 


1 
у= де-ген ї y — 0 quand t — e» 
y=-l- e”; y — –1 quand t — оо 


y — 0 quand t — œ 


y ee quand t — œ 


2y” + 5y' + 2у = 0 


0 quand г= In 9 
B--1 


il n'y a pas de œ pour lequel toutes les solutions non nulles deviennent non bornées. 


27. 
28. 


a) у= йс b) ау” + bY' - cY 20 


а) b>0et0< c< 22/4а b) с<0 


Section 3.3 


| := 


11. 
14. 
16. 
18. 
20. 
21. 


22. 


23. 


24. 
28. 


29. 
31. 
34. 
36. 
40. 


42. 


43. 


44. 


45. 


48. 
51. 


юли © 


7 
Le? 
2 


ез" 
—e?t 

0«t«oo 

0«t«4 

0<х<3 

L'équation est non linéaire. 
Non 


te' + ct 


—4(t cos t — sin 1) 


Réponses aux problémes 


c)b<0et0< c< b?/4a 


-ю<1<1 


0<1<со 


. 2<х<3л/2 


. L'équation est non homogène. 


3te? + ce? 


5WCf, 8) 


y, et y, forment un ensemble fondamental de solutions si et seulement si a,b, — a,b, #0. 


1 -2t 2 1 І -2t 1 1 
)= е +-е, у, (0) =-=е +-е 
A ) 3 3 ) aC ) 3 
liés, Эу 1 
dece 3( Шыға ( n y, (0 2--e 
Oui 25. Oui 26. Oui 
b) Oui 


-3(1-1) 


I us 
ете) 
2 


27. Ош 


€) DO, yO] et [y A, у,(Ө1 sont des ensembles fondamentaux de solutions ; 


yO, yO] et [y, C). y,(0] ne le sont pas. 


ct?e! 
cix 
2/25 


p(t) = 0 pour tout t 


30. 
32. 
35. 


с сов! 
c(l- х2) 
3Ve = 4,946 


Si t, est un point d’inflexion et y = @(?) est une solution, alors à partir de l'équation différentielle 


рАФАД-ай)Фа) = 0. 
Oui, 
Non 


Oui, 


1 _ -l 
Oui у= сіх! +c,x 


(1-хдш”-2хи + a(o Ци-0 


х 
у= se^ f e”! dt+ ce *^ 
Xo 
1 * ut) 1 
у= —— |с ——а@+с,|, u(x)=exp + 
ux) Xo t x 


47. 


49. 


Les équations de Legendre et d'Airy sont autoadjointes. 


Section 3.4 


1. 
2. 


3 
4. 
5 


e cos 2 + ie sin 2 = —1,1312 + 2,4717i 


е? cos 3 — ie? sin 3 = -7,3151 — 1,0427i 


2-І 
е? cos (z/2) – ie? віп(1/2)--егі = —7,3891i 


. 2 cos(In 2) - 2i sin (In 2) = 1,5385 - 1,2779i 


XU” + 3xu' + (0 -x2 - vu 20 
Au" -xu- 0 
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26. 


35. 
36. 


37. 


38. 
39. 
40. 
41. 
42. 
44. 
45. 
46. 


s у= 04243) cos t- 2— 4/3) sin t; 

5 
. y23e" coste ze 
y=3e " cos 


. у= 2e"? cos t 4 V2e 7? sint; 


. a) y 22e" cos J 5t [(о‹ + 2) 4 5]e " sin 4/57 


7^ cos(2 In л) ^ iz ^?! sin(2 In л) = —0,2095 7 + 0,2395 91 
y=ce'cost+c,e'sinf 


= 2t —4t 
у= се + с,е 


= -3t -3t сі 
- у= суе! cos 2t + c,e™ sin 2t 


. у= суе" cos (1/2) + c,e" sin (1/2) 


= —/2. -Н2 са 
- у= се"? cos tt ce ^ sint 
1. "n 
у= 3 sin 21; oscillation stable 
. yz e? cos t - 2e? sint; oscillation décroissante 
. yz-e"?"? sin 2t; oscillation croissante 


[2x 
"sint; 


. a) u = 2e'5 cos (4231/6) — (2/4/23)e'5 sin (V23/6) 
. а) u 2 2e? cos (4341/5) + (1/4/34)e '? sin (4/341/5) 


d) z/ 5 
b) T= 1,8763 


€) t= (z -arctan [245/(2 + 00]] / V5 

а) у= е“ cos t ae" sint 

c) a T 27,4284; a -l, T = 4,3003; 
4 2 

y 7c, cos (Іп f) + c, sin (In f) 


- -1 -2 
у= сі! сы 


у= с сов (5 In ) t cst sin Е In ) 
2 2 


у= сі + ct 

у= с? +e t? 

у = суі cos (21 f) + с, sin (2 In f) 
у= сі+ с, 

у= c,f? cos (In f) + с, sin (In f) 
Ош, y=ccosx+c,sinx, х- е? dt 
Моп 


Ош, у- ce cos (4/312/4) + QU sin (5/3/2/4) 


Section 3.5 


1. 


3 
5. 
7. 
9 


11. y 


13. 


== -/2 
у= се"? +с,е 


= t t 
у= се'+ се 


3/2 


у = суе! cos 3t + c,e' sin 3t 


= 14 —4t 
+. у=се + с,е 


EL 21/5 21/5 
. у= се? + суе 


7 
= 2e" —— 9? — y ә quand t — ә 


1 


- 5 n 
y--e “сов3 е іп 3, y — 0 quand t 2 eo 


oscillation stable 


oscillation décroissante 


+ у=сүе 


. y=ce сов Үбі с,е sin \/5ї 
PN і -і сј 
. у= сет cos t c,e* sint 


- y 7c, cos (31/2) + c, sin (31/2) 


113 — 41/3 


+ с,е 


. у= се? соз (31/2) + c,e™ sin (31/2) 


oscillation décroissante 


b) t= 10,7598 


b) Т-14,5115 


а= 2, 


= $5 BM 


10. 


12. 


14. 


b) œ= 1,50878 


T= 1,5116 


у= се" + сует" 
= —31/2 -3t/2 
у= се? + cte 
= 3t 3t 
y=ce*+ суе 
—31/4 


= -3/4 
у= се“ + cte 


у= е" cos (1/2) + ce”? sin (1/2) 


у= 21е“, у о quand t — ee 


у= Te?" + 51е2"+), y — 0 quand f — о 


15. a) ya e?" — зе b) t= 2 с) 1,- 16/15, y=- 
D y= et (oe e; jc 
2 2 


16. y 2e? + (b — Dyte'? ; Б-і 


=1/2 


17. а) y=e "^ + te b) %4 = Е, Yo 75e 7^ = 2,24664 


d) t, - 46/01 + 2b) > 2 quand b 2 о; 


18. а) у= ае + (5a - De b) а- ч 
3 2 
23. y (0 =? 24. 
25. y, - t^ Int 26. 
27. у(х) = cos x? 28. 
29. у(х) = x "e? 30. 
29 
31. у= xx | ез 2 ds + се /2 
0 
t s 
32. у,(0) = y(t) f у, (s)exp - / pir) ar ds 
10 50 
33. y, = t^ Int 34. 
35. yx) = x 36. 
38. b) y, + (a/b)y, 40. 


= -1/2 -1/2 
41. y=c t tct ^ Int 
43. y=ct'+ct "Int 
= 3/2 3/2 
44. у= с? c с? Int 


45. у= ct? cos (3 а 0) + c,t? sin (3 In f) 


Section 3.6 
= 3t -t 2t 
1. у= се“ + се" -е 


12 
2. y=ce ‘cos 21+с,е' sin 21+ 2 sin 2t — — cos 2t 
7 17 17 


7 
3. у= се!+с,е! –– + 31 21° 
y 1 2 
2 
4. у= се! + с,е + 2e? — Зе? 


ЖЕТСЕ 
5. у= се? +с,е' +> te" + t e" 
ЕТЕП ЖЕК ӨТ 1 
6. y=c,+c,we +1 —sin2t - – cos2t 
2. 2 2 


7. у= c,cos3t t c,sin 3/-- Lor —6t+1)e” + 2 
162 3 


= -t ct 22-і 
8. y=ce‘+cte'+t'e 


12 2 


+t —61+14 sint 


= x a 
9. у= се +с,е cost 


1 
10. y=c,cost+c, MM RER /- sin 2t 


П. u=c, cos Qt + c, sin @,t + (05 + @°) cos 01 


- u— c, cos QVE c, sin 01+ (1/20 sin (ot 


13. у= се"? cos (4/15 1/2) + cje " sin (V151/2) ee e 


42. 


зале ш-0,33649 


с) y=e ^ СЭ 


Ум = @ + 2р) exp[-2b/(1 + 2b)] — e» quand b — с 


у, = 

У,0 = te' 

у,0) = x 

y,00 2 x? cos x 
у, = cos г? 


-1/2 cos x 


7,0) = x 
у= с?+сџ? lnt 


= 5/2 
ysettcy 


1 1 1 1 
14. у= се +с,е + - te? e Le?! 15. v=e ef" 
ad d T3 М 2 2 
16. у- I sin 2t 13 cos 2t + lg Ш, 17. gsdig deba Lora 
10 40 4 8 5 6 
2 2 1 
18. y=e”+2e”- Се — te” 19. у-2сов2/--віп 2t 3 reds 
3 3 8 4 


1 
20. у= e~” cos 21+ л e` sin 2t + te ‘sin 2t 


21. a) Y(t) = (Aut? * A,P +А +A t+A,) +В B В,)е + D sin3t * E cos 3t 


b)A,=2/15, А,--2/9, А,-8/27, А,--8/27, А,= 16/81, B,=-1/9, B,--19, B,--2/27, 


D=-1/18, Е= –1/18 


22. a) Y(t) Z Aet A, * f(Byt - B) sint (р, + D) cost 


b)A-L A,-0 B,-0, B=1/4, р,=-14, D,-0 
23. a) Y(t) =e'(A cos 2t + B sin 20) + (D t+ De" sin t + (Е т+ E )e” cost 
b) А--1/20, B--320, D,--32, D,--5 Е,-3/2, E =1/2 


24. a) Y(t) = Ае" + t(Byt? + Bt - BJe*'cost t(D t + 01+ D)e” sint 


b)A=3, В,--2/3, В,=0, В,-1, D,-0, D=1, D,-1 


2 


25. а) Y(t) AJ * Atc A, Ü(But e B)e? + (Du D) sin 2t (Et - E) cos 2t 


b)A,=1/2, А, =1, А,-3/4, В,-2/3, B,-0, D,-0, D,=-1/16, E,-1/8, E,-1/16 


1 0 
26. a) Y(t) = (Ay? +A t +A,) sin 2t (Bot? + B t+ В.) cos 2t 
b)A,-0, А,-13/16, А,-7/4, B,=-1/12, В,-0, В, = 13/32 
27. а) Y(t) = (AP? * At A)e'sin 27+ (By? * B,t * В,)е' соз 21+ e" (D cos t+ Е sin t) + Fe' 
b)A,=1/52, А, = 10/169, А,--1233/35152, В,--5/52, В, = 73/676, В,--4105/35 152, 
D=-3/2, Е= 3/2, Е= 213 


28. a) Y(t) = (А * A)e" cos 2t + t(B,t  B)e" sin 2t + (D t+ D )e™ cos t (Et + Е)е sint 


b)A,=0, A,-3/6, В,-3/8, B,-0, D,=-2/5, D =-7/25, E,=1/5, E,-125 


29. b) w- E. + суе“ 
5 


N 
30. y=c cos At c, sin Àt* Y [а 


m-l 


KA? — m^z?)]sin тлі 


m 


t, 0</<л 
31. у- . 
—(1+ z/2) sin t — (1/2) cos t+ (1/2)e^, і>л 
Dodo. ШЕ 
----е 'sin2t—-—e сов 2t, 0<:<л/2 
5 10 
32. у= 1 1 
sonet уе" cos 2t — 16те ОЕ" sin2t, t»z/2 


33. Non 


1 
36. у= де“ cce - 5° 


Section 3.7 
1. Ү()-е! 2. үш=-ге”' 
3 2-і 2 
3. Pc e 4. Y(t) 2t?e? 


5. у= с, cost c, sint — (cos /) In (tan f + sec 1) 
6. у= с, cos 3t + c, sin 3t + (sin 34) In (tan 37+ sec 3/)- 1 


7. yz се? + cte? – e? Int 


8. у-с,сов21-4с,5іп21- 5 (sin 2t) In sin 21-5105 21 
9. у= с, cos (1/2) + c, sin (1/2) + t sin (1/2) + 2[In cos (1/2)| cos (1/2) 


1 
10. у-се *c,te' — si In (1+#°)+te'arctant 
П. у= се +с,е“ + ЖЕЗ - езе» ei) 4 


12. y=c cos2t+c,sin2t afi 2(t — s)]g(s) ds 


13. ү) = 2r ln: 14. Ү() 2-0 
1 2t 1 -t 
15. Y()- (De 16. Үй)--:(01-Ве 
1 2 3 3 1/2 
17. Y(x)- z (dnx) 18. Y(x)= ES cosx 
19. yo). | 2616 ра 20. YG)2 х? | r?? sin (x net dt 
-te 
t t 
23. b) y= y cost+ y sars f sin (t — s)g(s) ds 24. y-(b-a)' / [ges - e"? es) ds 
10 10 
1 1 
25. у= р! / e^? sin u(t — s)g(s) ds 26. y- / (t — 5e" "g(s)ds 
10 10 
2. 2 -1 -5 1 
29. y=ct+ct+4t lnt 30. y=ct +c,t +! 
ї 1 2t t 1 -і 
31. y=c(1+r)+ce ыту жы 32. у= се +120110 
Section 3.8 


1. и-5со5(2/- ô), ô= агсіап(4/3) = 0,9273 


2. и= 2 cos(t — 2713) 
3. и= 24/5 соѕ$(31- 6), 65 = – агсіап(1/2) = —0,4636 
4 


. u= 3/13 соѕ(лі- 5), б = m+ arctan(3/2) = 4,1244 


5. u= cos 8rpi, tens; @= 8 rad/s, Т= л/45, R= 1/4 pi 
3 . 
6. u= sm Dom, tens; t= л/14 s 
7. и-(1/4,/2) sin (827) ED cos(842r) pi, tens; @ = 84/2 rad/s, 


Т-л/4.25, R-411/288z:0,1954 pi, ó-— —arctan (3/42) = 2,0113 
8. Q = 10% cos 2000г coulombs, ten s 


9. u=e ""'[2cos (44/6 1) + (54/6) sin(4J6t))cm, tens; 
и = 4 d6rad/s, Т,-л/2,68, Т,/Т = 7/246 21,4289, т-0,40458 
10. u=(1/8V3De 7" sin (24/317) рі, tens; і-Л/2,315, т=1,59275 
11. и-0,057198е-%5! cos (3,37008:- 0,50709) т, tens; U= 3,8700 8 rad/s, 
Шо, = 3,870 08/5/15 = 0,999 25 
12. Q = 10-%(2е50% — e700) coulombs; tens 


13. у= 420/9 = 1,4907 


16. 
17. 
18. 
20. 
23. 
25. 


26. 


27. 
28. 
29. 


30. 
32. 


г= ЧА? + B',rcosÓ- В, гѕіп 0=-A; К =; 6= 0 + (4п + 1)л/2, п=0, 1, 2,... 


у= 8 16:5/рі 

R = 10° ohms 

v, « -yuy2m 22. 27/431 

у= 5 lb-s/pi 24. k26, у= +24/5 
a) T= 41715 d) у = 173, min T= 4,87 е) т-(2/у)1һ(400/|/4-у?) 


а) u(t) 2 е7" [и JAkm — y? cosut+(2mv, + yu,)sinut]/J4km — y? 


b) R? = Am(ku, + Уну, + тус) Акт — y?) 

рш”-р,ҙи-0, T= 2n d pllp,g 

a)u- 2 sin 4/21 с) Dans le sens horaire 

а) и= (1 6/4127)e "^ sin (127708) c) Dans le sens horaire 


b) u = acos (d k/mt) + b A m/k sin (d k/mt) 
b)u-sinf, A21, Т-2л с) A-2098, Т-6,07 
d)e-02, А-0,06, Т= 5,90; e=0,3, A-2094, Т= 574 


f) «--01, A-1083, T=6,55; е--0,2, A-106, Т-6,90; e=-0,3, A=1,11, Т=7,41 


Section 3.9 


1. 


ex op, (з 


15. 


16. 


17. 


18. 
19. 


—2 sin 8t sin t 2. 2 sin (1/2) cos (131/2) 


2 cos (371/2) cos (ztt/2) 4. 2 sin (71/2) cos (1/2) 
и” + 256и = 16 cos 3t, и(0)- 5, и(0)-0, uenpiftens 
и” + 10u' + 98и = 2 sin (1/2), и(0)-0, и(0)-0,03, иеп шіп, tens 


a)u- 151 coster TE dos с) © = 16 rad/s 
1482 247 


383 443 


а) и 
7300 


= 160e^ 73) + 
sil e™ cos (V739) 


b) Les deux premiers termes constituent la partie transitoire. d) o - 443 rad/s 


ue (eos 7 cos 8o = 25 sin (1/2) sin (151/2) pi tens 


. u= (cos 8t + sin 8t — 8t сов 80)/4 рі, tens; 1/8, 7/8, 7/4, 3m/8s 


. a) 56:60 cos 21 + sin 27) рі, tens b) m = 4 coups 


. и= (00216) cos (37 3л/4) m, tens 


Fy(t —sin t), 0<І<л 
u-iF,[Qzx-0-3sint], т<і<2л 


-АҚ sin t, 27 < t< œ% 


О(тї) = 10 (e00 — 46-1000 + 3) coulombs, zens, (0(0,001) = 1,5468 x 1075; 
Q(t) — 3 x 10% quand t — e» 


a) u = [32(2 — о?) cos ot + 80 sin (01]/(64 – 630? + 160*) 
b) А = 8/464 – 630 &160* 

а) о-3-04/8-1,4031, A-64/4127 = 5,6791 

a) u = 3(cos t — cos æf)/(@? – 1) 


a) u = [(02 +2) cos t —3 cos ot]/(o? — 1) + sint 


e™ sin (4731) – 160 cos (1/2) +3128 sin em] 


Q (0,01) = 2,9998 х 1075; 


Chapitre 4 Section 4.1 


l. — < t< œ% 2. 1>0out<0 

3. 1>l,ou0<r<l,our<0 4. 1>0 

5. ..., -3m/2<x<-m/2, -л/2<х<1, 1<х<л/2, л/2<х<3лЛ/2, 

6. —»«x«-2, -2«x«2, 2<х<о 

7. Linéairement indépendant 

8. Linéairement dépendant; ЛО + Зр) – 2f) = 0 

9. Linéairement dépendant; 2f (0) + 13/510) – 3f, (0 – 7f, (0 20 
10. Linéairement indépendant 
11. 1 12.1 13. -6e?' 14. е? 15. бх 16. 6/х 
17. sin?t- ls = 1 cos 2t 

10 2 
19. а) ay[nin- D (n -2)---1]* aí[n(n-D---2]t a, 
b) (ayr" t ar" а, )е" 
c) eS e, e”, ез; ош, W(e', e~, e”, e?) £0, — < t< o0 

21. W=ce? 22. Wzc 
23. W=c/r? 24. У-с/ 
27. у-се бс, cute! 
28. у= си? * c,P * c(t 1) 
Section 4.2 

1. 2e lemen] 2. De Озин] 

3. Зейт+?тл) 4. elena] 

5, 2ейЇ@!л/б)+2тл] 6. Jae X 6n 9+2ma] 

7. 1, 5-і t i 3), Ici- i43) 8. 2/4g-mi& — QuAgTuifs 

9. 1, i -L -i 10. (/3-0/.2, -(V3+n/V2 
П. y-c,'-tc,te' t ce" 12. у= се + c,te' + се! 
13. у= c,e' t с,е + с,е" 14. у= с, + с, + с,е + се" 


= t -t 2t 
. у=се +c,e +c,e +c,e 


= t 
. у= се +с,е 


. у= се‘ tc 


"- 3t -2t 
. Ү-се +се “%с,е 


-2t 


22-і 


= t t 201 —t ч 2 
у= се + cte жеу е +c,e + c,te %сы е 


- 1 -t 1 
. у= с, tctce + се +c, COs +c, Sint 


= t 2t 1 
у= с tc, + с,е + c, COs ź + С; Sin t 


. у= e, ce" +e™ (c, сов J3t + c, sin 4/37) 


- y 2 (c, t c,f) cos t+ (c, + cf) sin t 


(QS) (2—/5) 


+с;е 


(—2+/2)1 (-2-42)t 


+ ce 


. у= ce" ce ^ cos(t/43) + сем" sin(t/V3) 


3-3 3-43 
быз се“ 43) 


у= се"  c,e"" + c,e* cos 21+ ce” sin 21 


: 1 . 1 a 1 . 1l 
; y-« cost ecssin ree [cos orc sint pen 6, сов >! c, Sin 27 


. yz e'[Ce, t с) cos t+ (c, + cf) sin t] + e" [(c, + сұ) cos t+ (c, + cf) sin t] 


28. 
29. 


30. 


31. 
32. 


y=ce cos t ce" sin t+ c,e “сов (J3t) + c,e " sin (3r) 
yz2-2cost-sinft 

у= тей sin (t/42) — Бел sin (/-/2) 

у-2/-3 


у-2с081-біпі 
2 1 1 21 1 —2t 16 -m 


33. у---е е е 
3 10 6 15 
34. = кыЛ n co Eod ind 
72213 13 
35. y- 8 — 18e + 8e” 


36. 


37. 


38. 


21 _ 38 ,. 8 , 173 ж. 
= —e ‘cost етісіп? e ^ cos (4/37) + — — e" sin (4/37 
ET 13 13 307 (90 


у= ;(cosh t—cost)4 ; Sinh t —sin f) 


а) W(r) 2c, une constante b) W(r = –8 с) W(n-4 


39. b) u, = c, cost c,sint +c, cos \/бї+ c, sin Үбі 
Section 4.3 
le 
1. у= се *c,te' t ce "hee 3 


10. 


11. 


12. 


13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 


: : D. 
y=ce+ce "+c;cost+c,sint-3-—tsint 
4 


Е к 1 
у= се Seer eos tte sin be qe ed (ed) 
= 1 m$ 
у= с +e e + с,е' cost 


1 
у= с tcettce сце? --e – 1—1 
; | 1 
y-ccost-tc, анасы аа ағы 
1 
у= с ++ ce ce" [c; соѕ(4/31/2) + c sin(430/2)] ar 
-c tote c pis su 2+ cos 2t 
у= Сре 3 4 20 40 
3 1, 
---(1-сов 21)+-17 
меті АГ 
3 Р 
y-(t-4)cost— Qnm sint+3t+4 


y- 1e 1 +3 


77 49 . 
e e"+—cos2f sin 2f 
40 520 65 130 


YO = (AP + А? + AL EA) + Ве! 


2 4. 1 
Y=-—cosft-—sint+—e "+ 
5 5 20 


Y(t) 2 А +A )e” +B cos t+ Csint 

Y®  APe'- B cos t+ С sint 

Y(t) = AP + (B,t +B )e' + t(C cos 2t + D sin 2/) 

Y( = (А2 t AE A) + (But В) cos t c (Cut - C) sint 
Y(t) = Ае + (B t + B)e* + te*(C cos t + D sin t) 


= = -1 
k=a, k, =а,0" +а0" -...ta, Xa, 


Chapitre 5 


Section 4.4 
1. yzc,*c,cost- c, sint — In cost — (sin f) In(sec г + tan 1) 
2 КЕН 1 -і 1 2 
. y=c toe cce --t 
2 
t -t 2t 1 4t 
3. у= се tc +суе +—е 


10. 


11. 


12. 
13. 


14. 


15. 


16. 


у= c, t c, cos f t c, sin t+ In(sec t + tan f) – f cos t + (sin /) In cos / 


; Le 
. y=ce'+c,cost+c;sint—--e ‘cost 


: А lE. 
. у= c,cos t-- c, sin t сї cos t c,t sint -ft^sint 
8 


t 
1 1 1 1 1 
RC Imons + (sin t) In cost сов? TEJI (e™/cos s) ds 
10 


c,=0, с,-2, с, = 1 еп réponse au problème 4 
7 7 1 5 š 
i2; 26; Ў 265 2 24 en réponse au probléme 6 
8 8 2 
3 1 5 2 ` 
с, 2 с; 2 с; 7 1,7 1 en réponse au problème 7 
c,23, с,-0, c,-—e"", 1, =л/2 еп réponse au problème 8 
Y(x) = х*/15 


1 
ro=; f [e™ —sin(t — s) - cos(t — s)]g(s) ds 
10 
1 1 
Yo-- / [sinh(t — 5) – sin(t — s)]gCs) ds 
10 


t 
ro=; f e" (t-s) g(s) ds; Y(n --te'In|t| 
10 


х 
17. Ү(о- S [(х?) - 2G P) (х5 10 )]g(O dt 
Xo 
Section 5.1 
1. хі-х,, х,--2х,-0,5х, 2. 
3. xx, x,2-0-0,256?)x, - t^!x, 
4. х=. X554 у=. XX 
5. xi 2x, х;--4х,-0,25х, +2cos3t, х(0)=1, x,(0)=-2 
6. х-х,, xj--q(Ox,- pix, +80), x0) mu. х,0)-и) 
7. a) xy =ce+ce*, x, -ce'-c,e* 
b)c,25/2, с,--1/2 en réponse à la partie a). 


f 
х= Хх, 


t t 
1 1 
a yea ee tee вагове / дане f (e! /віп s) ds 
to 10 


x, =—2x, – 0,5х, + 3sint 


с) Le graphe s'approche de l'origine dans le premier quadrant le long de la droite x, = х,. 


. a) х” =x -2x,-0 


+ 


ЇЙ 2 
e е, х= 


3 3 


b) x, 6 4% 


с) Le graphe est asymptotique à la droite x, - 2x, dans le premier quadrant. 


498 


Réponses aux problémes 


i 


6 -12 
4 3 
9 12 
) —3+ 5i 
2+1 

-] 4 

3 -1 

5 -4 


3-21 
1-і 


3 
7 
0 


2+1 
-2-3і 


7--5і 
742i 


| 


| 


d) 


m,y, = Ку, — (k, +k,)y,+F,0 


| 


8+7i 
6— 4i 


9. а) 2x7 - 5x; +2x = 0 
b) X, = Зып Lo х, = Зып 1 21 
2 2 2 2 
с) Le graphe est asymptotique à la droite x, = x, dans le troisième quadrant. 
10. a) x/-c 3x; + 2x,-0 
b) x =—7e"+ 6e”, x, = Te" + 9e?! 
с) Le graphe s'approche de l'origine dans le troisième quadrant le long de la droite x, = х,. 
11. a) x/-t 4x, 20 
b) x, 23cos2t-4sin2t, x,=-3 sin 2t + 4 cos 27 
с) Le graphe est un cercle centré à l'origine de rayon 5 parcouru dans le sens horaire. 
12. a) х/ t xj 425x,-0 
b) x, 2 2e? cos 2t + 2e"? sin2t, х, —2e"" cos 2t 2e? sin 2t 
с) Le graphe est une spirale parcourue dans le sens horaire, s'approchant de l'origine. 
13. LRCI" * LI +RI=0 
18. y -y, yy, ту--(Қ k,)y, + ky, + F(), 
22. a) piace 50 Q,(0) = 25 
! t & 107 497" 7 
1 1 
5=3+—0,--0,, 0,(0)-15 
0,-3%40.-20» 0.0) 
b)Qr-42, 02-36 
Р 1 3 
с) х= mu to x,(0) = 717 
1 1 
5 = 91—52 х,(0) = -21 
Г 1 1 0 
23. а) Ог = 34, ET +100 Q,(0) - Q, 
> 1 3 0 
0; =q +500 ETT 0.(0) = Q, 
b) От -6(94,%4.), Qj -20(34,%24)) ^ c) Non 
10 EjAE 2 20 
d) —<07/0 < 
l'os, 
Section 5.2 
6 -6 3 -15 6 -12 
1. а) |5 9 -2 b) 7 -18 -1 c) 
2. 3. 8 -26 —3 -5 
1-і -7-2і 3-44 бі 
2. а) | | ) А ; 
—1+2i 2-3і 11+6i 6-5і 
-2 1 2 1 3 -2 
3. a) | 1 0 -1 b 12 -1 1! с), d) 
2-3 1 3 -1 0 
3-21 2-і 3+21 1-і 
4. а) І . | | 
1-і -2-3і 2-і -2-3і 
10 6 -4 
5. | 0 4 10 


4 4 6 


4-4і 
-4 


| 


7 -11 -3 5 0 -1 6 -8 -Il 
6. а) |11 20 17 b|2 7 4 с) | 9 15 6 
-4 3 -12 -1 1 4 =з =] 5 


8. a) 4i b) 12- 8i c) 2-21 d) 16 


3 4 11 
10. 11 11 п. 6 12 
2 Li d 
1] 11 2 4 
1 1 
2 — 0 
1 -3 2 | | , 
12. |-3 3-1 13. = =-->- >- 
42404 3 3 3 
i 1 1 
= 0 = 
3 3 
14. Singuliére 
1 _1 1 1 3 1 
2 4 8 10 0 10 
15. |o t -t Re == 
2 4 10 10 10 
о о 1! uds de % 
2 10 0 10 
17. Singuliére 13 8 2 
булш = 
5 5 5 
1 101 11 6 4 
Se E À 
10 1 1 
18. 19. о E 
1111 0 1l 1 1 
0101 5 5 5 
ш» ш. PC 
5. $ 5 
Je! Se" 10e” 2e" —2+3e”  l+4e*— е Зе -26- е“ 
21. a) |-е 7e” 2e” b) | 4e" -1-3e" 2+2е + е 6e e+ e" 
8е 0 =e” -2e?" —3+6e"  —146e?' – 2е | —3e? +3e'-— 2e" 
1 2e! iu +1) 
e —2e' 2e” 2 
of | aen а un 
—e' -3e'" ден 2 
-] 3e! etl 
Section 5.3 
l. x, : m Na й , Хұш- 1 2. Раз de solution 
3 3 3 
3. x, 2-c, Х,-с%1, x,-c,oücestarbitraire. 4. x, 2c, Х,--с, Х,--с, ой с est arbitraire. 
5. x Z0, х,-0, x20 6. x 2c, Х,-с,, Хұ-с,%2с,%2 
7. Linéairement indépendant 8. x» — 5x? + 2x? = 0 
9. 2х9 — 3x? + 4x0 -x = 0 10. Linéairement indépendant 
11. x? - x? - x^»- 0 13. 3x'"(r) — 6x?) + x?(r) = 0 


14. Linéairement indépendant 


1 1 
16. À =2, ee | À, =4, v 
3 s 1 


; а) 1 ; Q) 1 
17. À,=1+2i, х = 2; A, =1-2i, x° = ] 
1-i 1-і 
а 1 2 1 
18. À. =-3, х = В ÀA,2-1 х? = 
-1 1 
1 1 
19. А, =0, x” || À, =2, x? -[ | 
і -і 
1 
20. 4,22, x? E ; À,2-2, хо = 
1 -3 
а) 3 ә-(1 
21. À--U2, x"-| |) 4, =-3/2, x 
10 2 
2 0 0 
22. A =-1, x°=|-3 |; А=1+21, хӘ-| 1}; A, =1-2i, x? 1 
2 -і -і 
1 -2 0 
23. 421 x°=| 0 |; А,=2, x®=| 1 | 4-3, x®=| 1 
-1 0 -1 
2 2 1 
24. 41-1, хӘ-|-2); À,22, х? =11 j; А=-1, хә =| 2 
-1 2 -2 
1 1 2 
25. À =-1, хӘ-|-4); А=-1, х?=| 0) А =8, хд-|1 
1 -1 2 
Section 5.4 
2. c) мо ceenp [nu rst 
6. а) W() = 2 


b) x” et x? sont linéairement indépendants en (ош point sauf en ѓ = 0; ils sont linéairement indépendants dans 
tout intervalle. 


с) Au moins un coefficient doit être discontinu en t = 0. 


da 4 
x = 
-M? a7 


а) W(t) = t(t 2)е' 


b) x” et x? sont linéairement indépendants en tout point sauf en t = 0 et en = 2; ils sont linéairement indépen- 
dants dans tout intervalle. 
с) Il doit y avoir au moins un coefficient discontinu en г = 0 et en t = 2. 
0 1 
Ф х= 2-2 12-2 |х 
12-21 12-21 


Section 5.5 


1. 


3. 


À PA rod Eas 2d 1h (2\ „ 

= + А = + 

а) х=с| 2/6 *6 e a)x=c| je Ge 
N, M 1 [| 

а) х= с е +c,| |е 4. a) х= с € tC, |е 
-1 3 -4 1 


жс, > 10. х-с, 


11. х= с | 11e" +c,| —2]e' *c,| 0 |е" 12. х-с,|-4 |е” -с,| Ole'+c,l1le 
-1 1 -І 2 
0 1 1 
13. x=c,| -5 мы -4 ДЕН 1 |е? 14. ius -1 је? *c,| 2 |е“ 
-7 -2 -1 -1 1 
1 1 i 
15. х=), eal e^ 16. Ж. е E D 
2\1 2 i 2 


1 1 
20. х-с, 1 ttc, 3 
3 1 ІШЕ” 21; 
22. х-с, с, p 23. х-с, їі +0, і 
4 2 2 1 


29. а) x; 2x, х; = –(с/а)х, —-(b/a)x, 


3 1 
30. а) жаза Ы qom 429 es с) Т = 74,39 
812 8 | —2 


31. a) х-с, dus +c, [к ш. n4 = (=2+/2)/2; nœud 


1 
3) Cr Le Се n,-2-1t42; point de selle 
42 2 TOS | 


b) х-с, 

с) к, =-1+ a; ESI 
32 СИЕ "ын 33. а) LE 
9) |], M dl c es 
Section 5.6 


cos2t біп 21 
1. а) х= се . t cse . 
cos21+sin2f — COS2t t sin2f 
_ .( 2cos2t _ ( -2sin2t 
2. а)х=се'| . tee 
51п 21 cos2t 
5cost 5sint 
3. a) x=c, | +с, 2 
2cost+sint "A—cost-2sint 


ТЫ” Siit 
2 H2 2 


+c,e 
3 > Э 3 СӘ 
3| cos-t- sin—-t 3| -cos-t--sin-ft 
2 2 2 2 


= 12 
4. a) х= се 


- cost Е sint 
5. a) х= се : +с,е . 
2cost- sint E —cost 4 2sint 


—2cos3t —2sin3t 
6. a) х-с, ; te. 
COs3t +3sin3f sin3t — 3cos3t 


2 0 0 
7. x-c,| -3 |е +с,е' | cos2t |+с;е'| sin2t 
2 sin2t —cos2t 
2 - 2sinJ2t V2cos 2t 
8. х= с| -2 |е +c,” соѕ\/21 tee ѕіп 4/27 
1 –соѕ4/21- 2 іп 2: V2 cos /21-sin 21 
| 
9. x-e . 
cost —sinf 


10 .4,( cost-5sint 
.X-e 
—2cost —3sint 


11. a) paela 
4 
Пе 

12. a) ғ=-+і 
3 


13. a) r2 ati b) «20 
14. a) г= (a£ Jo? -20)/2 b) а= —420,0, 420 


15. a) г= t£44—5« b) а-4/5 


16. a) reli За b) &=0, 25/12 


17. a) г--і1з%у-а b) а= -1,0 


18. а) т=-®, 49-240 b) а= 2, 49/24 


19. a) rs 5a- 22 o? +ва 24 b) a2-4-24/0, -4+2,/10, 5/2 
20. a) r2-1£ 4254 8o b) а--25/8, -3 


= сов(У2 In f) E sin(V2 In f) 
21. x=cit tc, 
V2 sin(V2 Іп f) —/2 cos(V2 Іп /) 


22. х-с, | 5cos(ln г) ) «[ 5sin(In т) | 


2cos(ln f) + sin(In f) —cos(In f) + 2sin(ln f) 


23. шата zd 24. a) — р ES 
4 4 4 10 
I cos(t/2 ,( sin(t/2 
25. b) = се | (12 +ce "? @/2) 
ү 4sin(t/2) 7 —4с05(1/2) 
2. 3 : 5 А 
с) Utilisez c =2, с, = =i en réponse à la partie b). 
d) lim/(r) 2limV(1) 20; non 


I cost sint 
26. b) = се"! жее. 
ү —cosft—sinft —sinft - cosf 


с) Utilisez c, = 2etc, =3 en réponse à la partie b). 


d) Пт (7) 2limV(t) 20; non 


28. b) rz tiJkIm d) |r| est la fréquence naturelle. 


3 3 
29. с) r?=-1, eu 9 75 = —4, 26) 4. 


d) х= 3c,cos t + 3c,sin t + 3c,cos 2t + 3c sin 2f, 
X,— 2c cos t + 2c,sin t — 4c,cos 27 — Ac sin 2t 


e) х= -3c sin t + 3c,cos t — 6c,sin 2t + 6c,cos 21, 
х= 2c,sin t + 2с,с05 t + 8c,sin 2t — 8c,cos 2t 


0 0 1 0 
30. а) А- 0 0 Ы | 
-4 3 0 0 
9/4 -13/4 0 0 
1 1 4 4 
| І | І т. | =з 
Әле 49-І ne e һе, 89-і GE жес 89) 0 
Е ET 15 
i i зі 2! 
5 
4с0557 4sin5t 
cost sinf 
сб sint -3cos3t -3sinàt 
с) y=c, : tc, tc tc, 
=sint cost —10sin dt 10cos3t 
—sint cost 15.5 15 5 
2 зїп Бї 2 со85/ 
e) c, Ч ‚ сұ-0, a=}, сұ-0  Période=4r 
0 0 1 0 
0 0 1 
31.3) А = 
-2 1 0 0 
1-2 0 O0 
1 1 1 1 
; а) 1 ; (2) 1 ; (3) =, ; (4) =l 
b) n -l, é = i ы ђ = —i, © = E 2 г, = Bi, é E Bi 5 r, = 41, e - А 
і -і -Ji үзі 
cost sint cos V3 sin V3 
) cosf біп? — cos 3t —sin 3t 
c) y=c . PE tc, +c 
! | -sint cost NE Зѕіп 4/31 М A3 cos 3t 
-sint cost V3sin3r - 3 cos 4/37 
е)с,=1, с,-0, c,--2, с,-0 
Section 5.7 
eie Sen е” C ene H e` 
1. Ф(І)- 2 8 ў i 2. Ф()= 
-=t 2t -t t 1 1 1 1 
е --е е e -u2 =t —1/2 -t 
3 3 3 3 1° 1° е +e 
Se! Бе Беген сег e” = -3t - 21 
3. (1) = 4. ®(r)= 
3 t 3 -t 1 1 9 -t 4 -3t 2t 4 -3 1 2t 
e e e t—e —-—e" -4—e —e"+-e 
2 2 2 2 5 5 3 
қ . e~ cos2t — 2e"! sin2t 
cost+2sint —5sint 
5. Ф(У)- . . 6. Ф()-| | 
sint cost —2sinf —e 'sin2t e cos2t 
2 


гез ese" Без Бе" 
7. Ф(7) = 
3 x 43,4 3 ls 
2 2 2 2 
e cost 2e ' sint e' sint 
8. Ф(У- 2 P PM 
Se 'sint € 'cost—2e 'sint 
-2е 43e" ge A gg 2g? ет 
5 eu dst dus 5 n 4 et 13 2t 3 en Аш 1 2t 
9. $()- 2 2 4 3 12 4 3 12 
7 n 2e" 3 7n 2 e 13 5 7n 2 1 2t 
2 2 4 3 12 4 3 12 
M е?! + ls I ET А даа os 
6 2 3 3 2 2 
10. ®t) = he P aient -2e +e + e” 
3 3 3 
de ез 101 ls lys 2 CUN 
6 2 3 3 2 
1 1 
11. ж ut е" 
2\1 243 
зү _ 2) 
12. х= e ‘cos 21+ e ' sin 21 
1 3/2 
и v i 
17. | “е А n 
vo -0`и) 0 
Section 5.8 
2), 2) , (1), 1 1 ү 
1. х-с, е жс, te + e 2. х-с, жс, 1- |1 
1 1 0 2 2 Е 
2 
2 =t 2 -t 0 =t 1 -u2 І —t/2 М —t/2 
3. x=c, е +c, te + е 4. х=с, е +с, te" ^-2le - 
1 “ІІ 2 1 ие! - 
5 
-3 0 0 1 
5. x=c,| 4 |е" +с,) 1|е'+с,|| 1 |е +0 |е 
2 -1 -1 1 
1 1 0 
6. x=cllle"+c,| Ole" +е,| 1 е" 
1 -І -І 
3+41\ , 3). 1). 
7. a) х= e^ 8. a) x= e'—6| te" 
2-41 -1 1 
3 1 1 3 
9. a) х= e243 te‘? 10. a)x=2| |+14 t 
-2 24-І 2 -1 
-1 0 0 4 1 | 2 
11. а)х=| 2 |е +4| 1|те'+3|0[е” 12. nee 1 d 5 le 7? 
-33 -6 1 1 -7 
2 2 1 1\ l|, 0 E 
13. х-с, ttc, tint t 14. х=с| |t +c, t` lnt-| 1 jt 
1 JU 0 1 1 Е 


I 1 1 2 
16. b) =— e? + te I + e 
V -2 -2 0 
17. d) ë=-  e)£--( -k)EO, k +k,#0 
0 0 1 
18. b) x "(2| 1 je? с) x?()2| 1 te? «| 1 le” 
-1 -1 0 
0 1 2 0 1 1+2 
d) x°(=| 1 |(£?/2)e" «| 1 jte" «| 0 le” e V(n-e"| 11-1 (22/2) +7 
-1 0 3 -1 + -@/2)+3 
0 1 2 -3 3 2 210 
fT- 110) Т 3 -2 "ds b 
-1 0 3 -І 1 002 
1 0 
19. а) х (0) = |0 |е, хӘ()-| 246 d) х? (0) = | -4 |te' +| 0 le’ 
2 -3 
1 0 -2t 1 
e Ғ(0-е|0 2 -4t ou 610 
2 -3 21+1 2 2 21-1 
1 -2 0 1 -1/2 100 
f) Т-|0 -4 0), T'=| 0 -1⁄4 das 
2 2 1 -2 3/2 | 001 
A^ 2А A^ 34 A^ 4X lt 
20. 2- | y | 4- EL 
iu 5 E t | | To д Е E 
d) х= exp(Jr)x? 
100 ї $2 
21. с) ехр(7)-е |00107 22. с) ер 2)-е |00101 
001 0 0 | 
Section 5.9 


5cost 
Х-с, 


1 
-4 


e 
el 


1 
2 


N =e 


2cost+sint 


4 
\-; 


-І 


os 


. + 
NL | 
1 


ROZEN 


1 


Е 
| 


2/3 


1/3 


5sint 


je 
IY. 1 
fcost— tsinf — cost 
0 1 


2 
1 


1 
1 


0 
1 


1 
0 


2. 
e" – 


| 


0 
1 


1 
2 


1 


~ 
[ 
N 


2 


© он 


1 1 І =t 1 t t 
8. х=с| le +c,| le + е +2| е 
1 3 0 
5) (ir) үт 
1 1 2 6 
9. х-с, | "| | ME t- +| Je 
2 2 
10 1 xc. —\/2 -4 1 42-1 te” 1 2442 Е 
. X-c е'+с е-- e't-— e 
8.2 2% 312-402 91 -1--/2 


5cost 


1. 12-1. 5sint 
11. х= | sin f+c, . [+|-2f--sinfcosft+c, . 
2 2cost+sint 2 2 —cost+2sint 


Scost 


1 , 2 2 . 4 Ssint 
12. х= | – In(sin?)- In(-cost) ttc . *|—-In(sint) - t4 c, . 
5 5 2cost- sint 5 5 "A -cost-2sint 


-u2 1 -tH2 o: 1 nl 
е"? cos-t е"? іп? sinz 
13. a) L 10) = b) X = e"? i 
Де"? sin-f —4e "? cost 4—4cos-t 
2 2 _ 


1 13, (2) 11 1 Ц41, 
14. х=с| |f+c, t + t tint t 
1 3 3) 2\3 1 343 
2 1 3 -2 2 
15. х=с| |; xc t er 4-4 
1 RU 2 10( 1 243 


Section 5.10 


1. a) r, 2-1, &®= (1, 2)"; ғ,-2, &@= (2, 1)" b) point de selle, instable 
2. a) r, 22, #®= (1, 3)"; r,=4, 4Ф-(1, 1)" b) nœud, instable 
3. a) r, = –1, ED = (1, 3)’; г,= 1, 60 = (1, 1) b) point de selle, instable 


телу 
E0, E2 = (2 +1, 1)" 

ё®,ё®—=(2 +1, 1)" 
ED, £o-(, 1x i)7 


.a)r 2r, 2-3, b) nœud impropre, asymptotiquement stable 


<a)r,r,=-l+#i; b) point spirale, asymptotiquement stable 
b) centre, stable 


.a)r,r,-l1t2i; 


4 
5 
6.a)r,r,=ti; 
7. b) point spirale, stable 
8 

9. 


а) г, 2-1 49-(1,0)”; r,=-1/4, 0 -(4,-3) b) nœud, asymptotiquement stable 
.a)r =r,= 1, 0 = (2, 1)" b) nœud impropre, instable 

10.a)r,r,=+3i; ED, ÉD = (2, -1 + 3i)" b) centre, stable 

П. а) r, 2 r, 2-1;  =(1,0)7, &?z(0,D7 b) nœud propre, asymptotiquement stable 

12. a) r, r, = (1+ 30/2; ED, ÉD = (5, 3 F 3i)" b) point spirale, instable 

13. x,=1, y,=1; r= 42, r,= 525 point de selle, instable 

14. х--І, у,=0; r,--l ғ,--3; nceud, asymptotiquement stable 

15. x, 22, у„=1; r,r,--lct зї; point spirale, asymptotiquement stable 


centre, stable 


16. х= yló y,= al; r,r,-tqfói; 


17. y?»Akm, nœud, asymptotiquement stable ; 
y? « 4km, point spirale, asymptotiquement stable 


y? = 4km, nœud impropre, asymptotiquement stable ; 


Section 5.11 
l. linéaire et non linéaire: point de selle, instable 
2. linéaire et non linéaire: point spirale, asymptotiquement stable 


3. linéaire: centre, stable; non linéaire: point spirale ou centre, indéterminé 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
17. 


18. 


21. 
23. 
24. 


linéaire : nœud impropre, instable ; non linéaire : nœud ou point spirale, instable 
a), b), с) (0, 0); и/--2и-“2у, v’ =4u + 4v; r2l1£417; point de selle, instable 
(-2,2); и! = 4и, у = би + 6v; г=4, 6; nœud, instable 
(4, 4); и/--би-- бу, v'--8u; ғ--3 + 439i; point spirale, asymptotiquement stable 
а), b), с) (0, 0); u-u, у = 3у; г= 1,3; nceud, instable 
(1,0); и/--и-у, у”-2у; к--і1,2; point de selle, instable 
1 1 
0, a 2 и---и, у = d. — Зу; г=--=, 3; nœud, asymptotiquement stable 
2 2 2 2 
(21,2); и-изу, v'--2u-4v; r=(-3 + JTA; point de selle, instable 
a), b), о (1, 1); и -—w v'z2u-2v; r=-l+;i; point spirale, asymptotiquement stable 
(-1, 1); И/--у, у”--2и-2у; r=-1 +3; point de selle, instable 
а), b), c) (0, 0); u-u, v= Ls r=], E: nceud, instable 
2 2 
1 1 
(0, 2); и --u, v 3/2u 2 у; r=-1, 73 i nœud, asymptotiquement stable 
1 

(1,0); и--и-у, v= Fu к--іІ, 4 Н nceud, asymptotiquement stable 

1 1 1 1 3 1 

-,- |; 4 и у, у у; r2(-5t457 /16; oint de selle, instable 
E 2) 5272572 8" 8 ( ) р 
a), b), c) (0,0); u--u*2w v'2uc2v; г= (1 £417; point de selle, instable 
(2, 1); w= u +3v, v =-2u; г-(-3%./871)/4; point spirale, asymptotiquement stable 
(2, 2); и/--3у, v'-u; r- di; centre ou point spirale, indéterminé 
(4, 22); И/--4у, v =-и- 2у; г=-1+ 45; point de selle, instable 
a), b), с) (0,0); u-u, v =v; г= 1,1; nœud ou point spirale, instable 
(-1,0); и/--и, у”-2у; к--1,2; point de selle, instable 
а), b), с) (0, 0); и =2и+у, v'-u-2v; re V5: point de selle, instable 
(-1,1935,-1,4797); и! = —1,2399и — 6,8393v, у”-2,4797и- 0,8065 5v; 
r = –1,0232 + 4,1125i; point spirale, asymptotiquement stable 
а), Б), с) (0, +2ил), n=0,1,2,...; u-v у =-и; r=ti; centre ou point spirale, indéterminé 
[2, + (2n - Dr], n=1,2,3,...; u = Зу, v'--u; r- +43: point de selle, instable 
a), b), с) (0,0); u-u, v =v; к-1,1; nœud ou point spirale, instable 
(1, 1); u-u-2vw v'--2u-v; r-3,-1; point de selle, instable 
a,b,c)1lD; и--и-у, v'2u-3v; r=-2,-2; nœud ou point spirale, asymptotiquement stable 
(-1,-1); и-изу, v'-u-3v; г=-1 + V5: point de selle, instable 
а), Б), с) (0,0); и --2и-у, у/-и-у; r=(-3+ 35/2; point spirale, asymptotiquement stable 
(-0,3307 6, 1,0924) et (0,3307 6,-1,0924); и! = —3,5216и – 0,2773 5у, у”-0,2773 Su + 2,6895v; 
к--3,5092,2,6771; point de selle, instable 
a), b), с) (0,0); u-utw v'--utv; relXi point spirale, instable 
а), Б), с) (2,2); и/--4у, v= lu + ШЕ г= (7 %.У273)/4; point de selle, instable 
(—2, 2); и -4v, v= M hs r=(-1+ 433)4; point de selle, instable 

2 2 
7 
ud 2); и --4v у”--и; к- ti; centre ou point spirale, indéterminé 
2 2 

c5. -2); и = 4), у”--1/2и; г=+ 421; centre ou point spirale, indéterminé 
a), b), с) (0, 0); и-2и-у, v'-2u-4v; ғ--1:%,7; point de selle, instable 
(2, 1); u'—--3w v'-4u-8v; к--2,-6; nceud, asymptotiquement stable 
(-2, 1); и/-5у, у”--д4и; rei 245i; centre ou point spirale, indéterminé 
(-2,-4); и/-10и-5у, у = би; г=5 + 4/51; point spirale, instable 


b), c) (Voir le tableau 5.11.1.) 
a) R=A, T=3,17 b)R=A, T=3,20;3,35;3,63;4,17 с) Тә x lorsque A—0 d) А-л 
b) у 4,00 25. b) v x 4,51 


30. 


а) dx/dt=y, dyldt=-g(x) – с(х)у 


b) Le système linéaire est dx/dt = y, 


dyldt = —g'(0)x — с(0)у. 


с) Les valeurs propres satisfont à г + c(0)r + g'(0) = 0. 


Chapitre 6 Section 6.1 
1. Continue par morceaux 2. М Гоп ni l'autre 
3. Continue 4. Continue par morceaux 
5. a) F(s) = 1/8, s»0 b) F(s) 22/9, s»0 с) Е(5) 2nUs"*!, s»0 
6. F(s)2s/(sta), s»0 
5 
7, Foe. s»|b| 8. КӨ) liem 2^ s»|b| 
s—a b 
9. F(s) = ——— >, s-a»|b| 10. Е(5) = 7—5» s-a»|b| 
(s-a) —b* (s-a) -b 
11 os Жа s>0 12. Е(5)- s>0 
: Ts? tb? ! ЕРТ 
b 5-а 
13. Е(5) 7—5, 5>а 14. F(s)- 5—5, 5>а 
(s-a) +b° (s-a) +b 
15. F(s) = s>a 16. Fe) =- — s>0 
Ы ( ау” 2; СЕТИ 
s +a n! 
17. F(s)= , s>la 18. F(s)= , %>а 
(s) (s a) (s^ y | | (s) (== а)" 
2 2 2 2 
19. F(9e 2499 2) 0 20. у= 228: +0) ‚>ц 
(= +a") (s^—a^) 
21. Fi- E 22. rg 6t 
s 
Zi 55-5 -2s 
23. F(5)=1 € 24. nue te 
5 s 
25. Converge 26. Converge 27. Diverge 28. Converge 
30. 4) Г(3/2)- (/л/2; Г(11/2) = 9454/7132 
Section 6.2 
3. 
1. —sin2t 2. 2e! 
2 
3. 24 Жы. 4. eram 
5 5 5 5 
5. 2e" cos 2t 6. 2cosh21— 5sinh2r 
7. 2e'cos t - 3e' sint 8. 3-2 sin 27+ 5 cos 2t 
9. —2e cos t+ 5e?'sint 10. 2e cos3t- je sin 3t 
1 3t —2t zx ES 
11. yc +de”) 12. yz2e"7- e?! 
13. y=e'sint 14. у= е – te” 
15. у= 2е' cosh J3t — (2/43)e' sinh J3t 16. y=2e ‘cos21+ ге" sin2t 
Ў 1 2 3 f 
17. y-te Ed d 18. y= cosh t 


19. у= соѕ\/21 20. у= (02 — 4) (0? — 5) cos øt + cos 21] 
1 E t toe 1 -=t t Es 
21. je cuna rc ы. cost — 2e' sint) 22. у= ste —e' cost Te' sint) 
s 1- е" 
23. у= 2е'+1е' + 212е' 24. Ү(5) = + 
pe di аа) 
1 е“(=+1) 
25. Ү(5) = 5 26. Ү(5) = (1— e)/s(? + 4 
(9) 5°(з3^+1) 592052 +1) ()-( Nx ) 
=s -2s 
mro- Ee, 30. 1/05 а) 
8 (з +1) 
31. 2Ь(35° — Ь2)/(82 + Ь2)? 32. nl/s"*! 
33. п!/(5 – а)"*! 34. 2b(s – a)/[(s – а)? + БР 


35. [(s — a – P?V[(s — а)? + ЫР 


37. а) Ү+7ү= 5 b) £Y” + 2sY' – [52 + a(o 4 1)]Y 2-1 


Section 6.3 
7. b) f(t) = -2u (t) + 4и,(0) — и, (0) 
8. b) f(r) = 1 — 2u,(0) + 2u,(?) + 2u4) +и,(0) 
9. b) fO 2 1«u(0 [6—2 1] 
10. b)f()-t?^ +и,(0) (1-17) 
11. b) 0 =t- u (0) - u, (t) — u (At — 2) 
12. b) 0) 2 t+ u, (A2 -— f) + u (A5 – t) -u(0U -0 
13. F(s) = 2e% /s 


14. F(s) = е*(5? + 2)/55 


е s e? 


15. F(s)= (14-755) 


s? s’ 
16. F(s)= le +2e * – 6e“) 
s 
17. F(s)-s?[(1 — s)e?5 — (1 + s)e^] 
18. F(s))-(1—e»ys 
19. f(n26e* 
1 1-2 -2(:-2 
20. /()- quoe е | 
21. f(t) = 2и, (е cos(t — 2) 
22. f(t) = и, (t) sinh 2(t 2) 
23. f(t) = и (де? cosh(t — 1) 
24. f(t) = и (f) +u,(0 — u, (f) — и, (0) 
26. f(t) = 2(20)" 


27. Р) = Те cost 
1 13,213 
28. [= ce? -1) 


29. у) = 5e ^w I2) 


30. Е(5) = 5101-е), s>0 


31. Е(5) = 5 (1-е +e- е), 5> 0 


1 ]-e Or» 
32. F(s)=-[1-e" 4e?" auod À ——, s»0 
5 5(1-е79 


1/8 
1+e”* 


33. Fo $ "е" = , s>0 
8-0 


1/8 
1+е?” 


5>0 


35. (/(0)- 


=s 


1-е 


—, s>0 
5(1+е *) 


36. Г(/(0)- 


1-(1-9е” 


T —— $20 
571-е 9 


37. Г(/(01- 


1+e” 
38. VOIE qe s>0 


39. a) C(f(0) = s*(1-e*) s»0 b) £Z(g(0) 2s?(1—e7?), s»0 с) LAA} =s- e, в>0 
1-е” 
40. b) ДО) = Sae 
Section 6.4 
1. a) у= 1—cos t + sin f — и, (f) (1 — cos f) 


-(1-2л) 


EN 1 T ud 1 78 ; 
2. а) у=е веж зи, О[1+е (7? coste 070? sint | zu, C[1-e (7? cost e sin] 


3. a) y= А-а, 0]Osinr-sin20 


4. a) у= Озин sin2f) си,0у2віпге sin 29) 


1 1 1 1 
5. a = ен е" и t + e (019 e € 
)y 272 iot IE 2 


"I ПОЕТО ТЕ 
6. а) yze'-e? о ( "ере X | 
7. a) y 2 cos t+ и, (Ю[1 — cos (t 3л)] 


8. a) у= h(r) -u,(tr)h(t-zx/2), h(t)= 54 5t 4e "" cost — Зе"? sint) 


9. a) у= 29+ Tuot 6-sin(t 6)] 


10. а) у= h()*u,()h(—-z) ht) = [eost sint - 4e" cost 4- e? sinz ] 


11. TOF Тсоз(2г 2m) Ж Тоз sm) 


12. a) y=u (Ðh(t-1)- u (Ðh(t-2), h(t) = —1 + (cos t+ cosh 0/2 
13. а) у= (0) – и (h(t - л), h(t) 2 (3 – 4 соѕ t+ cos 20/12 
м. f() = [и (а) u uO- to K) hk) 


15. 800) = [и OE- to) - 2u, „(00-1 Ю+и, (00-120) | 


16. b) u(r) = (Е ШІ 


h(t) = — (/7/84)е 78 sin(34 71/8) – те“ соѕ(34/71/8) 


d) к= 2,51 е) т= 25,6773 


17. а) k- 5 
1 1., 
b) у= [w(hG -5) - us, (ORG -5- 0 |/k, ht) = 27891127 
18. b) f © = (и, (0-и, (0/20: у= (и, (Өһй-4%0-и, (һа 4 — ЮК, 


І) = I ге" cos(41431/6) — (4143/572)e "5 ѕіп(4/1431/6) 


19. b) у= 1 cost 2V C Du, Of- cos(ft — kr)] 


k=1 


21. b) y= 1 cost Y (Du, (D[1- cos- kr)] 


k=l 


23. a) y=1-cost+ 2Y (D una (D[1- cos(t — 1 1k/4)] 


k=1 
Section 6.5 
1. a) у= е" cos t+ e" sin t + u (fe? sin (t — л) 


2. a) y= Zu, (sin2G- л)— Sus. (Sin 2( - 2л) 


1 -2t 1 -t -2(1- -(І- 1 1 -2(1- =(= 
3. a) ioa "i roe *us(r)-e 20-5) 4 gt ШЕКЕ 20-10) _ 6 | 
4. a) у = cosh(f) - 20и,(/) sinh(t — 3) 


5. a) y= pnr - 100, + ге" cos V2t + (1/V2)u,, (t) e?" sin J2(t — Зл) 


6. a) у= 5605215, (sin20 — 47) 


7. a) у= sint t u,, (t)sin(t — 2л) 


8. a) y-u,,(t)sin2(t — 2/4) 


9. а) у= u,n (t)[1— cos(t — л/2)] + 3и, (t) sint 37/2) и,„ (|1 cos(t 2л)] 


10. а) у= (1/43 )и, (0) 5ЗЕТІ - л/б ini /4y(t 716) 


11. a) y= = cost+ Zins Le” cost se sint +u, (t) e ^7 sin(t-z/2) 
12. a) у= и (D [sinh(r— 1) — sin (r— 0102 


13. a) -e""ó(t-5-T), T-8zl4l5 


14. a) у= (4/J15)u,(t)e "^ sin(V15/4)( — 1) 
b) 1, 22,3613, у, =0,71153 
с) у= (847/2 Du,(t)e ^ sin(347/8)(t — 1); 1=2,4569, y,=0,83351 


d) 1, =1+ 7/2 = 2,5708, y, =1 

15. а) К = 2,8108 b) k, = 2,3995 с) kK, 22 

16. a) ó(t, k) = [u, (0Л(1-4%Ю0-и, (9һ(1-4-Ю)|/25,  h(n-21-cost 
b) и,(/ sin (t — 4) c) Oui 


20 
17. b) у= Уи, „(ѕіп(г– kr) 


k=l 


20 
18. b) у= $ CDu, (Asin kr) 
k=1 


20 
19. b) у= Уи, (sin(t - Кл/2) 


k=l 


20 
20. b) у= У CD u,n (t) sin(t-— Кл/2) 


К=1 


15: 
21. b) у= Yu, (вїп[г— 2k- Dr] 


К=1 


40 
22. b) у= S.C Du, Osin - 11k/4) 


k=1 


20 V кн —(t-k x)/20 
23. b dem Du, (бе sin[ /399( — Ел)/20 | 
24. b) y- Уш singe 9020 sinf 399 [r-2k-Dx]/20} 
Section 6.6 


І А T M 
3. sintxsint = z6 t—tcost) est négatif quand t = 2л, par exemple. 


4. F(s) = 2/s(s? +4) 
5. F(s) = M(s + 1) ($+ 1) 
6. F(s) = 1/5°(5— 1) 
7. Е(ѕ) = 5/(5? + 1)? 


1 
8. soif (t— 1)! ѕіптат 
0 


t 
9, ғә-/ е“ сов2тат 
0 


t 
10. ro-if (1-тде ^? sin2t dt 
0 


1 
11. ro- f sin(t—T)g(T)dT 
0 


1 
12. с) f БТ”, = PEU 
0 Г(т--п--2) 


1. 1 fl. 
13. = емон f sinox(t— T)g(1)dT 
[o] © Jo 
1 
14. ›=/ e ^? sin(t — т)ѕіпатат 
0 


1 
15. у= f e ^7? sin2(t—T)g(T)dT 
0 


oo | = 


1 1 
16. у= е7? cost— е” sint + / e ^7? sin(r- т) [1-и (т) Јат 
0 
1 
17. у-2е «te Я! (t— т)е P g(T)dT 
0 


t 
18. у= 2е' е” -/ [as —e "9 |соѕотат 
0 


Chapitre 7 


n 
19. у= Ji [sinh(# = т) - sin(f — т)]е(т)ат 
0 


t 
20. y = сом sont f [2sin(t - т) - sin2(t — 7)]g(7) dv 
0 


21. о G 


22. a) ф() = а 2sint) 


23. a) ó( = cost b) ó"(0-6(0-20, 9(0)3-1, $'(020 
24. a) ф(0) = cosh() b) 9"(n—6()-0, 9(0-1, #(0)=0 
25. a) ó(0 = (1—2t P)e* 

b) ф" (0 - 20'( + ф(0) 22e", ф(0) = 1, 9(0)--3 


1 ME! 12 d 12 cj 
26. a) ф(0) = 447-347 cos (312) + r^ dm (31/2) 
b) ó"(r--6(0-0, 9(0)-0, 9(0)-0, 9"(0-21 
27. a) ф(0) сов t 
b) 9?()—9()20, $(021, 
28. a) (0 21— qe sin (31/2) 
b) 4” +4") + ó'() =0, 000) — 1, 


%0) = 0, ф”о) = =; ф”(о) -0 


9(0)--І, 9%0)-1 


Section 7.1 


l. p-1 2. p-2 3. p=% 4. 6. р=1 7. р-3 


сө (- хан 
9. а, 
D (2n+1)! 


10. у^, 
П. 1+(к-1), p=% 
12. 1-2(х+1)+(х+ D, 


р=‹= 


р=Ф° 
13. Усу" CED де 
п 


n-l 


14. Ўр", р=1 


п=0 
15. Ух, р=1 
п=0 


16. Y (-D"(x-2), р=1 


п=0 
17. у =1+22х +3? cA xo +. +(п +1)" 
у = 2? +3 2x c 4^ 3x? +5? Ax? +--:+(п +2) (n ух” +. 


18. у= а, + 2а,х+3За;х? +4a,x (n Da, x" + 


= NT = Ха +Da,,,x" 


n-l n-0 


y" = 2а, + 6a,x *12a,x^ + 20a4x^ (n 2)(n Da, х" +. 


nt 


= Yun - Dax"? = Y *2)n-* Da, x" 


n=2 n=0 


8. 


p-e 


21. Уха2Хп- Da, ох" 


п-0 


22. Ya, un 


п-2 


23. PC +Da,x" 


n=0 


24. S'[(n+2)n+Da,,, - n(n - Da, |х" 


п-0 


25. Yo +2)(n+Da,,, na, Jx” 


n=0 


26. a Ф Yo F Da, T ae 


n-l 


27. Yo +1)па„ + а} 


п=0 


28. а= (2)'a,/n 5 n=1,2,::.; aye? 


Section 7.2 
1. а) а, =а,/(п+2)(п+1) 


2 4 6 э „2 
P n 


x x 
b), d X)=1+—+—+—+...— = cosh x 
D nws Xe RE On)! 
З 5 7 со 2n+1 
y» GO =х+2 qt +=) x =sinh x 
31 5! 7! — Qn +1)! 


2. a) a, =a,/(n+2) 


x? х“ хе со x?" 
b) d) »,(x)=1+ pue s 


pł 
2 24 2-4-6 2. 
3 5 7 ny] 2п+1 
MOREE hue. л 
5 35 3-5-7 24 n1) 


a, = 0 


пы “т 


3. а) (n+2)a,,, -a 


1 1 1 4 
b) MERE Dre D'rce Da 


_ 1 "a а 1 TOR 
у(х) = (x Ше 1) Ша 1) uri 0+ 


4. а) a,,, = а, (п+4)(п+3); а, =а; = 0 
kx k*x? к°х!? 
+ П +... 
3.4 3.4.7.8 3-4-7:8-11-12 
со ты(1,2 .4үты 
Ln ÿ Lene 
2:03:4-7-8--- (4m x 3(Am * 4) 
k°x° k*x? ГАРЫ 
+ + Ee 
4:5 4.5.8.9 4.5.8.9.12.13 
оо m4 (12,4 m4 
diy ED) 
224:5:8-9..-(4т--4)4т--5) 


b), d) yG)-1- 


y (x)=x- 


Suggestion: Poser n = 4m dans la relation de récurrence, m = 1, 2, 3,... 


5. a) (п+2)(п+1)а,,, -n(n+Da,,,+a,=0, n21; a, -— 6 
1 1 1 
b x)jsl-2x/--x'-—x' +, 
МАЛ! ) 2 6 24 
у(х) = х be l xt : X e. 


6 12 24 


6. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


а)а „= -(n? -2n4 4)a,/ [2(n +1)(n+ 2), n22; а,--а;, 


2221327 5 
nexu 


1 1 
b Бе ИР = 6... 
) x.) стт. 


3)a,,,7-a,/n*l1, п-0,1,2,... 


х? х“ хе оо 
b), d =] + pose le 
^d) у) =1- + 


y (Dx? 
411:3-5--(Оп-І) 
3 5 7 со n „2п+1 
n: x Еу (= 1)" х 
2 2:4 2.4.6 2-4-6--(2п) 


n-l 


y(x) =x 


а) ap =- [n+ a,n +а„+а,„_]/(п+1)(п +2), 
a, =— (ау +4,)/2 


ñ= 52, 


1 2 1 3 1 аре 
b) (0-і 25 D z" 1) 15% D- 


1 2 1 3 1 4 ... 
y (x)= (х—1) 37 1) 2и 1) eM D-4 


а) (n * 2) (n+ Па, - (n- 2) (n -3)a, 20; п-0,1,2,... 


ni 


b)yG)21-3xX, y,@)=x-2x1/3 


a) 4(n * 2)a (п– 2)а, = 0; п-0,1,2,... 


2 3 5 7 


"92 


19 , 
A + 
1920 


1 


аут--а, 


4 


2n+1 


» 2x ZEE 


b), d) oc x х x x 
7h 12 240 2240 


n-l 


a) 3(n+2)a 


п-0,1,2,... 
3.5.-.(2n- 1) p 
3".2-4--.(2n) 
2.4.--(2п) 
3%.3.5.-Ол-) 


(п+ ђа, = 0; 


2 4 
b), d) due uo 
Я 6 24 432 


23, 8 5 
X)—-x-ct-x + x + 
у(х) 9 135 


n2 


16 4 
X 
945 


a) (п+2)(п+ а, -(n*Dna,,, + (n-a, = 0; п-0,1,2,... 
x? x) х“ х" оо x" 
b), d) yœ) =1+-—-+— + Tub p 


2 6 


n+l 


man! 


n=0,1,2,... 

3:5--Qntl) 2 " 
2" (2n)! 

emn 2 элү... 
2" (2n - 1)! 


a) 2(1+2)(1+1)а„„ + (п+3)а, = 0; 


de Se 


b), d) у(х) =1 2” t X x54 CD 


384 


Е + eccl 
у(х) = х 21736 эю CD 


а) 2(n* 2)(n + l)a, +3(n + Da, + (n 3)a, = 0; n=0,1,2,... 


nil 


= 3 2 3 3 1 A deseos 
b) y,(x)=1 20% 2) uris 2) iris 2) + 


= 3 2 1 3 9 А жам 
у(х) = (х—2) ri 2) е 2) Tv 2) + 


1 1 
а) у-2%хял e x Eua ees с) pour |х| « 0,7 


a) у--і ма ctn ea ee 


5 с) рош |х| « 0,7 


1 4 
а) у= 4-х dr dr + €) pour |х| « 0,5 


€) рош [x] « 0,9 


а) y=-3+2x + Le РИ 
2 2 8 


1 3 1 1 
a) у(х)=1 3€ 1)” (x D'rige 1)%+--- 


12 


= 1 4 1 5 1 7 ... 
у(х) = (х—-1) д^ 1) 20 1) tas 1) + 


X 
D 4"Qn- DQn +1) 


2nd у... 


21. а) у(х)=1 À ,5%-®\һ AA-44A-8) & 


2! 4! 6! 
абза А-2 3, (4-2(4-0 s (4-24-6(4-10) 2, 
3! 5! 7! 
bi x 1-27, x 2nd 1 dit X um PLN 
3 3 3 15 


с) 1, 2x, 48-2, 8х-12х, 16х* – 4822 + 12, 3253 — 160x + 120x 
22. b)y=x-x"/6+... 


Section 7.3 
1. 9(0)--І, 9”(0)-0, %9%0)-3 


2. 9%(0)-0, 9”0)--2, 9%0)-0 
3. 9"(D 20, 9"()-2-6, 9%) = 42 
4. à" (0) = 0, 9" (0) = -а,, $90) = –4а, 
5. p=%, p=% 
6. р=1, p=3, р=1 
7. р=1, р-“3 
8. р=1 
9. a) p=  b)p-e o p=%  dp-e  ep-l fDp-42 в) р== 
h) p=1 i) p-1 pp-2 k) р= X3 D р=1 m) p=% n) p=% 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 
10. а) у(х)=1 о з.2-ожд.,. (4-о)2-ода 5 
2! 4! 6! 
[Qm-2y -o^]--Q* -00 am 
(2m)! 
Бы , (^ad) s 
у,(х) = х+ з! xc 51 xe 
2 2 2 
,IQm-1 -oa^]-0-0*) mu. 
(2m +1)! 
b) y Œ) ou у, (х) se termine avec x" quand œ= n est pair ou impair. 
с) п=0, y=l; n=], у= х; п=2, у=1- 20°; п= 3, у=х-у 
1 1 1 1 1 
П. x) e 1- zx a a +, "og юз фен 
эже-е жүр "180" OISE "igo" +504 И 
local T 51. Lg 
12. =1 + Tes у, (х) = + Әркез; = оо 
ТУЕ SRE t30 60^ d 
13 дее + l х° + ОРЕ Е 5 i x 4e р=л/2 
5 12 120 6 60 560 | 
1 1 1 1 1 7 
14. =1+—х%+—х* б, = 34 xt + 5. p=l 
Wc Ee УЕ. CUT оя a 4 


15. On ne peut préciser de conditions initiales arbitraires en х = 0; ainsi, x = 0 est un point singulier. 


2 n 


16. y=1+x+* +++ е" 
2! n! 


x? х^ x х2" 


+—+ Tee 
2 2.4 2.4.6 2".n! 


17. y=1+ 
1,13 
18. укку tlx Re 


1 
19. у=1+х+х ext 3e -—— 
1-х 


2 n 3 4 n 
20. va [ent eje [eee] 
2! n! 3! 4! n! 


2 
"seed 1-x Ee 2-2x-x? 


x? х“ хб (= 1)" х2" x) x) х“ x 
21. у=а, |1 +5 АВ +e + ++ 
2 22! 23! 2"n! 2 3 : 


NS x)! x ox x» 
= açe HR + — + 
2 3 24 3.5 


23. 1, 1-3x°, 1 I0x* era; х, x za, x-— x+ 


24. а) 1, x, (3x?- D/2, (5x? -3x)2, (35х* – 30x? + 3)/8, (6330 — 70x? + 15x)/8 


с) P, 0; Р» 
Р, 0, +0,53847, +0,90618 


5 


+0,57735; P, 0, +077460; P, +0,33998, 20,861 14; 


3 4 


Section 7.4 


= -1 -2 
1. y=cx"+c,x 


2. у= с|х+ [2+ cx 122 
3. у= сх? + ex? |х| 

4. у= £a cos (2 1п|х|) F ea sin (2 шім) 
5. у= cx t cx |х| 

6. у= сбх * e, G- )“ 

7. у= с Сам +c, ня 


8. у= с р КЕ с, ІМ sin 245m] 
9. у= ср? + с |х| 
10. у= с (х – 2) 2 cos 2 In|x - 2) + c, (x 2) 2 sin 2 In|x 2]) 
11. у= с ТУ? сө Тер) Гн ZEN) 
12. y «cx t exa 
13. у= 2302 — x^ 
14. у= 2x? cos (2 In x) — x^"? sin (2 In x) 
15. у= 222 - Т2 |х| 
16. у= х! cos (2 In x) 
17. х= 0, régulier 


18. х= 0, régulier; х= 1, irrégulier 
19. х= 0, irrégulier; х= 1, régulier 
20. х= 0, irrégulier; х= +1, régulier 
21. х= 1, régulier; х= -1, irrégulier 


22. х= 0, régulier 

23. х--3, régulier 

24. х= 0, –1, régulier; х= 1, irrégulier 
25. х= 1, régulier; х= 2, irrégulier 
26. х= 0, 3, régulier 

27. х= 1,2, régulier 

28. х= 0, régulier 


29. x=0, irrégulier 
30. x=0, régulier 
31. x=0, régulier 
32. х-0,%пл, régulier 
33. х-0,%пл, régulier 
34. x=0, irrégulier; х= +пл, régulier 
35. a<1 36. В>0 37. у-2 38. а> 1 
39. а) a<letB>0 b) a<1etfz0, oua-letf»0 
с) a>letB>0 d) &>let 20, oua-letf»0 
e) a=letB>0 
х? x^ 
41. 1 + © 
af 2.5 2.4.5.9 | 
44. Point singulier irrégulier 
45. Point singulier régulier 
46. Point singulier régulier 
47. Point singulier irrégulier 
48. Point singulier irrégulier 
49. Point singulier irrégulier 
Section 7.5 
1 
1. b)rQr-D-20; а, 4-2 ; ол=т, 520 
(n r)[2(n* r) - 1] 2 
2 4 6 
€ у(х) = x" |1 * dert * RT 
2-5 2.4.5.9 2.4.6.5.9.13 
CD ese 
2"п15:9:13:--(4п +1) 
4 6 
d) у, (0) =1- 2+ ы + 
RO AST 246370 
(Dx? 
27013-7.11--(4п-1) 
2. b) galcd a, = 42 D Қт, n- 
9 (n+r) == 3 3 
9 
1 4 1 4 
©) G) 2 x^ H ; Ө + з Ө + 
ТЕЗ ТЕМЕН 
3 3 3 
А c» 
ТЕМЕН ( 
3 3 
2 4 
à) уз) 27^ 1 - — ; (3) + Е 7 (3) + 
P 
3 3 


+ 


Suggestion: Poser n = 2m dans la relation de récurrence, m = 1, 2, 3,... 


TTC: 


10. 


11. 


b) r(r-1)20; a = а 


п 


n-i ; n=l, һ-0 
(п+т)(п+т—1) 


i sea T it eet 

Dr ar n-n-0 

с) nosi ete 
амалы бел ТЕЛЕН st һ=0 


1 (x? 1 x? ? 
с zx + + 
з, | s) ui) 
m М” 
dcc S oum 
m!1-13--(6m41), 2 


2 3? EN 2" 
d) y,(x)=1 ДЫ; + : € CD ы + 
11542) 21511 2 тІ5-11--(6т-І 2 


Suggestion: Poser n = 2m dans la relation de récurrence, m = 1,2,3,... 


а 
b) r°-2=0; а = ri г, 242, r, 2 4-2 
) n (n+r)} -2 1 2 


2 
X Xx 


104242) 210424204242) 


с) y,(x)= x? | 


n D x” + 
n! 242)(2 + 242)--- (n 242) 


X x 
I0-243 240-2430-245 ^ 


d) дее) 


n cn» ха 
n! -242)(2 — 242).--(n - 242) 
b)r?z0; (n*r)a,—a, |; r=r,=0 
2 S n 
c) у(х) =1+х+2 Let 
2! 3! n! 
В) 202 +1 = 0; (2n+2r-1) (n+r+Da,+ 2a, = 0; T$ љ = –1 
2 4 m 2m 
с) у(х) 2 x" | 1 > + + + CLS Te 
7 217-11 m!7:11---(4m *3) 
4 Т)" x?” 
=х!|1 ж} + ( +e 
doutes | * Тоз "7 mi5:9--(4m-3) 


b) r?-4r*- 320; (n*r-3)(n*r-1)a, -(n* r-2)a, 


с) y G) 2 x? EE ps 2x +. 
3 4 п\(п+2) 


= 0; r = 3, г, = 1 


d 


br -r+ 2-0; СЭ a, +a, = 0; қ-ғ, = 12 


2 4 m 2m 
с) xen E Ы Е. Dx к) 


+ ... 
22 2242 2?" (ml? 
a) г2=0; r,=0, r,20 


2, (+1) a(a+D[1:2-a(a+1] 
b) y,(x)=1+ --(х-І) 2.102) 


2.1 
„а «(о - D[I-2—-a(o -)]---[n(n 1) -a(o - 1] 
2" (n)? 


(Ges pen 


%(-1) (x-D' +: 


1 
12. a) r, > r, = 0 pour les deux x = +1 


Туу CESSE O EE 


123 
РИ pet 4 2" Qn41)! 


(x | 


n-l 


x CD'a( a) (п 1+ a)(-a)- a)--(-1- o) , 
Jaa) F2 n11-3-5--.(2n- 1) seh 
13. "2-0; r,=0, r,=0; „== ЗАЛЫ 
n 
A LCAX-2 5, ,CAQ0-2-0-1-2) e 
у(х) р QD Ted (n? x"+ 


Pour À = n, les coefficients de tous les termes suivant x" sont nuls. 


16. е) [n — 1? — Цр, = —b, , et il est impossible de déterminer b,. 
Section 7.6 
1. a) x20; b) r(r-1)20; r-l, r,=0 
2. a) x=0; b) r?—-3r+2=0; r,=2, r,-i 
3. a) x20; b) r(r-1)20; r-l, r,=0 

а) х=1; b) r(r+5)=0; r,-0, r,=-5 
4. Aucun 
5. a) x=0; b) ?242r-220; n-2-1-4320,732, r, =-1- 43 = -2,73 
6. a) x=0; b) 0-3): n=, r,=0 

а)х--2; b) 0-5): 4-3, r,=0 
7. a) x=0; b) 724120; rn-i r,--i 
8. a) х=-1; b) r?-7r4320; "-(7%,37)/2-6,54, n, = (1-437)/24 0,459 
9. a)x-l; b) r?+r=0; r-20, r,--l 
10 а) х=-2; b) r?- (5/4)г= 0; г= 5/4, r,=0 
11. а) х= 2; b) r?-2rz0; r,=2, r,=0 

a) x=—2; b) r?-2rz0; r,=2, r,=0 
12. a) x=0; b) r°—(5/3)r=0; r,=5/3, r,=0 

a) x=-3; 

b)r'-(r3)-120; қ-(1%/37/6-1,8; һ-(1-,37/6--0,847 
13. Һ)г,-0, r,=0 

с) КЕН au: 

4 36 
уо) = x nr- 2r e 

14. b)r,=1, r,=0 

с) y(x)2x a+ Yes 

449 , 


15. 


у(х) = -6y lnx 1-333 £7 77x Tes 


Ы) r =1, 


r,=0 


9; 51 


с) ПОВЕ 


4 16 
21 19 


х) = Зу (х)ах+1- — x? - — x? +. 
у(х) -3у, (о) 4 А 


16. b)r,=1, г,-0 


с) у(х) = х P +—x x +... 


у(х) = -y (x)Inx+1 212+ 


17. b)r-l r-- 


2 


1 l s 
Po TA 720% 


1 1 
х) = == y (lnx +x" -r +. 
y. ) 47 ) 90 


1 
18. br =, 5-0 
)n yoh 


с) G) 2 (x »^h-3 (x n e i d d) р=1 
19. c) Suggestion: (n — ba Sue + «+ В)(п- ) + 2В= (п – 1+ о)(п-– 1+ В) 


d) Suggestion: (n- Y(n- 1— y) + (1+ a B)n— y) + а8В= (n— у + o)n— y * В) 


Section 7.7 
Cow 
ае Dres nY(n +1)! 
1 СН,-Н,, -— 
OISE LS 2 xir Т^ ^ 
c» Е ЕШ a 
2. ух) = > "E »o)-xGma- c ыр 
1)"2" "2" Н 
3. у(х) = x 5 7x", Y Q)-2yQG)lInx- DC 
pe CD a 
4. у(х) = лш? 
H,+H 
у.) = 7,00 In + s >. nt ы 4 


3/2 V CD” X т 
5. у(х) = х 1+ У ( | 
zi Ze J 6 


3/2 V CD” X su 
у(х) = х 1+5 | | 
ШҮҮ 


m=i m! 
2 2 


; : 2 3 ЕКЕ 
Suggestion: Poser n = 2m dans la relation de récurrence, m = 1, 2, 3,... Pour r = T a, = О et a, est arbitraire. 


Chapitre 8 Section 8.1 
1. xXX"- AX-0, T'-AT-0 


2. X" - AxX-0, T'* AtT-0 


3. —A(X'-*X)20, Т”-1Т-0 
4. [pCOX'| + Aro)X 20, T'+AT=0 
5. Non séparable 


6. X'« (x - AX20, Y'-AY20 


7. Х”+ёХ=0, Y'-Q-,0yY20, T'-aUT-0 


8. r°R'+rR'+(Ær-w)R=0, Ө”+и?Ө=0, Т + о2т=0 


Section 8.2 


1. y--sinx 


. у= (cot V27 cos 2x + sin V2x)/V2 
у= 0 pour tout L; у= с, sin x si sin L=0 
. y=- tan L cos х + sin x si cos L # 0; pas de solution si cos L = 0 


. Pas de solution 


Ф л р ы ы 


у= (—z sin 2x T xsiny27)/2sin 2% 


7. Pas de solution 
І 12 
8. жынысы 


1 
9. y=c cos шағы 


1 
10. у--совх 
7 
п. pee 
2 2 


12. y= -ir ает In I 


13. Pas de solution 


14. А -[Qn- D/2], y,@)=sin[(2n – 1)x/2]; п-1,2,3,... 

15. А, = [02и – 1)/2]?, y,Q) = cos[Qn — 1)х/21; п= 1,2,3, e 

16. 4,20, у,@) = 1; A =n, у(х) = соѕ пх; п= 1,2, 3,... 

17. À -[Qn-Dz/2LP, у (х) = cos[(2n – D zx/2L]; n241,2,3,. 

18. 4,20, у,0) = 1; A, = (nz/LY, у (х) = cos (nzx/L); n= 1,2, 3,... 
19. д --[Qn- Dz/2LP, y, œ -sin[Qn — Dzx/2L]; п-1,2,3,... 

20. À, = 1 + (nz/ln DP, у,О)-хвіп(пліп хЛп L); n21,2,3,... 


21. а) W(r) = G(R? – r°)/4u с) Q est réduit à 0,3164 de sa valeur originale. 


22. a) у= k(x* - 2L? + L'x)/24 b) y  k(x*^ — 2L + 12х2)/24 с) у= k(x* — 4 Lx? +6 L?x?)/24 


Section 8.3 
1. Т-2л/5 
. T=1 
. Non périodique 
. T-2L 
. T=1 


. Т-2 


2 

3 

4 

5 

6. Non périodique 
7. 

8. T-4 

9. 


. f(x) 2L-xdansL«x«2L; Хх) = 2L - x dans -3L < x < -2L 


10. 
11. 
13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
26. 


28. 


Ах) = х= 1 dans 1 <х<2; 
Хд- 


2 1 
b) fG)- LY C sin in 


—L-xdans -L«x«0 


2 D sin[Qn = Dzx/L] 
AT. 2n-1 


1 
b) /(д- 2 


b) fG)- 


4 x(2n-1) п 


n-l 


|. &cos2n-1 
9 Лә- Apr rm i 


n=l 


со ntl: 
DEE Dx ( 1)" sin nx 


f()-x-8dans8«x«9 


b) fG)- 


4 Qn-Dz? 


n-l 


n+l е 
+ ÿ [ele Dax/L] (-1) mere | 
пл 


b) f(x) 5-2. М 2) sin "| 


п=1 пл 


4 X5 sin|(2n – Dzx/2 
5 [ ] 


b) Јо) = = 


п=1 


ch jen 


sin ATX 


b) f(x)= D 


A 


(- n плх 
Tr D = 2 


п=1 


b) fei 


nux 
sin 


b) fG)- +12 y МЕЖЕ) 


n-l 


CD" 
Qn-1)* 2. 


b) ло) 


n-l n-l 


n 37° пл 


ds eH. 2 -5 eg (- »] =p" 
T 


плх 


алты 
2 


плх 


b) f(x)= "o nig? 


n-l 


ipa ST s 


<-108(- DAE А 
sin 
n 3 


n-l 


x 
f f(t) dt peut ne pas être périodique; par exemple, prendre f(t) = 1 + cos t. 
0 


Section 8.4 


1. 


Tox 2 
а Ў ря 
-а) Јо) = m 


.a) РО) = 


. 8) у=» 


ад неба 
n-l 


n-l 
і AL cos[(2n - Dzx/L] 
D (2л-1): 
y CD" 


1 n? 


n-l 


2 
2 4 
3* LX COS ATX 


n- 


n-l 
SEC D cos(2n—1)x 
п=1 2n-—1 


. а) Ке» 2 (a, cos nzx + b, sin плх); 
=l 


Џил, 


г ICD 
3 " wg 


b,= " 


l/nz — A/n°r° 


cos(2n Қасы ШІ 
п 


n pair 


n impair 


7. а) f(x)= teg RME cs EX LI 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


1 
. 8) pes 


zn n 


n-l 


b) n= 10; max|e| = 1,6025 à x = £z 
п-20; max|e| = 1,5867 à x 2 £z 
n-40; max|e| = 1,5788 àx=+7 


c) Impossible 


2 ч 1-cosnzx 
> 2 COS ATX 


n-l 


b) n= 10; max |e| = 0,02020 à x 0, +1 


п-20; тах [е| = 0,01012ах=0, +1 
п= 40; тах |e| = 0,005 065 à x = 0, +1 
с) п= 21 
ch je" 
a) (х) = 25, sin nzx 
Tu 
b) n = 10, 20, 40; тах|е| 21àxx1 


с) Impossible 


6(1— cos пл) плх 2cosnz . nzx 
а) (х) = =+ сов + sin 
) Жо) 2 DE nx 2 nz 2 | 

b) n= 10; sup|e| = 1,0606 quand x — 2 

п-20; sup|e| = 1,0304 quand x — 2 

n-40; sup|e| = 1,0152 quand x — 2 
c) Impossible 

Е 2,2 
"T 1, D Ее пл ози 2—2cos ш T cosnz zin nm | 
6 = nuu 

b) n= 10; sup [е | = 0,5193 quand x — 1 

n-20; sup |e | = 0,5099 quand x — 1 

n-40; sup|e| = 0,5050 quand x — 1 


с) Impossible 


a) f(x ey t = sin nzx 

b) n= 10; pur = 0,001345 à x = +0,9735 
п-20; max |e| = 0,0003534 à x = 0,9864 
п=40; max |e | = 0,00009058 à x = +0,9931 

Cc) n=4 

y=(@sinnt-nsin 01)/0(0? – п2), 0? * п? 


у = (sin пі – пі сов nt)/2n, @° = п? 


у= У b,(@sinnt-nsin ot)/a(o? –п?), 0ж1,2,3,... 


n-l 


y- У b, (nsin nt = nsin mt)/m(m? ^n^) b, (sin mt — mt cos ті)/2т!, 


n-l 
пет 


4 1 1 1 
= sin(2n – 1) sin Ot 
и оой pcr | 


LS cos(2n — Dzt —cos ot 
z^ (Qn-1) [e -Qn-D?z | 


y- 


[0] 


m 


Section 8.5 
1. Impair 2. М Гоп пі l'autre 
3. Impair 4. Pair 
5. Pair 6. Ni l’un ni l'autre 
1 4 <1-сов(пл/2) плх 
14. ----- 
fi) 4 D PE cos 2 
4 хз (nz/2)—sin(nz/2) . nzx 
кә- 4, Y, D sint) а 
п=1 п 2 
(— у"! ов Qn - Dax 
15. х- 
fe > 2л- 1° 2 
= 2 2 . nm). плх 
16. x)= > —| —cos nz * — sin — |sin —— 
fo) » пл 2 ) 2 
17. /(д-і 
4-2 sin(2n — D)x 
18. f(x) 2— », ————— 
ЈО) уу e 
2nz . nx 
19. f(x) >= T toos 2cos nz SH 
n-l 
1 1-2 sin2nzx 
20. f(x) 22—-— D ——— 
о) =5 2 : 
L 4L«cos[Qn- I) zx/L] 
21. f(x) 2—- = 
fe 2 pli (2n-1) 
2L «^5 sin(nzx/L 
22. joz Ay 07 
п=1 п 
л 1х-|2л пл 4 пл пл 
23. а) = T4 i ES 1 
f(x) 4 s sin 7 МƏ 5 МЕ 5 
CD. 
24. f(x)- 22 sin nx 
n-l 
4п?л?(1+ соѕ пл) 16(1—-созпл плх 
25. а) ра) sf ( ) , 16 ! n 
Rx nm nm 2 
26. а) /(д- 4 216 у, DUERME cos PE 
n-l n 4 
3 6 «< 1-cosnz плх 
27. b) g(x) 2 + cos 
) 80) 2 2 n? 3 
2 плх 
х) = = S$ sin E 
n-l 
28. b) sts SE 4 og плх 
pm nn 2 
Asin(nz/2) — 2nz sin(nz/2Z NL: 
по) = y, 59109772) 2ллхіп(пл/2) 
P nz? 2 
5 «Г12совлл--4 nzx 
29. b) g(x) = + cos 
£075 уу nr 2 
AG) = Le азанны Ше сов пл) sin "75 


2 тл 2. 


п=1 


30. b) g(x)= 


40. Prolongez f(x) antisymétriquement dans (L, 2L] de sorte que f(2L — x) = 


Section 8.6 
1. u(x, D = e 19 sin 2л — e 29997 sin 5лх 
2. u(x, t)= 2e "16 sin(zx/2)— e "I" sin gx Ae" sin 2zx 
10045 1—cosnz ,22, . ATX 
3. u(x, ешш. 1600 HE 
4. u(x,t) = ul eT N in v 
5. ux шу cos(nz/4) — сов(3пл/4) g eiie „ү TX 
= n 40 
80 p оя 2 ATX 
6. u(x,t) = аа 11600 Sin дб 
7. 1-5, п=16; 1-20, п-8; 1-80, п-4 
8. d) ż= 673,35 
9. d) t= 451,60 
10. d) 1= 617,17 
11. 0) 1=5, х= 33,20; 1= 10, х= 313; 1=20, х= 28,62; 
1= 100, х= 21,95; 1= 200, х= 20,31 
e) 1= 524,81 
12. u(x,t) = 295 3 вал _ NT отаи Sin ue 
а) 3591?C b) 67,23 °C с) 99,96 °C 
13. а) 76,73 s b) 152,568 с) 1093,36 8 
15. a) ам — Бу, + (c - bó)w = 0 b) ó-c/lbsibz0 
Section 8.7 
1. и-10- x 
2. и-30- 5, 
3. и-0 
4. и-Т 
5. и-0 
6. и-Т 
7. и= TQ + x) +1) 
8. и= TQ & L- 3 +L) 
9. a) u(x, t) = зау” x л +50 ола ақ ie 2 d) 160,298 
10. a) fx)=2x,0<x< 50; f(x) = 200 - 2x, 50 < x < 100 
X w^ пат иа. ATX 800 . nz 40 
b) u(x,t) = а pcs HU sih ijo? ra dur 


6n^n^(2cosnz — heme сов na). плх 
P піл“ os 3 
n=l 


na) = E amet. sin m 


n-l 


cette fonction comme une fonction paire dans (—2L, 0). 


d) 4(50, t) 10 quand t — ee; 3754 s 


—f(x) pour 0 € x < L. Puis, prolongez 


1=40, x=25,73; 


2 + -n2721/900 . PTX 60 2,2 
11. a) u(x, t) 2 —- » ce sin vu e 2(1—cos nz)-n zx (1+cosnr 
) us h= + 2e, ag A DA n°7” 1 
2 < -nên a tl плх 
12. a) u(x,t) = 2. Ye cos EG 
n-l 
0, n impair; 
C= 
"o |—4/(п?—1)л, npair 
b) limu(x, t) = 2/7 
200 € ЕСЕЛІ плх 160 
13. а x,t) = ——- 5 се cos ——, C,=—-——(3+cosn7 
) u(x,t) У, СЕРР. ) 
с) 200/9 d) 1543 s 
14. а) и(х, D= 23. сет сов а = X (sin шені zz) 
n=l 30 пл 3 6 
о. 1, 
атаға: . Qn-Dzx 2 . Qn-Dzx 
15. b) u(x,t) = c e rV r ahar sin СЕЛ». =— x) sin ———— — dx 
) ut, n= Le, af DJ, 7® 3f 
OX -(2n-1)? 221/3600 .. Qn- 1) zx 120 
16. a) u(x,t) = > с,е sin + б 5—5 |2с05 nz * (2n – )л 
ann D 60 mel ( ) | 
с) x, augmente à partir de x = 0 et atteint x = 30 quand г = 104,4. 
c _(2л-1)2л2 . Qn-Dzx 40 
17. a) и(х,0-40- V c, e" 17213600 sjn L Я бсовпл-(2л-І)л 
) us D - 404 c, zn Del Qn- Dr] 
т? -— A n 0<х<а, 
a| &* (Lla) -1 _ 
19. u(x) = А i ой ё= К,А,/К,А,. 
тТ\1-“®*—_| мек 
а é-*(Lla)-1 
22, . 
20. е) u,(x,t)=e “"*"sin их 
Section 8.8 
8-1 пл плх пла! 
1. а) и(х,)- sin sin cos 
уна) л? уу п? 2 1, L 
2. а) u(x,f) 2 Y l [sin S igni Б ми cos ш 
А u(x,t) = 
л? “^1 п? 4 1, 1, 
32552-совпл плх пла! 
3. а) u(x,t)= sin cos 
ы > n L L 
4. abus 4 Y sin(nz/2)sin(nz/L) sin плх 5 пла! 
T n L L 
81. nz плх пла! 
5. а) u(x,t)= sin 
da ал? 2 n 2 L L 
6. aude E Y ИШЕ атана) S плх Sih пла! 
алт n L L 
32L А cos nz +2 nnx nzat 
7. а) u(x,t)= sin si 
Le. 1 > n° L L 
41, «5 sin(nz/2)sin(nz/L) . nzx . пла! 
8. а) u(x,t)= sin sin 
dn ? 2 n L L 
9. u(x,t)- by sin ааа сов аа А 5 
= 2L 
L 
с, = 2 f(x)sin are Dax dx 
L Jo 2L 


10. 


11. 


14. 
15. 


21. 
23. 


8- 1 . Qn-Dz . Qn-Dz . (2п-1)лх (2n — )лаї 
а) u(x,t) = Ж sin sin sin cos 
лу 2n-1l 4 2L 2L 2L 


"Y 5 Е х (2п-1)л+3 со: nz СЯ (2n – Dzx ied (2n - Dzat 
Qn-1) 2L 2L 


n-l 


ф(х + at) représente une onde se déplaçant dans la direction négative de l'axe des x à une vitesse de a > 0. 
a) 248 pi/s b) 49,6лп rad/s 

с) Les fréquences augmentent; les modes ne changent pas. 

rR” + гк" + (А12 – Ш2)К= 0, O"-,20z20, T"-XaT-0 

b) a, =a J+ Lx) е) у=0 


20 . пл. 2nm . 3nx 
а)с,-----| 25іп sin 
nu 2 


24. sin 
5 5 
Section 8.9 
c плх плу 2/а ы плх 
1. а) u(x, y) = 2, c, sin sinh —, с,-- x)sin — dx 
) u(x, y) уу : a a sinh(nzb/a) f 80) а 
da 1 si 2 
Due + : d ) sin плх sinh плу 
^n sinh(nzb/a) a а 
а 
= b- 2 
2. и(х, у) = ><. sin МЕ sinh ТАРУ) ‚с, == а h(x) sin ш ах 
= a a sinh(nzb/a) Jo a 


10. 


= | лх. NT V . NAX . л(Ь— 
a) u(x, y) = > sinh pum sin 22 + Ус? sin ME sinh ру). 
а а 


п=1 b n-l 
b a 
cP ш------ 28 f(ysin B dy, e =- 2А h(x)sin Vins dx 
sinh(nza/b) Jo b sinh(nzb/a) Jo а 
b) c? = 2 o 2 (n°x°-2)cos nr +2 
^  nmzsinh(nza/lb) 0" n sinh(nzb/a) 
u(r, 0) = 2 + Уг" (с, cos n0 t К, sin n0); 


n-l 


ü 2x а" 2л 
с, = / f(0)cos пө 40, ee f f(0)sin n0 40 
0 T Jo 


a 
л 


E л 
а) u(r, Ө) = У с," sin п0, 2! f(0)sin n0 40 
ла 
0 


n-l 


b) c, __4 l-cosnz 
T 


а" т 


n-l 


eo [04 
ибт, 0) = У cr" sin naO o Qloya "te / FO) sin 27 дө 
а 0 а 


а 
© алуа. ПЛХ 2 . ATX 
a) u(x, де-еУсе m'a sin ———, C,=— f(x)sin — dx 
a a Jo a 


n-l 


2 
b) с, = ^7 -(1— cos nz) 
nu 


с) y, = 6,6315 


b 
= плх плу 2Inz плу 
b) u(x, y) 2 c, + > с cosh cos MEE cos — d 
) y) - e Хо, b ^ ^ sinh(nza/b) / E Rei 


n-l 


11. u(r,6)=c, + 2 re. cos n+ К, sin n6), 


n-l 


1 2л 1 2л 
с, = -< / g(@) cos n0 40, k, = —— / 2(Ө) sin n0 40; 
пла 0 пла 0 


2л 
la condition nécessaire est T g(0) 46-0. 
0 


ы а 
12. а) u(x, у) = “с, біп dus cosh WM [E 28 g(x) sin дл ах 
елі а а совһ(плЬ/а) 0 а 
b) ċ, = 4asin(nz/2) 


п?л? cosh(nzb/a) 


= 2. Qn-Dzx . (2п-І)лу 
13. а ‚у)= , Sinh E. 
) u(x, y) 2e sin 3p sin 2b 


b 
2/b ; / ұша (2n —1)zy " 
0 


e 
^ sinh[Qn- Dza/2b 2b 


_ з2ь? 
" (2п-1)°л°*вїпһ[(2п—1)ла/2Ь] 


b) с 


а 
= 2 
14. a) u(x, у) = DEV e, cos ЕЕ sinh Eu GE g(x) dx, 
a a ab Jo 


n-l 


2/a " nzx 
em | gcos” ax 
sinh(nzb/a) Jo a 


a* Е 24a“(1+cos пл) 
7" p'g*sinh(nzb/a) 


16. а) u(x, z)- b 


«a 40а Y cos[(2n – D)zx/a]cosh[(2n – D)zz/a] 
2 л? (2n – D? cosh[(2n – 1)rb/a] 


n-l 
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Abel, Niels Henrik, 114, 180-181, 183, 194 
Accélération de la convergence, 428 
Adjointe, équation différentielle, 117-118 
Airy, Sir George, 359 
Algorithmes numériques, 21 
Amortissement 
critique, 156 
force d', 150-151 
Amplitude 
du mouvement, 153 
modulation d', 169 
Analyse du modéle mathématique, 66 
Annihilateur, méthode de 1, 192 
Approximations 
asymptotiques, 395 
linéaire des systèmes non linéaires, 291-295 
polynomiales à l'équation d'Airy, 360-361 
polynomiales de cos(x) et de sin(x), 357-358 
polynomiales de la fonction de Bessel, 393, 395 
Autoadjointe 
équation, 118 
matrice, 221 


Bernoulli, Daniel, 24, 93, 94, 404, 453 
Bernoulli, équation de, 52-53 
Bernoulli, fréres, 24, 347 
Bessel, Friedrich Wilhelm, 355 
Bifurcation, 94-95, 239 

trans-critique, 96 
Brachistochrone, probléme du, 81 


c 


Capacité limite, 85 
Capture d'une ressource renouvelable, 92 
Cardano, Girolano, 183 
Cayley, Arthur, 205 
Centre 
origine et, 242 
valeurs propres imaginaires pures, 283 
Champ(s) 
de direction, 3-4, 5 
de pente, 3 
Changements de variables 
équation d'Euler, 374-375, 380 
équation de Bernoulli, 52-53 
équation du premier ordre, 33 
équations linéaires du deuxiéme ordre, 98-100, 125 
intégrales définies, 352 
solutions en série, 362 
Chargement en pente, 331 
Chute libre, objet en, 1-3, 12-13 
Circuits électriques, 157-159, 198, 202-203, 239 
Coefficients 
constants, équation homogène à, 181-186 
de la série de Fourier, 416, 423-424, 430-431, 
440, 444 
discontinus, 65 


indéterminés, méthode des, 15, 135-141, 189-191, 
270-271, 274 
Concavité des courbes-solutions, 85 
Conditions initiales, 11 
équation caractéristique, 103 
modes propres de vibration, 246-247 
problème d’oscillation, 151 
problème de valeur initiale, 98, 175, 199-200 
problème de valeur limite, 407-408, 438, 440 
Conditions limites, 408 
conduction de la chaleur, équations de, 438-440, 444, 
447-448, 449-450 
corde vibrante, équation de l’onde, 453-456, 460-461 
équation de Laplace, 467 
non homogènes, 445-447, 473 
problème de Dirichlet, 467-469 
problème de valeur limite, 406 
problème de valeur propre, 410-412 
Conduction de la chaleur 
dans une tige, 437-442, 447-450 
équations de, 404-407, 444-450 
Constante 
d'Euler-Mascheroni, 394 
de séparation, 405, 439, 447, 450, 455, 468, 471 
Convergence 
accélération de la, 428, 433 
d'une série de puissances, 349-351 
des intégrales, 303, 305-306 
théorème de convergence de Fourier, 423-426 
Convolution 
noyau et, 148 
produit de, 341-345 
théoréme de, 341-342 
Corde vibrante 
avec un déplacement initial non nul, 454-458 
construction de l'équation de l'onde, 478-480 
équation d'onde, 453-461, 478-480 
justification de la solution, 458-459 
probléme général pour la, 460-461 
Courant, flux du, 157-159 
Courbes-solutions, 11, 63-64 
Croissance 
exponentielle, 82 
logistique, 83-87, 89-90 
Cycloide, 81 
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D'Alembert, Jean, 126, 404, 453 

Dal Ferro, Scipione, 183 

Décrément logarithmique, 160 

Delta de Dirac, fonction, 337 

Demi-vie en radioactivité, 16, 76 

Dépendance linéaire, 177-178, 216-218 

Dérivées partielles 
classification des équations aux, 404 
généralités sur les équations aux, 403-407 
linéaires du deuxiéme ordre, 403 
méthode de séparation des variables, 404-407 
problémes de valeur limite en deux points, 407-412 

Déterminant wronskien, 110-115 


Diagonalisation de la matrice, 255-257, 269-270, 274 
Diagramme de bifurcation, 95 

Diffusivité thermale, 405, 437, 477 

Dirac, Paul, 337 

Dirichlet, Peter Gustav, 467 

Dispersion d'onde, 465 

Divergence des intégrales, 303, 305 
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Échange de stabilité, 96 
Écoulement dans un aquifère, 475 
Écoulement de Poiseuille, 412 
Élimination de Gauss, 209 
Elliptique, équation aux dérivées partielles du deuxiéme 
ordre, 404 
Ensemble fondamental de solutions, 111-113, 177, 225, 
226-227 
Épidémies, 93-94 
Équation(s) 
à variables séparables, 27-35 
adjointe, 117-118 
algébriques linéaires, 213-222 
autoadjointes, 118 
autonomes, 81-82 
aux dérivées partielles, 17-18, 403-407, voir aussi 
Équations de Laplace 
d'Airy, 118, 320, 359-362, 379 
d'Euler, 125, 133, 371, 373-376, 380, 383, 388, 471 
d'Hermite, 364, 379 
d'onde, 18, 404, 453-461, 478-480 
de Bernoulli, 52-53 
de Bessel, 117, 118, 320, 355, 378, 379 
de Bessel d'ordre un, 384-385, 397-399 
de Bessel d'ordre un demi, 395-397 
de Bessel d'ordre zéro, 384, 392-395 
de conduction de la chaleur, 18, 405-407, 437-440 
de Gompertz, 92 
de la chaleur (conduction), 18, 404, 405-407, 437-440 
de Laplace, 25, 404, 466-472 
de Legendre, 117, 118, 320, 355, 367, 369-370, 377, 
379, 384 
de Liénard, 302 
de Lotka-Volterra, 18 
de Riccati, 56-57 
de Tchebychev, 368, 384 
de Verhulst, 83 
différentielle ordinaire, 20-21 
du pendule, 19 
du potentiel, 466, voir aussi Équations de Laplace 
elliptique, 404 
exactes, 37-40, 117 
homogéne, définition, 33, 98 
homogénes d'ordre supérieur, 176-177 
homogènes linéaires du deuxième ordre, 107-115, 
129-130, 310-311 
hyperbolique, 404 
hypergéométrique, 390 
indicielle, 381, 383, 386-388, 392, 395-396, 397 
intégrale de Volterra, 346 
intégro-différentielles, 347 
linéaires, 19-20, 97 
linéaires d'ordre supérieur, 175-195 
linéaires du deuxiéme ordre, voir Équations 
différentielles 
linéaires du premier ordre, 44-51 
logistique, 83 
matricielle, 218, 410 


non homogène, 98, 134-141, 179, 189-195 
non linéaires, 19-20, 57-64, 98 
proie-prédateur, 198 
sans variable dépendante/indépendante, 98-100 
systémes d'équation linéaires de premier ordre, 197-298 
télégraphique, 480 
Équations différentielles, 1, 19 
avec des fonctions discontinues, 328-332 
classification des, 17-22 
d'ordre n, 175-179 
du deuxiéme ordre, 97-115 
du pendule, 19, 295-298 
du premier ordre, 27-90 
équation caractéristique, 102, 118-123, 126-129, 182 
équation d'Euler, 125, 133, 371 
historique et origines, 23-26 
homogènes à coefficients constants, 101-105, 129-130, 
181-186, 229-236, 239, 259, 276 
homogènes du deuxième ordre, 101-115, 129-130 
homogénes du premier ordre, 33-34 
intégrale/intégrale première, 63 
linéaires non homogénes, 98, 134-147, 179, 189-195, 
200, 224, 268-274 
non linéaires, 19-20, 98, 200 
non linéaires et stabilité, 287-298 
ordinaires, définition, 17-18, 97, 197 
parabolique, 404 
point ordinaire, 365 
point singulier, 365, 371, 373, 375-376 
réduction d'ordre, 130-131, 179 
solutions aux, voir Solutions générales aux équations 
différentielles 
théorie fondamentale, 224-227 
transformées de Laplace et, 305-306, 310-312, 317-318 
variation des paramétres, 55, 143-147, 193-195, 272-274 
Équilibre 
écologique, 198 
instable, solution d', 86 
semi-stable, solution d', 91 
solution d', 3-4, 5 
Erreurs des séries de Fourier, 419-420, 426 
Euler, Léonard, 25, 56, 404, 453, 466 
équation d'Euler, 125, 133, voir aussi Équations 
formule d'Euler, 118-119, 141, 186 
Exponentielle 
d'une matrice, 254-255, 263 
d'un nombre complexe, 118-120 
Exposants à la singularité, 381, 386 
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Facteur intégrant, 41-42, 45-51, 58, 68 
Ferrari, Ludovico, 183 
Fonction(s) 
analytique, 352, 365, 386, 390 
continue par morceaux, 304-305, 423-426 
d'onde, 328 
d'ordre exponentiel, 306 
de Bessel d'ordre un, 398-399 
de Bessel d'ordre un demi, 395-397 
de Bessel d'ordre zéro, 392-395 
de contrainte périodiques, 427 
de Heaviside, 321 
de taux, 4 
de transfert, 345 
delta, 337 
discontinues, équations différentielles avec, 328-332 
gamma, 309 


homogène de degré n, 33 
impaire, 429-430 
impulsion, 335-339 
linéairement dépendantes/indépendantes, 177-179 
matricielles, 210-211 
mutuellement orthogonales, 415 
paire, 429-430 
périodiques, 414-420, 432-433, 456, 459 
propres, 406, 410-411 
unité échelon, 321-325 
Force 
d'amortissement, 149-150 
de gravité, 2, 150 
externe, 151 
Formes de Jordan, 263-264, 270 
Formule 
d'Abel, 132, 181, 194, 226 
d'Euler, 118-119, 141, 186 
d'Euler-Fourier, 415-416, 423, 429 
de Rodrigues, 370 
Fourier 
formule d'Euler-Fourier, 415-416, 423, 429 
séries de, 413-426 
théorème, 415 
théoréme de convergence de, 423-426 
Fourier, Joseph, 413, 437 
Foyer spirale, 281 
Fréquence naturelle 
d'oscillation, 153 
d'une corde vibrante, 456 
Frobenius, Ferdinand, 276, 380 
Frobenius, George, 205 
Fuchs, Immanuel Lazarus, 366 
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Galois, Évariste, 183 

Gauss, Carl Friedrich, 182, 209 
Gibbs, Josiah Willard, 426 
Gravité, force de, 2, 150 


H 


Heaviside, Oliver, 305 
fonction de Heaviside, 321 

Hermite, Charles, 205, 364 

Histoire des équations différentielles, 23-26 

Homothétie, 256 

Hooke, Robert, 149 

Hyperbolique, équation aux dérivées partielles 
du deuxiéme ordre, 404 


Identité, matrice, 208 
Identité de Parseval, 428, 435, 465 
Impulsion, fonctions, 335-339 
Impulsion, réponse d', 345 
Incidence de petites perturbations, 290-291 
Indépendance linéaire, 177-179, 216-218 
solutions d', 363, 366, 371, 373, 376, 389, 397 
Indice, translation de Г, 352-353 
Instabilité, voir aussi Stabilité 
des équations différentielles non linéaires, 288-289 
des systémes linéaires, 284, 295 
Intégrale(s) 
elliptique, 301 
impropres, 303-304 
produit de convolution et, 341-345 


Intéréts composés, exemple, 69-71 
Intervalle 

de convergence, 350 

de définition, 61-62 
Inverse de matrice, 208-210 


J 
Jordan, Camille, 205 
Jordan, formes de, 263-264, 270 


K 
Kirchhoff, Gustav, 158 


L 


Lagrange, Joseph-Louis, 25, 143, 437, 453 
Laguerre, Edmond Nicolas, 384 

Laplace, équation de, 466-472 

Laplace, Pierre-Simon de, 25, 466 
Laplace, transformées de 


d'une onde carrée/en dents de scie/sinusoidale, 327-328 


de la fonction delta de Dirac, 337-338 
définition, 303-308 
des dérivées, 311 
existence, théoréme, 306 
fonction impulsion, 335-339 
fonctions discontinues, 328-332 
fonctions unités échelons, 321-325 
formule de translation, 323, 325 
inverses, 313-314 
produit de convolution, 341-345 
systémes d'équations différentielles, 317-318 
Legendre, Adrien-Marie, 369 
Leibniz, Gottfried Wilhelm, 23-24, 45, 52, 81, 435 
L'Hospital, Marquis de, 81 
Libby, Willard F., 76 
Liénard, Alfred-Marie, 302 
Ligne de phase, 84 
Linéarisation, 19-20 
Logiciels de calcul, 21 
Loi 
de Hooke, 149-150 
de Kirchhoff, 158 
de Newton, 2, 150 
de Stokes, 79 
Longueur d'onde d'une corde vibrante, 456-457 


м 


Malthus, Thomas, 82 
Mascheroni, Lorenzo, 394 
Masse-ressort, systéme, 149-152, 162-164, 197, 198-199, 
244-246, 316 
Matrice(s), 205-211 
addition des, 206 
adjointe, 205 
augmentée, 214-216 
autoadjointes (hermitiennes), 221 
conjuguée, 205 
diagonalisables, 255-257 
égalité des, 206 
élimination de Gauss, 209 
fondamentales, 251-257, 262-263 
forme de Jordan d'une, 263-264, 270 
hermitiennes (autoadjointes), 221 
identité, 208 
inversible/non inversible, 208-209 
jacobienne, 294 


multiplication des, 206-208 
propriétés des, 206-208, 408 
réduction des, 209 
singulière/non singulière, 208 
soustraction des, 206 
transposée, 205 
valeurs propres des, 218-222, 235-236, 410-411 
zéro, 206 
Membrane élastique, équation d’onde, 465 
Méthode 
de facteur intégrant, 41-42, 45-51 
de Frobenius, 380-382 
de l’annihilateur, 192 
de la diagonnalisation, 270-271, 274 
de résolution par élimination, 201 
des coefficients indéterminés, 135-141, 189-191, 
270-271, 274 
de séparation des variables, 404-407, 449-450 
de transformées, voir Laplace, transformées de 
de variation des paramètres, 143-147, 193-195, 
272-274 
numérique/analytique, 376 
Millikan, Robert Andrews, 80 
Modèle 
construction et analyse, 6, 66 
de Schaefer, 93 
du seuil critique, 87-90 
Modèle mathématique 
définition, 1 
équations du premier ordre, 65-74, 197-199 
étapes de construction du, 6 
inexactitude du, 13-14 
Modulation d'amplitude, 169 
Mouvement harmonique simple, 153 
Mouvement suramorti, 156 
Multiplication de matrices/vecteurs, 206-208 
Multiplicité géométrique de la valeur 
propre, 220 


N 


Neumann, Karl Gottfried, 467 
Newton, Isaac, 23-24 
deuxième loi, 2 
loi du mouvement, 150 
Niveau 
critique, 88 
de saturation, 85 
Nœud 
impropre, 262 
impropre/dégénéré, 280 
propre/étoilé, 279 
valeurs propres réelles, 234, 277, 278 
Nombres complexes, 114, 118-121 
Noyau 
convolution de, 148 
de la transformée intégrale, 305 


о 


Objet en chute libre, 1-3, 12-13 
Observation du modéle mathématique, 67-74 
Onde 
carrée, 327, 425-426 
dispersive, 465 
en dents de scie, 328, 431-432 
équation d’, 18, 404, 453-461, 478-480 
fonction d', 328 
triangulaire, 417, 419-420, 432-433 


Opérateur 
différentiel, 107 
linéaire, transformée de Laplace, 307 
Ordre 
d'une équation différentielle, 18 
n, équations d', 175-195 
réduction d', 130-131 
Orthogonalité 
des fonctions sinus et cosinus, 415 
des vecteurs, 208 
propriété а”, 370, 401 
Oscillations 
forcées avec amortissement, 162-168 
forcées sans amortissement, 169-171 
libres amorties/non amorties, 152-157 
mécaniques, 149-152 


P 


Parabolique, équation aux dérivées partielles du deuxiéme 
ordre, 404 
Paramétres, variation des, 55, 143-147, 193-195, 
272-274 
Parseval, Marc-Antoine, 428 
Pendule amorti, 293-294, 295-298 
Pente 
champ de, 3 
chargement en, 331 
Période du mouvement, 153, 155 
Périodicité des fonctions sinus et cosinus, 414 
Perturbations, incidence de petites, 290-291 
Phase 
angle de, 153 
ligne de, 84 
plan/portrait de, 229 
Phénoméne de Gibbs, 426, 432 
Plan de phase, 229, 276-284 
Poincarré, Henri, 276 
Point(s) 
critiques, 83, 276, 284, 288-289 
critiques asymptotiquement stables, 288 
critiques globalement asymptotiquement stables, 298 
critiques isolés, 292 
de bifurcation, 94-95, 239 
de discontinuité d'une fonction, 418, 424-426, 445, 459 
de selle, 232, 278 
ordinaire, 364-368 
singulier, 356, 365, 371-377 
singulier irrégulier, 376 
singulier régulier, 371, 375-376, 379-390 
spirale, 242, 281-282 
Poiseuille, Jean Louis Marie, 412 
Polynóme 
approximation de fonction, 358, 360, 361, 393 
caractéristique, 182, 183 
d'Hermite, 364 
de Laguerre, 384 
de Legendre, 370 
de Tchebychev, 369 
point ordinaire, solutions en série, 355, 364-368 
point singulier régulier, solutions en série, 379, 
383, 387 
Population 
capture d'une ressource renouvelable et, 92 
croissance ou décroissance, 81-90 
modèle de, 5-6, 9-10, 12, 66 
Portrait de phase, 229, 277 
Principe de superposition, 109, 224-225 


Probléme 
de conduction de la chaleur, 437-450 
de Dirichlet pour un cercle, 470-472 
de Dirichlet pour un rectangle, 467-469 
de la corde vibrante, 453-461 
de Neumann, 467, 473-474 
de valeur initiale, voir Probléme de valeur initiale 
de valeur limite, voir Problème de valeur limite 
de valeur propre, 410-412 
homogène, 408-409 
mélange, 67-68 
non homogène, 408-409 
objet en chute libre, 1-3, 12-13 
proie-prédateur, 198 
Probléme de valeur initiale 
conduction de la chaleur, 438-440 
définition, 11 
équation différentielle du deuxième ordre, 98, 108-109, 
111, 138-139 
équation différentielle du premier ordre, 30-31 
existence et unicité des solutions, 57-62 
systèmes d'équations différentielles, 252-255 
transformée de Laplace et, 344 
Problème de valeur limite 
en deux points, 407-412 
équation d’onde, 454-461 
équation de conduction de la chaleur, 438, 445-446 
équation de Laplace, 467-472 
Produit 
de convolution, 341-345 
scalaire, 207, 415 
Prolongement périodique pair/impair, 432-433, 
436, 459 
Puits spirale, 281 
Pulsation, 169-170, 334 


Q 


Quasi-fréquence, 155-156 
Quasi-période, 155-156 


R 


Rayon de convergence, 350-351 
Réactions chimiques, 96 
Réduction 
d'ordre, 130-131, 179 
de Gauss, 209 
des systèmes d’équations, 216, 252, 273 
Relation de récurrence, 357, 359-360, 362, 380-381, 386, 
392-393, 396-399 
Rendement équilibré maximal, 93 
Réponse 
d'impulsion, 345 
forcée d'une oscillation, 165 
Résonance, 166, 170, 171, 334 
Ressort, force d'un, 150 
Riccati, Jacopo Francesco, 56 
Rodrigues, Benjamin Olinde, 370 


S 


Saturation, niveau de, 85 
Schródinger, Erwin, 337 
Séparation des variables 
méthode de, 404-407 
pour l'équation de Laplace, 470-471 
pour la conduction de la chaleur, 438-439, 447, 
449-450 
pour la corde vibrante, 455 


Série(s) 
de cosinus, 430, 432 
de Fourier, 413-426 
de Fourier plus spécialisées, 436 
de Fourier sinus/cosinus, 430, 431 
de puissances, propriétés des, 349-352 
de Taylor, 119, 293, 352 
équation de Bessel, solutions en, 392-399 
équation indicielle, 381, 383, 386-388 
équations d'Euler, solutions en, 371-375 
point singulier régulier, solutions en, 375-377 
prés d'un point ordinaire, solutions en, 355-368 
prés d'un point singulier régulier, 379-383, 
385-390 
relation de récurrence, 357, 359-360, 362, 380-381, 386, 
392-393, 396-399 
Seuil 
critique, 87-89 
croissance logistique avec, 89-90 
Singularités à l'infini, 379 
Sinus, périodicité/orthogonalité, 414-415 
Solution(s) 
asymptotiquement stable, 86-87, 90 
aux problémes de valeur initiale, 310-318, 331-332, 
338-339, 344-345 
complémentaire, 135 
d'équilibre, 3-4, 5, 83, 276, voir aussi Points critiques 
d'équilibre instable, 86 
d'équilibre semi-stable, 91 
en série aux équations du deuxiéme ordre, 349-399, 
voir aussi Série(s) 
existence et unicité, 57-61 
générale, 62, 111, 177, 225 
générale, définition, 11-12 
implicites, 62-63 
particuliére, équation non homogéne, 134-138, 139, 
140-141, 144-147 
permanente d'une oscillation, 165 
prés d'un point singulier régulier, 379-390 
transitoire d'une oscillation, 164-165 
Solutions générales aux équations différentielles 
avec racines complexes, 182-186 
d'un systéme non homogéne, 268-269 
du premier ordre, 30, 62-63 
ensemble fondamental de solutions, 111-115, 
177, 225 
homogènes à coefficients constants, 103-105 
homogènes du deuxième ordre, 129-130 
matrice fondamentale, 252 
modèles mathématiques, 9-14 
non homogènes, 134-135, 139, 179 
ordinaires, 20-21 
près d’un point singulier régulier, 379-390 
valeurs propres complexes, 243, 281 
valeurs propres réelles/égales, 277-280 
variation des paramètres, 146, 193, 272-273 
Spirale, point, 281-282 
Stabilité 
des équations différentielles non linéaires, 287-298 
des systèmes linéaires, 284, 295 
échange de, 96 
globalement asymptotiquement stable, 298 
instable, solution d'équilibre, 86-87, 90 
semi-stable, solution d'équilibre, 91 
Stokes, George Gabriel, 79 
Superposition, principe de, 109, 224-225 
Sylvester, James, 205 


Systémes 

d'équations algébriques linéaires, 213-222 

d'équations différentielles, 18, 317-318 

d'équations linéaires du premier ordre, 197-298 

de matrices, 408 

héréditaires, 342 

homogènes/non homogènes, 200, 213-214, 
229-236 

linéaires, plan de phase, 276-284 

linéaires homogènes à coefficients constants, 
229-236 

linéaires non homogènes, 268-274 

localement linéaires, 290, 292 

masse-ressort, 149-152, 162-164, 197, 198-199, 
244-246, 316 

non linéaires, approximation linéaire, 200, 
291-295 

stabilité/instabilité, 284, 288-289, 295 


T 


Tautochrone, 347-348 
Taux 
de croissance, 5-6, 82 
de croissance intrinsèque, 83 
de décroissance, 82 
de désintégration, 16, 76 
fonction de, 4 
Taylor, Brook, 293 
Tchebychev, Pafnouti L., 368 
Température 
conditions limites non homogènes, 445-447 
problème de conduction de la chaleur, 441-442 
Théorème 
d'Abel, 114-115, 226 
convergence des séries infinies, 305 
de convergence de Fourier, 423-426 
de convolution, 341-342, 345 
ensemble fondamental de solutions, 227 
équation différentielle exacte, 38-40 
équation non homogène, 134-135 
équations d'ordre n, 177 
existence/unicité des solutions, 58, 59, 176, 200, 
355-356 
indépendance linéaire, 178-179 
principe de superposition, 109, 224-225 
probléme de valeur initiale, 108 
solution à valeurs complexes, 114, 227 
solution générale, 111, 112, 225-226 
solutions en série aux équations du deuxiéme ordre, 
366, 389-390 
stabilité du point critique, 290 
systéme localement linéaire, 294-295 
transformée de Laplace, 306, 310-311, 323, 325 
variation des paramétres, 146 
wronskien, 110, 226 
Théorie 
fondamentale, systémes d'équations linéaires du 
premier ordre, 224-227 
générale des équations d'ordre n, 175-179 
Tige solide 
avec des extrémités isolées, 447-449 
conduction de la chaleur dans une, 437-442 
méthode de séparation des variables, 449-450 
Trajectoire, 277 
Transfert, fonction de, 345 
Transformées 
de Laplace, 303-345, voir aussi Laplace, transformées de 


intégrales, 305-308 

inverses, 306, 313-314 
Translation 

de fonction, 323 

de l'indice de sommation, 352-353 


U 
Unicité, 21 
des solutions à un problème de valeur initiale, 
57-61 
théoréme d'existence et d', 58, 59, 176, 200, 355-356 
Unité échelon, fonction, 321-325 


м 


Valeur initiale 
probléme de, 11, 108-109 
solution aux problèmes de, 310-318, 331-332, 338-339, 
344-345 
théoréme de, 108 
Valeur(s) propre(s), 218 
complexes, 239-247, 281-282 
de la matrice, 218-222, 235-236 
de multiplicité trois, 266 
égales, 279-280 
imaginaires pures, 283-284 
méthode de séparation des variables, 406 
multiples, 259-264 
problèmes de, 410-412 
réelles de signes opposés, 278 
réelles distinctes/du méme signe, 277-278 
simple, 220-222 
stabilité des systèmes linéaires, 284 
Variables 
changements de, voir Changements de variables 
dépendantes/indépendantes, 197 
méthode de séparation des, 404-407 
séparables, équations à, 27-35 
transformées de Laplace, 306, 313, 323, 325, 342 
Variation des paramétres, 55, 143-147, 193-195, 272-274 
Vecteurs 
linéairement dépendants/indépendants, 216-218 
multiplication des, 207-208 
normalisés, 220 
orthogonaux, 208, 415 
propres, 218-222, 235 
propres généralisés, 262 
propres indépendants, 279-280 
Verhulst, P. F., 83 
Vibration(s) 
d'un systéme masse-ressort, 188 
de la corde vibrante, 453-461, 478-480 
mécaniques, 316, 321 
modes propres de, 246-247 
Vitesse 
de convergence, 428, 433 
de libération, 73-74 
de propagation des ondes, 453, 480 


W 


Weber, Heinrich, 394 
Wronski, Joseph Maria Hoëné-, 110 
Wronskien 
des matrices, 225-227, 232, 235, 241 
équations homogènes d'ordre supérieur, 176-179 
équations homogènes du deuxième ordre, 110-115, 121, 
128, 146 
théorème d'Abel et, 114, 194, 226 


Dérivation 


Régles 
(cu  c,v)' = cu! + cv! 


(uv) = u'v t uv' 


^ 
u| uv-uv 
ED к= 2 
y v 


(c, et c, sont des constantes) 


йй = Qu D) (dérivation en chaine) 
dx dy dx 
Formules 


(u^y = nu" lu’ 


(e*y = ечи’ 

(а) 21n(a)a"wW (а>0) 
, и 

(аи) = P 


(sin(u)) = u’ cos(u) 


Intégration 
Régles 


(cos(u))' --и sin(u) 
(tan(u))' = и” sec? (u) 
(cot(u))' --и csc? (и) 
(sinh(u))' = и” cosh(u) 
(cosh(u))' = u'sinh(u) 


(sec(u)) = u'sec(u)tan(u) 


(csc(u))' = —u' csc(u) cot(u) 


(arcsin(u)) = dez 
-и 
(arccos(u)) = – = = 
-u 
(arctan(u)) =: Is 


ІШІ +c,g(u)) ди = с, frw ducc, ІШ du (c,etc, sont des constantes) 


f ийу-иу- / vdu (intégration par parties) 


Formules 


du 
— = In[u|4- c 
u 


=e"+c 
du = –соѕ(и)+с 


ТЕП du = sin(u)* c 


ТЕП du = tan(u) - c 


esc? (u) du = —cot(u) +c 


tan(u) du = —In |cos(u)|+ с 


sec(u) du = In |sec(u) + tan(u)|+ c 


csc(u) du = In |сѕс(и) – cot(u)|- c 


fow du = 1р |ѕіп(и)|+ с 


аи 1 и 
A ;--arctan| — |+ c 
а+и a а 


Identités trigonométriques 


sin^(u) + cos?(u) 1 
cos(—u) = cos(u) 


віп(-и)--віп(и) 


біп(и--у)-віп(и)сов(у)--сов(и)віп(у) 


cos(u + v) = cos(u)cos(v) —sin(u)sin(v) 


tc 


du ERN и-а 
ua 2a 


uta 
du 
TE -Іши ға: 
ми? +a 


TM eur а? 


du А (“) 
—arcsin| — |+с 
Ма? -a? a 


соѕ(и)ѕіп(у) = sinu t v) - sin(u — v)] 


cos(u)cos(v) = сои + у) + cos(u – у)] 


sin(u)sin(v) = [costu = р) – соѕ(и+ v)] 


+c 


+c 
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